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И. М. ВИНОГРАДОВ 


УЛУЧШЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ФОРМУЛ ДЛЯ ЧИСЛА 
ЦЕЛЫХ ТОЧЕК В ОБЛАСТИ ТРЕХ ИЗМЕРЕНИЙ 


Дано новое улучшение асимптотической формулы для суммы значе- 
ний известной функции й (—2). Метод этой работы позволяет значительно 
улучшить асимптотические формулы и в других вопросах, сводящихся 
к подсчету числа целых точек в области трех измерений. 


Обозначения. При положительном В обозначение А << В показы- 
вает, что отношение | А| к В не превосходит постоянного числа. 

При вещественном « символ {а} обозначает дробную часть числа х, 
а символ (х) — расстояние числа х до ближайшего целого числа. 

= обозначает произвольно малое положительное постоянное число. 

В одной из прежних статей (1), применяя мой метод 1934 г. и извест- 
ную лемму ван дер Корпута для остаточного члена асимптотической 


формулы, выражающей сумму 


й (-1)  # (-2) + --- + (М) 


(й (-#) — число классов чисто коренных квадратичных форм отрицатель- 
ного определителя — 1), я указал порядок 


Ее А 
у о. 


В этой работе путем ‘усовершенствования рассуждений указанной 
статьи, но без применения леммы ван дер Корпута, для того же остаточ- 
ного члена я указываю порядок 


11 
ме. 


Аналогичным путем можно понизить порядок остаточного члена и в ряде 
других случаев. Так, например, для остаточного члена асимптотическои 
формулы, выражающей число целых точек области 
7 э 
рука? 


можно указать порядок 
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Если же пользоваться также и леммою ван дер Корпута, то для оста- 
точных членов указанных выше асимптотических формул можно получить 
и еще более низкие порядки: 


Й 
И Я 


№!6 ; а 8 У 


где с — некоторое положительное постоянное число. 

Переходя к изложению доказательства, я буду заменять более 
краткими те рассуждения, которые уже встречались в статье (1). Я буду 
ы ользоваться двумя следующими леммами, указанными в статье (1): 

ЛЕММА 1. Пусть Н, А, 0, 4, г— вещественные числа с условиями 

Н`>0, ТАЗ Ога 0, 
причем в интервале 4<т<г вещественные функции }(т) и $(1т) удо- 
влетворяют неравенствам . 


< (=) < А", +@® < Н, 


и весь указанный интервал может быть разбит на конечное число 
интервалов, в каждом из которых функция Ф(х) монотонна. Тогда 
вмеем: 


$ 7 9 2Н (ОУ). 
О. ()е ы (уд + 


ЛЕММА 2. Пусть В, А, 0, 4, г — вещественные числа с условиями 
Но; тыл т 


Пусть, далее, }(7) и $ (т) — алгебраические функции, степени которхх 
не превосходят некоторых постоянных, и пусть в интервале 9<3т<г 
выполнены условия 


= г@=А, Гео, 
Н< (< Н, 9'(2)< НИ", 9"(2) < НИ”. 


Тогда имеет место формула 


Хоф." ® = У А-О(НТЕНш(0+1), 


а<х<г (а) <<//(тг) 


где, определяя ть равенством } (тк) = К, имеем: 


И —— Ф (2%) ету) 
У2 УРЕ,) 1 


причем В; =1, если Е отлично от Г (4) и от Г’ (г), ив. =0,5, если Ё 


равно одному из этих чисел. Наконец, = ТА при нецелыт Г (4) 
! (г) также | 


Т = РА т 
< шах (7 (9) 00)/` 


Как видно из рассуждений упомянутой статьи (1), достаточно раесма- 
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тривать выражение 
со 
В = > От И’, , 
т=1 
где 
ар 
ь 3 Ими у 
| &) тор 
И’т — И , У ‚== № (22 7 ’ 
т, х и, Хх 
х>Ит:! и>Их1 
С„ зависит только ог т, 2 
1 у 
5 |[—, ели т<._, 
О д’ 
И. а 1 
5» если т Г. 


[зе 


11 
—- = 
и доказать, что В < п. 
Применяя лемму 2 (роль переменного х леммы 2 здесь будет играть 


переменное у), при т<УИп получим: 


2ту х—п 
< о НЕ 
Е = ды ("ма 
т ОТ шп), 


х 
АИ = 2 ( 
Ин, х = р И х 
2туУ х’—п 


и > — Е 
где 
а 
т =?" я — 1 
т ' =: о 22 —п 
х 
Сумму 
-Из 
Е 


мы можем разбить на < шп сумм вида 


<Уп+х' 


х>И п х 
причем, полагая 
2тУ 22 —п 
(2) Е, 
в интервале Уп + Х <<Уп-{ Х' будем иметь: 
= т 2т 
=, ЗРЯ. 
22У 12 —п ее к 
т ес 


При Х < 36т находим: 
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6 
Нри Х > 36т интервал Уп+х<=+ Ип + Х' можно разбить на 


1 
рр 
— т 4 


п @ 


интервалов, в каждом из которых разность между наибольшим и наимень- 
шим значениями Ё(2) будет <1. Для части 5" суммы 65’, отвечающей 


одному из этих интервалов, имеем 
1 1 -%. ой 4 
2 4 Хх ы. 


4 
а Е 


шп. 


Ноэтому 
а № 
и —_ — ... мы 5 < Уп (шп). 
т 
7 


п 
Ут -- 1 главный член последнего выражения 


Замечая, что при Уп <2< 
для И’„,х будет < Уп, мы можем из всего доказанного заключить, что 


при т<УИв 


ТЕ 
эй > <2тУИ = п 
3 х —_ х 
о 
Я (7 т 


"= Хм >» 


х>Ип пр 
х 


откуда, меняя порядок суммирования, легко наидем 


<т 
У и, „+О(У”т (Ш п); 


и>—т 


ие 


Ата— и 


ИТИт = 


Применяя к И’„,„ лемму 2, получим 
и - 
2 & 
п п 
а | : 


2тУп ом Утбте—) 
И’т,и = х дто — ив о т Ут 


Вместе с тем найдем: 
2тУп с? патом) +0(Уп (шп). 


а т 


и>—т и?--Зт? 
? 
Дт 


Отсюда, в частности, следует, что при т <Уп 


"„<тУп- Уп(шп). 
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Кроме того, при т > Ип имеем тривиальную оценку 
И’т = п. 


Переходим к оценке В. Находим: 
3 й 


16 7 
<п = <= 
. = 11 
ее тУп => 
У <= т, р А2тз <=, 
т_>0 ый 
эти 16 
1 


11 2 
п т 
> А2тз п ее У Я Уп (шп) п) = „в. 
1 7 =1 
т>п 2 
Следовательно, 


== у т по 2 У патом) 
Во У Ст У У Ато — и : 


т>п16 > Ат 
Сумму В. можно разбить на < шп сумм Им вида 
2т Уп ЕЕ ЕВ 
- У со ечущии, 
т>Мо 


где М. и М — целые числа с условиями 
г] 
< М. М< М<У 2М., 


Вы 


г 
пл6 


причем неравенства, ограничивающие область суммирования по и и по », 
удобнее заменить такими: 
т? —и?>0 т—о>0, 4то—и—3т> 0. 


Нетрудно видеть, что 
<м <м <м 2м* 2м* ЗМ* 


а си У. Ух Ум 


$ 
6мМ > чщ-м ов о, О ый И 
т> Е м >> = м 


ы ата [т —м 5, т—®—5, ,. Ато—и*—8т7— 8, ) 
в Си : т : 229 п(Ато— и?) 21% [РЕ в. РЕАЛУ" к. ЗМ к 
то — и 


5 


Полагая при данных А!, К№,, Ё№з 


— эл ( = 
ео . _ 
Ть,, КЁ —— => №2 У, ь 
$1 $2 $ 
очевидно, будем иметь: 
Тк, к, к; < ТЬ, к, > 


И _ = ша [ М?, а. ш/М, —— | пт “С, 
И, й, о —.) )" ( ТЕ =) и (=) 


>, >, № Та К << М*(@ п)з. 


О 
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Для части Омь, к, в, суммы Им , отвечающей данным #;, №», Юз, будем 
иметь: 


21 | РИ Ем. У пбть= 4 ить м5) 
з е 
мы М Ут ИмТь, ки, У У У Ато — и? 


И р к 


Замечая, что 2 =4то может пробегать лишь значения с условием 
2М<#<4М°, 
причем число решений неопределенного уравнения 4тё =2 при данном 
& будет < п”, отсюда найдем: 
1 
=” й 
Ом, к, к, в. и - Тк, к, к, 


Киз Е 
<«м| <м 27 Е т — МЕ НУ № (2 п) 


О = > У - 2 — и? - 


2>2М* | “>-М 


Предварительно оценим сумму 


зы УИ а-Уь) 
е 
Аи ще в: 


2. Чей 


при целых и, ий и при условиях —М<и<М, —М<и< М, при- 
чем, полагая { = и? — из, ограничимся лишь случаем # >> 0 (к этому случаю 
тривиально сводится и случай {< 0). При Е =0 имеем 


Кик < М. 
При Ё>0 применим лемму 1. Здесь имеем: 
8 3 
Ге" (6-4) -в-м) 3), 
Н=М-—, И= М? А= 


Ут: ` 
Условия леммы 1 выполнены, и мы находим: 
11 5 +1 
М2 М п 412 4 
—4 ее 
Ки,, 4 < М 95 + Е 1 — 9 - Теа Е 


Положим 
4 й 
й = [мзи- й - 
Сначала оценим часть 


Кий 


<ам* | < 2 Е ме — зе +И @—м)) 


0, = У >. 2 — и? 


2>2М* | и> В 


суммы О. Имеем: 


<® 
0% << М0, %= У га 


и>—в ив 


откуда, замечая, что при данном { число решений и? — и ={ будет 
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= 


< Й, если #=0, и < п", если #>0, получим: 


р 1 3 1 1 
т а ое 
[п й — о 
ФАРМ п" | + — ‚| 2 Бе \ 
М * ВА М2) м“ ие 


В оставшейся после выделения О, части ©’ суммы О слагаемые с ии’ 
и и= —и' равны. Поэтому 


< М? |<м 29 (— =. = и > +И ея) 


=2 > Е. 


2>2М* | ив 


Подразделяя интервал # < и М на интервалы 


2<и< 21, №<и<щ,..., № <и<м 
мы представим сумму О’ в виде 
[.] <ам* ам, 2 (5, Бык = а Уи) 
=2 У О», Ол= > | ть 2 — и? |, 
1—1 2>2М* и>т 


где й’ < 1. Далее, находим: 


«й-Н «тм 


©, < МЗ, 9 „= х о Ки, и 


и>Ш и>Ш 


При #{ =0 число в и? — и\ ={ будет < й. При данном > О число 
решений и —и, = будет <й, причем соответствующее этому Ё значение 


= (и, -- 8 — м = (2, 8) 
удовлетворяет условию 
21 <1<20+3) 


Следовательно, часть Ош, отвечающая данному 8 > 0, будет 


Поэтому 
О ВМ 


откуда уже легко найдем: 


СЫ и - а Э 


би ом е" “(ми 


1 1 ро 4 
= МИ 8" (мзиз- мзи в) < мм 
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Л 
Отсюда при М < выводим: 


а при М> выводим: 


7 Ай. {1 
1 =” =” +=” 
Ги = 5 п12 = А 31 — рб 
АМ 3 
11 


о 
Следовательно, В < п!6 р 


Таким образом верно утверждение, указанное в начале работы, т. е. 


Ат > 2 ( в+*) 
в (—1) в (—2) +... +1 (— М) = — "и 2 О пб 
2 > = 
5=1 
Поступило 
25.Х.1954 
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О СУММЕ ХАРАКТЕРОВ ПО МОДУЛЮ, РАВНОМУ СТЕПЕНИ 
ПРОСТОГО ЧИСЛА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье дается применение оценок тригонометрических сумм с мно- 
гочленом к оценке сумм значений характеров по модулю р". Сведб- 
ние одной задачи к другой (лемма 2) основано на р-адическом анализе. 
Полученная оценка позволяет отодвинуть нули специальных Г-рядов. 


В работе производится оценка суммы характеров по модулю, равному 
степени простого числа, аналогичная известным оценкам тригонометриче- 
ских сумм с логарифмом, используемых в теории (-функции и Г-рядов 
{теорема 1). В лемме 1 дается анализ классического логарифмического 


ряда 
106 (1+) 2—2 44 —... (|<) 


для индекса. 

ЛЕММА 1. Пусть р — простое =2, п— натуральное, п “р/ — у, 
}=1, 2,..., О<у<}— 1 (а, р) =1. Существует многочлен с целыми 
коэффициентами } (и) = и -{ аи? ..-+ ал и"! степени п—1 такой, 
что для любого первообразного корня 8 по модулю р” при любом целом 


и справедливо сравнение 


Пусть К = р"Ё', где (К' р) =1; тогда 


4 ы 
(очевидно, а, можно брать с точностью до кратных р”"), где х, есть 


решение сравнения 


№'хвеЕА (под р”—*), 
я Л корень сравнения 
И Аа ар, 


Р-—1 


причем сравнение разрешимо и (А, р) =1. 
Доказательство. Известно [см. (1), стр. 87], что в мультипли- 
кативной группе приведенной системы вычетов по модулю р” классы, 
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сравнимые с 1 по модулю р, образуют циклическую подгруппу р’, поряд- 
ка р"!, порожденную, например, 1- р. Очевидно, что все 4, (1 -+ ры) 
ша, (ИР) 
Рр—1 
Рассмотрим поле рациональных р-адических чисел Н,. Ири любом 
целом р-адическом числе и сходится ряд: 


делятся на р-—1и что взаимно просто с р. 


ри — РР адрылны 102 (1 - ри). 
Кроме того, 
108 ((1 - ри,) (1 -- ри.)) = 108 (1 + ри, + 108 (1 + ри.) 


[см., например, (2), стр. 195 и 197]. Поэтому если ввести многочлен 


ы 2 9 п—1 


’ 


то получим 


Е ((1 + ри) (1 + ри.) == Ры(1 + ри, + Е» (1+ ри.) (шоа р"). 
Для многочлена 


Е" (1 -- ри) ри? п—2 п 
р РА == 


Ри (1 - ри) = 


будет выполняться сравнение: 


Ел ((1 - ри.) (1 - ри,)) == Ра (1 + ри,) + Ен (1 - ри.) (шо р"). 


Каждый коэффициент Ё, (1+ ри) можно заменить по модулю р"! целым 
рациональным числом. Положим 


а 


тогда, в силу хе (шод р" += у 


(—уеНре— == (НА (то р”—\), 


х—1 
а == (—1)" "(шой р"). 
Очевидно, а, = 1. 
Обозначим 


] (и) = А» (1 -- ри) =#- аи? -- Е аи_чий-. 


Если р-Е2, то коэффициенты а», Е Ст 
(Е —1 —<_>> 1). Поэтому 


Е (1 - р) ==1 (шо4 р) 


наверное делятся па р 


и, следовательно, 


Е, (1 р) = 0 (шод р). 
Отсюда вытекает, что сравнение 


ша (1 - 
А 
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разрешимо. Корень этого сравнения обозначим тоже буквой Л. Так как 


(1 
К. (1+ РО (вор) и СИ 


о (Л, р) =1. При $=0,..., р”-—1 имеем: 


ЕО (шо р), 


ша, (1+ р) 
9 Е — 
или, в силу мультипликативных свойств обеих частей, 


ар ((1 + р) 
Е го 
Но (1-+ р) пробегает всю подгруппу р,. Поэтому при любом и 


11а, (1 - ри) 
Ее = А}(и) (шо р"-!), 
что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 2. Пусть 1< а< р—1, а'— корень сравнения а'а ==1(то4 р”). 
Тогда при ограничениях, принятых в лемме 1, при любом целом и 


зах (а Е ри) == фра + А(р— 1) / (а') (то р" (р— 1). 
Действительно, 
104, (а + ри) = 14. а + 119, (1 - ра’и) (шод р"! (р — 1)). 

Применив лемму 1 и умножив обе части сравнения леммы 1 на р— 1, 
получаем утверждение леммы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть у (Е) — характер по модулю р’ степени, не 
меньшей р"-—, и пусть п + «р/— у, }=1,2,..., О <у</-—1, (а, р) =1. 
Тогда 


г 


ЮО 


1 
| Ух (^) | < [8 (п —еь: ве п 
К=1 


| ее (п—2)*1п — (п— 2) (п—1) 
: й 


где < определяется из условий: 
1 


1 
< =1, если р кр, 
] \т р - 
= (— 7 И. 
(=), если р*< 


Доказательство. Как известно, 


пай 
ый 
тит НИЙ 
Хх (^) = (рр | 
где & — некоторый первообразный корень и (т, р 
Далее, 
в ‘р РР к/ {9 т 


[Хх |< <; »» ыы $ 3: ри-1 


1 9—0 —{ 44 =) 
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ре 


где С, <Ь < - т Старший член полинома Л 
р” 


п—1 


(а, р)=1, (т, р) =1, (*,_„рР)=\, имеет вид те" сте (г, р) =1 
(г зависит, конечно, от а, но это не имеет значения). Применяя к ка- 
ждой внутренней сумме оценку И. М. Виноградова [см. (3), стр. 289] и 
согласовывая обозначения, получим: 


[ 12 (п—2) (ип-—1) т 


п/р) За - (п—2) (п-1) хж 
[Ух (|< р[8(®—2)] “(> : 
к—1 
Это как раз мы и доказываем. 
Замечание 1. Ограничение п + «р/—у несущественно. Если оно 
не выполняется, то многочлен будет не степени п —1, а степени п у 
(причем членов со степенями п, п--1,...,п- У—1 не будет). Мы при- 


меняем в этом случае оценку И. М. Виноградова снова по коэффициенту 
при и" !: 
1 1 : 
33 бер ыя) ИЕ ИК 
| 0,5 (и) а . ыы: Ноева 
| х ( (К) = р * 


[8% + >—1)] а 
и=1 


1 


а. 
1 5 
3 — (п+у— Ча — (пу 1) (п) 


(условия на * — прежние). Поскольку < п, то всегда справедлива 
оценка: 


га В 


1 ке > УЕ р а. 
Соп (1 = ЕЕ 2 ЕЕ з 

| Ух (® | <е О а = ия. 

К=1 


Замечание 2. Так как самое малое значение для * при | р ">? 


равно и так как коэффициент многочлена, по которому ведется 


п— 1 
оценка, не меняет своего характера при сдвиге аргумента, то имеем 
оценку: 

М-И С: 


| 


2х х ( и) )| < ем бонд рат — пит 


Эту оценку можно приложить к выводу нижеследующей теоремы. 
1 ° 
ТЕОРЕМА 2. Пусть О = р", где п = [(ш 0)8] и, значит, р==ех@ар)®, 
<^<2, Г ($, Х) — [-ряд по модулю р” с характером степени, не менъ- 
шей р”, Си А, — величины, не зависящие от О. Г, (5, у) не имеет 
А: 
и 
(ш 2) шш 
Доказательство. Обозначим Ш), = рА, где А— достаточно боль- 


нулей в области || <С, ‹>1 


* В работе (3) есть опечатка: нужно не ©, ат. 


СУММА ХАРАКТЕРОВ 15 


1 
шая постоянная и 1 = —^_. Очевидно, 
(ш р)!9 
р оо > х (^) У = 
[д = о 
Ее а 
А<20,—1 20, (20,) 


Пусть 223>1—1, |< 2С-+-1. Находим: 


25 В ты 
тн 1 есо" (шп) ри яз] пи 
168,2) 15 У 8 | — Чи + 

20,1 20, с 
У х (#) рух п 
О, <<20,—1 1 сот(10п) пешшт (’ Чи 
льет оби НИ а. 
а - Ро 
20 = и 
С а 
ест пп)* р че п пп 
ры 
В сеимлу наложенных на п ограничений 
1 т — я ны “ 
имеем 
72 Е В 
12. (6:9 (| == ов есоп(1пп)* еп Рави М Эпшт 1 ШП. 


Выражая ДО,, р, п, 7 через 0), получим (при достаточно большом А): 


9 
10 


16 ($, Х) | < (в В)". 


Общей теореме [см. (“), стр. 62], устанавливающей отсутствие нулей 
((5) по оценке ее модуля, ‘обычным образом соответствует аналогичный 
факт для функции Д ($, 7). 

Положив 
+ (2) = * шшр и 0(р) = — 5, 

(ш 2)!10 


получим утверждение теоремы 2. 
В теореме 2 можно брать другие параметры и более тщательно про- 


изводить оценки. 
Я благодарен Ю. В. Линнику за помощь и внимание, оказанные им 


мне при написании настоящей работы. 
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ГРАНИЧНЫЕ ФУНКЦИИ КЛАССОВ НН" ®) и Нбь-о" и) 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе строятся примеры граничных функций классов Бо. "Ти 


вое" `°Тт) и доказывается, что теорема С. М. Никольского, ие 
щая ‘теорему С. Л. Соболева о вложении этих классов, является точной, 
не допускающей улучшения. 


_ 1. Классы функций многих переменных НН и Натье (р 0, 
1<р<о) подробно изучались С. М. Никольским ('), (?). Они пред- 
ставляют собой обобщения соответствующих классов, рассмотренных 
в работах С. Н. Бернштейна (3), (“), А. Зигмунда (5) и Н. И. Ахиезе- 
ра (5). Эти классы определяются следующим образом. Условимся впредь 
понимать производную в следующем обобщенном смысле. Будем говорить, 
что функция ](7:,...,2»), заданная на п-мерном вещественном евклидо- 
`вом пространстве А», имеет на оси хх при заданных (21,..., Хил, Хиль... , и) 


91 
несмешанную частную производную =; порядка $, если после возмож- 
р: 
ного видоизменения ее на множестве п-мерной меры нуль она имеет 
ВЫ 
ВЕТ 
9% 


производную абсолютно непрерывную по 71» на любом конечном 


95} 
з 


Е 


отрезке этой оси. Таким образом, существует почти всюду на оси ту 


= 
7] является ее неопределенным интегралом (при 5 =1 функция } 


8—1 
97, 
89°] 
абсолютно непрерывна по 2%). Так определенная производная 5 В тОЧ- 
2 
И 


89°} 


ности совпадает с обобщенной несмешанной производной = В смысле 
р 


С. Л. Соболева (7). Введем в рассмотрение следующие разности: 


А», (Ф; №) =Ф (21,...,ть-ь 2ь ЕЙ, Тыл +3 Фа) — 
—Ф (х., ул» Мк, Хель» 7»), 
Аб) (Ф; #) = А. (Ф; #) —А., (Ф; —1№. 


Пусть М: >0, г; = и: о; > 0, где г; — целое, 0<:<1(=1,..., п). 
Будем говорить, что функция ] переменных (21,...,2) принадлежит 


2 Известия АН СССР, серия математическая, т. 19, №1 
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к классу И (М), если 


(п) ; 
) ИУ < ©; |. 
6) она (после возможного видоизменения на множестве п-мерной 
меры нуль) имеет почти для всех аа, Аа» -. .,Т,) несмешан- 
(п) 
ную частную производную Г р порядка тс ИР ый удовлетво- 


ряющую для любых й условию: 


ИА, (779; В) МИ“ при “< 1 


м 
|4 (19); в) |2 < МИ] при %ч=1, 
т 
где 
= (\ а \ ФР 4х, . 45) о бнаеротоь 
‘_—© —<> 
|Ф|] == утга: шах |Ф(51,...,2»)|. 
(<: 
Далее, будем говорить, что }(71,...,7„) принадлежит к классу 
р ыы оч ича ) 
М, о о ы 
если она одновременно принадлежит ко всем классам ыы (М;) (=1,..5 п): 
Аналогично определяются классы кии (М,,..., М») периодических, 
ный 
периода 2 по каждой из переменных 1%, функций РЁ (5,,...,2п); в этом 


случае норма функции Ё определяется равенством 


2" 2" р 
НИ“ = (\ у \ |РРаз,..- Фа)" ‚ а рее. 
0 0 


ТА == уга1 тах | (11,..., 2») |. 
хкЕ (0,2к) 


В дальнейшем всюду предполагается, что выполнены следующие 
условия: 

1) пи т — целые числа, удовлетворяющие условию 1 < тп. 

№ ера а ай 


3) р, Чир’, 9' — положительные числа, удовлетворяющие условиям: 


Введем еще следующие обозначения: 
а) 2 — пространство функций ] (21,..., 52»), для которых к со. 
6) Г, °®) — пространство периодических, периода 2т по аа из пе- 
ременных лк, функций РЁ (7;,..., 2»), для которых ||Р || ве 0.2 
в уни 6") определяются при помощи равенств (1) и о) (см. ниже). 
2. В настоящей работе рассматриваются граничные функции классов 
Вы И ИН РП: 


о 
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Я > тн) 
Граничной функцией класса Ян п" (М:,..., М») мы называем вся- 


Хи 


кую функцию 7(5.,...,2»), принадлежащую к этому классу, но ни при 
2 Й 


О) 
каких константах М; не принадлежащую к классу На” 


рты нь сде 


Хи: —)>6, О. 


1. 


Граничная функция класса И ва ие (М,,..., М») определяется совер- 
шенно аналогично. ъ 

Отдельные примеры граничных функций были известны и ранее. 
Например, известная непрерывная, нигде не дифференцируемая функция 
Вейерштрасса является граничной в классе Н ны [см. (5)]. Граничные 
функции привлекли наше внимание в связи с ° решением следующей за- 
дачи: возможно или невозможно улучшить теорему вло- 
жения С. М. Никольского (2?) (являющуюся обобщением соответ- 
ствующих теорем С. Л. Соболева), которая утверждает: 

Г. Пусть 


15 р<р’ <, п)>0 (1=1...т), 1<т<»п, 


и 1 у 1 А < 1 (1) 
Хто) 0 
И р Р 1 г; Р т-ы Г; 
Ве зд» вы Тогда функция } (после возможного видоизменения ее на 


множестве п:мерной меры нуль), рассматриваемая как функция пере- 


менных (51,...,7„) при любых фиксированных (10 а ‚ 20), будет при- 
9". рт) 
надлежать к классу Нрх их... ят › 2906 
= (=\...,т), (2) 
и для нее выполняется равенство 
п со со 
р те (\ \ Е В И И 
т-1 | хх —0 ‘—ю — © 
ы 
у / р 
а Га. ати) =0 (3) 


0 
при любых (2 ,...,20). 
П. Если выполнено неравенство 


—$%,;->0, р>+ (4) 


то для любых р’ и т, удовлетворяющих условиям первой части теоремы, 


можно указать функцию ИОН Ик. являющуюся граничной в классе 


(21 ‚Ви 


ом, 


*(Г1-- Ти) 
Эта теорема полностью справедлива также для классов Н ее т ь 
а 


ож 
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С. М. Никольский (2?) построил пример граничной функции класса 
а (р>1), накладывая на р, 7,,...,Ги ограничения, выраженные 
неравенствами (4). Нам удалось показать, что это ограничение излишне. 
Отсюда следует, что теорема вложения С. М. Никольского не может 
быть улучшена в смысле увеличения чисел ру”) для любых р, р’, г, п, т, 
удовлетворяющих только одному условию (1). 

Мы здесь доказываем следующие теоремы [см. (1°)]. 

ТЕОРЕМА 1. Функция 


ПЕ, @) 
И ть 
ПЕНИ РВК ФУ. ЧЕ 5) 
= т , ( 
1 п) » 7{.--Та {+ (+2 у 
[4 


где сходимость ряда понимается в смысле 14% и 


вш-> №2 
И а 


х 


является граничной в классе В. если только а > 0 достаточно ве- 
о 


дико. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть 


15 р<р'’<о, Х,>0. (6) 


Тогда функция (5), принадлежащая, по теореме 1, к классу Н®гтт 


ее 
(7)... (т) 


и, по теореме. вложения,— к классу Нух,...хт ‚при Тт41=... =. = 0 
(ет, т) 
является граничной в классе Ники ^ ‚ если только а > 0 достаточно 
велико. 
Чтобы получить соответствующие теоремы в периодическом случае, 
ттт 
Е 
достаточно только заменить Рм, (2) при М; = } на 
Е 
— эп 5 [№] х 
№; (2) == 4 › 
эш —< 


2 
где [М№;] — целая часть М. 


Отметим, что при 1 < р< со граничная функция имеет более простой 
вид как в непериодическом, так и в периодическом случае, а именно: 
та--"Рп 
в примере (5) ядро Гм; (х) при М; =а ”’ соответственно [см. работу (?)] 
заменяется ядрами вида: 


> 1 
а зав (19 +1): 
2) | ее. * 7) 
м; (2) т 
Г : 
3. Для дальнейшего нам потребуются некоторые сведения из теории 
приближения целыми функциями конечной степени. Следуя С. Н. Берн- 
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штейну, целую функцию 8,...,, (2,,...,2) от п комплексных переменных 
2к = Жк - ук (й =1,..., п) экспоненциального типа порядка у» относитоль- 
но 2х мы будем называть целой функцией степени, ух соответственно по 2к. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только такие целые функции 
8)... ли (2›...,2и) Конечной степени, которые для вещественных д; = ти 
принадлежат к Г” (т. е. || а рав За 

Обобщенное неравенство С. Н. Бернштейна. Если функ- 
ция $(5,..., 2.) 6 Г почти для всех точек (%5,..., ти) есть по х, целая 


: д 
степени у, то частная производная р принадлежит к [®) и удовлетво- 
| . 


ряет неравенству 


[52 | <›|з[5?. (7) 


Неравенство (7) представляет собой обобщение известного неравенства 
С. Н. Бернштейна [см. ($), (°)]. *Мы будем называть его обобщенным 
неравенством С. Н. Бернштейна. В таком обобщенном виде оно получено 
С. М. Никольским [см. (1) (?)]. 

Необходимое и достаточное условие того, что функция принадлежит 
к НО) ‘дается следующей теоремой [см. (*)], "представляющей собой 
обобщение соответствующего результата С. Н. Бернштейна (3): 


Для того чтобы }(2,,...,2.) Е Г” принадлежала к Н°!),  необло- 
димо и достаточно, чтобы существовала последовательность целых функ- 
ций 8, (5,,..., 2) степени у, по х, для почти всех (т»,...,2) таких, 
что 

с 
Е (8) 
р ута 
1 
для всех ») >1 или для всед у, пробегающих возрастающую геометри- 
ческую прогрессию у, = а^ (а >1, &=0,1,..., константа с >0 не зава- 
сит от ъ,). 
4. Доказательство теоремы `2. С точностью до постоянного 
множителя 
т 
И Е Г, (2) 
(4) Е г: № 
а 7 
о ба) в Е 
Е у в 
пет 4 Ун т; { 
1 т-Е1 
(2 
Отсюда, полагая 
ть + 1...1 0 
ти 


и пользуясь тождеством 


рева +++) , 
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получим: 
Пи т) от) (Я 
7—1 ас 99 
со в") 
1 (2 2, 0 0) = У : = у 
1: ть У...’ аа. 
ть сы вы ++) ру т} 
Ь т 9% 
откуда, в силу теоремы 1, следует, что функция ] (т, „днк 0 ‚ 0) 
(т) 
т) 


— граничная в классе Ну, хи 

Теорема 2 показывает, что первая часть теоремы вложения не может 
быть улучшена в смысле увеличения чисел р(") при каких угодно р, р’, 
г» п, т, удовлетворяющих условиям 


п ви та ИН) (= ноже 0 


5. Доказательство теоремы 1. 

ЛЕММА 1. Пусть функция © (1) имеет на (0,х)` абсолютно непрерыв- 
ную (Е —1)-ю производную (а следовательно, суммируемую К-ю производ- 
ную) и $ (0) =0. Если 


1(2) = ве (2) 41, (9) 


то справедлива формула 


К (2) = Ца (+: №9 да. (10) 
0 
Формула (10) верна для К =1 и ее доказательство легко проводится 
методом индукции. 


Если функция $({) имеет К-ю абсолютно непрерывную производную, 
то из (10), интегрируя по частям, получим: 


19 (2) = 5 и (2—1 9+0 (1. (11) 


Если 9+1 (1) непрерывна в точке # =0, то из (14), применяя правило 
Лопиталя, находим: 
+1) (0) 


ГО =и-ои-+э. (12) 
ЛЕММА 2. а) Функция 
л зш-- № * 
а (из) 


обладает следующими свойствами: 


[Ам (= 1) |[> |Р» (2) [> 1х2 0<№<М@а+ <“; М>1), (14) 


1 


А м (15) 
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где 
к [<> > 
К" [6м. (5), еб. 126]. 


6) При любых а>1 и г. >0 Функция (5) принадлежит к классу 


Ни, р. 


Доказате ельство. Представим Кл (5) в виде 


22 


Е та 


Отсюда, применяя формулу (11), получим: 


Ел (2) = Ее — 5 М4 (+) 
0 

Ех (2) ау е (2 — 00 Ма. (++) 
0’ 


Из (=) следует, что Ру (1) < 0 при 0< № < т. Из (*+*) следует, что при 
0<М№< > отрицательная функция Рм(7) убывает, и первое из не- 
равенств (14) доказано. 
Далее, в пределах бе <> 
ых 


[2х (2) | 


что совпадает со вторым из неравенств (14). Формула (15) очевидна. 
Докажем теперь вторую часть леммы. Функция Е „,...ти (2;) — целая, 
У 


т. 
а 


= 
степени а ’ пох. Поэтому сумма 


У | [1+ (1 (+ 1) > о 


1. ТР 


а, 
представляет собой о функцию степеней а '› соответственно по х;, 


принадлежащую к и 
(1) 
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Но, в силу (15), правая часть этого соотношения равна 


с 
до 5 ай д - Е 
р 

где. с — константа, не зависящая от р. Отсюда и следует, на основании 
(8), что рен 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Пусть 

Ч р со,. пу М Па мак:д 

тогда функция (5) при достаточно большом а >0 является граничной 


р (т:,...›То,) 
функцией класса о. з 


Доказательство. То, что } 6 ры следует из предыдущей 
леммы. Наша лемма будет доказава, если будет построена последова- 
тельность положительных й—0, для которых 


| Ду», (7; №) 1 МИ, ‘= т), (16) 
где М — положительная константа, не зависящая от й. Ради удобства 


будем считать, что ] = 1. Зададим натуральное число р и положим 
Ее 


А=А (р) =а "*` 7—5, А (у=2,..., п). (17) 
'Гогда 
{2 АХ (1 +1) —Р Та» (1)} Пе ча (=;) 
со а а 7—2 =. У (п) 
°(®)=| > и < 
У= 1 
: Е з 
а 1 
Пови, . ерыр 
со 71=1 У 
* г 2 к 
<? % “_— т ав = 1 Г. 
а ПВ 
лье ерз 
1 
в силу (15) и (17), и 
нь РА. о т. (#7 
и— = Ш 9—2 
у () ы м ь р (п) а 
а Е 2 
ры 1+ (+) № 
г. (и +0) ПЕ,..,. (2,) 
ила а’... ву ны 21° 7495 
ев: № 
У—=1 - .. в В к р 
1 ‚+0 У) 
в 
в 8 5 ть (= + 0%) ПЕ ”, () р 
з п и ;- те и 7 
>И ааа бы р 
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Применяя неравенство Гельдера, получим, что правая часть написан- 
ного неравенства будет 


т. м 1 п рт р о но сти (65) 
И к и 
> г 4, | аз. № г - | 42 
п ао о О = т 1 и 
(пз,) а = (+) У}, 
7=2 
(00 
При 0<2;,<68; из=1,....в—1 (7=2,...,п) имеем: 
т... «Ри, АВЕ 
, т; ы : т; (и—1) 
> @ < а =. 
Поэтому, применяя неравенство зшх >. — ю, Фа >, получим: 
Т:.- Ги 
ес, 
ой (т) > а фа по (18) 
ры 


Кроме того, при Ох. < А и у=1,..., и —1 имеем: 
д’: * (т Е й) а а”з"**Тп (и—Пор Е (19) 


Вследствие выполнения (19) и (18), мы находимся в условиях при- 
менимости леммы 2. Поэтому все слагаемые, стоящие под знаком 
и 

» ‚ имеют отрицательный знак; ограничиваясь последним слагаемым и 
У=1 

применяя первое из неравенств (14), будем иметь: 


|ы 


Ни з (| П АЯ 
:0> Е 
ть „Та {+ (1+ +=) х =} (и—1) 
в а 
“ие ьь соб аы) Пи @4ы 
мт а 1=2 о я т (и—1) 


Применяя неравенство (18) и второе из неравенств (14) и выражая сте- 
пени а через й, мы найдем, что правая часть написанного соотноше- 


ния будет . 
рта 


> т 
п-- о, (п—1) 
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Очевидно, 
, : ых ". 
Ах, (7;^) > т Пе м Е : 
241 


п-- Е (п—1) а 


Но при достаточно большом а > 0 константа 


1 2Ку 
М = п РР > 0, 
о Ш 
24" Ч 


а следовательно, выполняется неравенство (16). 
Лемма доказана. 
Примечание. При доказательстве неравенства 


ИА, (6) 1 МР. 


на числа г,,...,Г» никаких ограничений (кроме их положительности) 
мы не накладывали. Отсюда следует, что это неравенство имеет место 
при любых положительных г.,...,Г», лишь бы было г, < 1. Этим фак- 
том мы воспользуемся при доказательстве теоремы 1. 

ЛЕММА 4. Функция 


в Ра (2) 
у (х 
1 (2) = У, “ Е 
У=—1 Ах. 
а 


где сходимость ряда понимается в смысле ры 2 1: 


ляется граничной функцией в классе Я если только а > 0 достаточно 
велико. 


Е То, что 1ЕН®, следует из леммы 2. Если 


1—:<0, то ‚<<! ‚ и лемма 4 следует из леммы 3. Если 


4 
1— О то при р>1 имеем г< 1, и наша лемма следует из преды- 


дущей леммы. При р =1 функция /(т) примет вид: 


ы Ра» (2) 
7 (2) = № а^ ы 
У=1 


Допустим, что /ЕН119, = >0. Тогда 
4 1 ы = 
еды 
Хх Е че. 
следовательно, по теореме вложения, | принадлежит к классу Н® 
и должна быть непрерывной, но это не так, ибо она не ограничена 


в окрестности точки х=0. Действительно, пусть задано достаточно 


малое х>>0. Подберем к нему натуральное в так, чтобы выполнялось 
условие 


ао = т < а". 
Тогда 
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для любого х. Так как при э=1,..., р имеем 
Г а 4 
до ах | 
то /(2)>-& да х->0. Э л 
71(2) > 5—0, когда х—0. Этим доказательство леммы для случая 
1 
1— 2 завершается. 
Докажем теперь лемму 4 для случая, когда 1—0. Здесь 
4 1 т 
т 55) —_>0, и, по теореме вложения, 


ГЕН®, где жж". 


Покажем, что ] является граничной в классе Н®, откуда, в силу 


теоремы вложения, будет следовать, что она является граничной также 


в классе Н®. Для этой цели представим ] (2) в виде 


®=У Ро Я у У ее 
= ® (РЕН г) — = у (7-Е — 2? а\е+и 
554 а = д а 


или, с точностью до постоянного множителя, 


где 


$10 4°Ё 
$) Х-ену 
Применяя (8), легко показать, чтоф © НФ". Пусть р=й-а, где &— 
целое и О<«<1. Так как 96 НИ" и (0) =0, то к функции | 
применимы формулы (11) и (12). Поэтому 


А 
Ме (#99049 (04, 
0 
(1) 
Ф (0) 
ПО -и+уи+э- 


Пусть Ё —четное число. Тогда с точностью до знака 


со 
поно = еее 


У=1 й 


Зададим достаточно малое #>0 и подберем к нему такое натуральное 
в, чтобы выполнялось условие 


а +) т а-". 
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'Гогда 
со 7 р © 2802 2*: 
Е 
у=1 у=1 
2зш? ай 
>=—=—> Зо абан> буеа1", (20) 
где 


с: == 2-8 4, 


Так как при Ё четном /® (5) — четная функция, то, принимая во вни- 


мание, что 
х 


„+? 
АЙ 
#ЕО (2) обе 
имеем следующее неравенство, справедливое для достаточно малых 
&д> 0: 
|5 (®) — 2/9 (0) + 19 —2)| = 2] 9 (9) — №9 (0) |= 


х 


1 й ФНО (0) м 
Нан) ед пез 
0 
1 С : С 
=2| =) —0 200 0) — #90 0} 4, 


0 


что, в силу (20), будет 


2 С . а №. 251 
— == \ й (х — 1) С ЧЕ = ст (© — ЕНаи) - (21) 


Из (21) следует, что } не может принадлежать к классу НТ“, 


с >0. При «<1 это очевидно. 

Пусть х =1. Допустим, что 6 И", 0:1; тогда }(2) должна 
иметь (Е {+ 1)-ю производную, удовлетворяющую условию Липшица сте- 
пени ®. Применяя формулу Лагранжа, найдем: 

|/® (2) —2 9 (0) + 9 (—2)| = 
= [279422 (02) — +2 (—02) | < ся, 
что противоречит (21) при ® = 1. 
Пусть теперь А — нечетное число. Тогда с точностью до знака 


со 


го5 а’ х 
9® (5) = У е_ , 
У=1 


и, рассуждая, как и выше при получении (24), получим неравенство 

ею (0) ОГ (22) 
справедливое для всех достаточно малых х>0. Из (22) при «1 сле- 
дует, что /6Н®", е>>0. 


Действительно, допустим, что И Нет, «--=<1; тогда } должна 
иметь А-ю производную, удовлетворяющую условию Липшица степени 
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ох -- е. Но ввиду того что 


ФТ (0) 


(К) И ТЕ: Е 
о 


имеем: 
«фу (5) в 1—0 (0) | —х | (0х) —х | дю) (0) —/® (0) = съ : 


что противоречит (22). Если же «=1, то с точностью до знака 


со 


ое) = 


У=1 


Положим х = а"; тогда 


х 


К® (=) — ® (0) _ Г® (2) 1 ре 
95 и 
0 У=1 
1 С №3 % С ша’ и: А с РЕ 
> Е Й #(= —0) > а 4 \" (#—0 ре я а} > 
у= У=р 


>в —О(->00, в-> оо. 


Следовательно, функция /®) (5) в точке х =0 не имеет производной, 


Я 1-е) 


а потому /(5) заведомо не принадлежит к классу . Лемма дока- 


зана полностью. 


4 
Доказательство теоремы 1. Если все разности а 50 
о 
то все г; < 1, и теорема верна в силу леммы 3. 
И 4 
Если все разности 1 — АИ а о — а При р все 
4 


г. <1, и теорема верна в силу той же леммы 3. При р=1 все г; =1, 
и наша функция примет вид 


т 
«> П Ра (=,) 
«К ыы 
]=1 
и 2 


Оценим снизу для малых й интеграл 


| А», (у; №) |? == 


со 


=.) 
) 


и (о Е й, о, 9 Я) о (21, то, АЯ ‚ 2) | 951 ме ат» > 


п 


>11 


—М —© 


Хы ( А + -Р (еды И 2-64. 


—^ 1=2 —о2 


со 


те \ {7 (ыы аа) аи (21, 25у..., и) ах»... @жь | == 
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Так как 
й 
\ [Ра (2, + #) — Ка» (21) ] 4х, == Ка» (21) — Е» (0) < 0, 
—^ 
| Ро (2) 4; =” (ем. формулу (15), 
то 


Ру (0) — Ру» (26) _ Гп\пл Рай (0) — Ри (21) 
еле Феб ЕС 


а а" 


ГА, (51 > (2) " х 


У=1 


Подберем так, чтобы выполнялось условие а < й < а", тогда 


(2 — = а*%) сз (а*В)з 


Рам (0) — Ри (21) _ (а ь + эта“ 1) (а*В — зв а* №) 
а“ * да?" р? о 4 (ав)? 
2 2 
< (1+-2) (1+) 2 \п—1 
ВА (а "= (=) р 
Следовательно, для достаточно малых й>0 имеем оценку: 
А, (53 о» (23) 
где константа с, >0 не зависит от Й. 
Если допустить, что ДЕН ме м (0<=< 1), то должно иметь место 


неравенство 


ИА, (АМА, 


справедливое для любых #. Но это противоречит оценке (23). Анало- 
гично доказывается, что } в Пай — софа № 
Пусть 


п-т <0 (@=1,...т), п-т =0 (=т+Ь.. п). 


Если р>1, то все г; <1, и | — граничная в классе Не в силу 
леммы 3. 
Если р=\1, то "< 1 (=1,...,т), и, в силу примечания к 
лемме 3, 
ТЕНИ, г зОоыьО ин 


Рассуждая так же, как и при получении (23), для малых й > 0 полу- 
чим оценку: 


ГАО а (24) 


где г =т --1,....п, а константа си >0 не зависит от й. Из (24) сле- 
дует, что/ 6 1, => 0, Е=т-+4,.. п. 


= ыы 1 
Рассмотрим случай, когда одна из разностей 14 — »_ Положительна. 

у - 

1 
В этом случае будем доказывать теорему методом индукции. Как показы- 
вает лемма 4, теорема верна для п=1. Допустим, что она верна для 
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п=т— 1. са ее справедливость для п = т. Для удобства будем 


считать, что 1 — >=—_>0. Тогда 
т 


и, по теореме вложения, при любом фиксированном т» функция 


(21, Рт— . 
Г ть ТА у би 
С другой стороны, с точностью до постоянного множителя 
т—1 
НИ 
со Ее. 
Ор тнь Е в = 
У—1 , Е 1 ми. 
отт (1+5) > т: 2 


5% — я 
Полагая здесь а”"/х"—? — ри используя тождество 


г 


получим 


со 
4 

1 (хл, -.-› Ят-ть 0)= > ` т—1 ее 
У=1 


1. . Рут —1 [+ (++ .) х =} 
1 


откуда, по допущению, заключаем, что {(7,,...,Хт_—1, 0) есть граничная 


Флл-и-И, а следовательно, по теореме вложения 
Рх, ...Хт— ‚ , 
т) 


Хт 


функция класса Н 
функция ](71,...,Х.) — граничная в классе г 


Теорема 1 доказана полностью. 


Поступило 
22 Х. 1953 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


` Серия математическая 
19 (1955), 33—58 


Б. М. ЛЕВИТАН 


ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ И О РАЗЛОЖЕНИИ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ 
САМОСОПРЯЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА. П 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе уточняются результаты работы (3) и, в частности, сни- 
мается предположение, что спектр оператора снизу ограничен. 


Введение 


В настоящей работе изучаются те же вопросы, что и в работе (3). 
Однако нам удалось несколько усовершенствовать наши методы, благо- 
даря чему многие теоремы работы (3) получили значительное уточнение. 

Основное достижение настоящей работы состоит в том, что мы изба- 
вились от предположения, что спектр дифференциального оператора 
снизу ограничен. Таким образом теорема о равной сходимости раз- 
ложения в обобщенный интеграл Фурье и обычный интеграл Фурье 
получена нами при минимальном требовании на коэффициент 4 (5) — 
суммируемости в каждом конечном интервале. Приведем полную форму- 
лировку этой теоремы: 

обозначим через ® (х, }.) решение уравнения 


у" 0. —9(2)} у=0, (0.1) 
удовлетворяющее начальным условиям: 
у(0) =1, у’ (0) =#. (0.2) 


Функиия 9(2), а также число й предполагаются действительными. 
Предполагается также, что коэффициент 9(52) суммируем в каждом 
конечном интервале. Обозначим через 0(х, $, Х) спектральную функцию 
задачи (0.1) — (0.2) [см. (3)] и пусть } (2) 6 Г» (0, со). Положим 


= (0. >0), 8 (2, 5, в) =@8(, 5,4), 


2 
и со 

01 (х, $, в) = = сз. -с03 у5 ау, 5, (2, в) = 745) ви (2, 5; в) а$, 
0 0 


51 (вв) = 1($) в. (2, $; в) 45. 


3 известия АН СССР. серия математическая, т. 19, №1 
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_ 


Тогда равномерно в каждом конечном интервале (включая точку 
$ == 0) 


Би [5 (2, в) — 51 (2, в)] = 76) 6 (2, $; — 09) 4», 


т. е. разность между разложением функции } (2) в обобщенный интеграл 
Фурье и разложением в обычный интеграл Фурье по косинусам стре- 
мится к нулю равномерно в каждом конечном интервале. 

Кроме этой теоремы, получен ряд асимитотических формул для 
спектральной функции уравнения (0.1), более точных, чем в работах (1) и @): 


1. Доказательство вспомогательной теоремы 


В этом параграфе мы доказываем вспомогательную теорему, в неко- 
тором отношении дополняющую теорему 3.1 работы (т). 

ТЕОРЕМА 1.1. Пусть функция з (в) удовлетворяет следующим усло- 
виям: 


ип 
а) зар У {5 (5)} < <. 
и в 
Ь) При каждом фиксированном ъ 


Шо о) 2} =0. 


с) В некотором интервале (— Л, А) (А`>0) преоб разование Бохнера- 
Стильтьеса функции с(р) 2-эквивалентно нулю (т. е. есть линейная 
функция). 

Выберем постоянную С, так, чтобы преобразование Бохнера функ- 
‘ции с (в) | С, в интервале (— А, А) было 2-эквивалентно нулю. Тогда 


Ва { (в) + С} =0. (1.1} 
и— со 
Если функиия з (р) нечетна, то С, =0 и, следовательно, 
Пти о (в) = 0. м. 
и 


Доказательство. Как показано в работе (?) 
непрерывности функции о (№) имеет место равенство 


‚ во веех точках 


= = (84004 (в У), (1.2} 
где 
1 Е 
8 (*) = ГРЕЯ \ фл (^) шла). = ил о 
о \ 


и функция %, (7 — и следующим условиям: 


1) (= (*), 13 
2) Оо у 
3) ы (2) в интервале (0<). < А) трижды дифференцируема; 


‚’ 1 .” В 
о (1.4) 
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Покажем, что при выполнении этих условий для >. 0 существует 
ограниченная производная $” (у), причем для больших у справедлива оценка 


: 1 
9 -0(=)- (1.5) 
В самом деле, заменяя )у на %, мы получим: 
эт Ху С ва 
\ а \ > @^. 
А А» 
Поэтому 
Л Ра 
8. (у) = = ( фл (%) эт Хуа + — \ ил а, 
ы ЛУ 
` | (1.6) 
= ($ ев — ВА». 


Отсюда следует, что 8’ (у) при у>.0 ограничена. 
Интегрируя трижды по частям и учитывая равенства (1.3) и (1.4), мы 


получим: 
А 
г 1 ИА 2 
#9) = га 29 (%)} за. 
0 


Этим оценка (1.5) доказана. 
Пусть р есть точка непрерывности функции © (р). Тогда из формулы 


(1.2) следует: 


о 


эс, = (в, х (7) 4,3 (в + > у (вкл (+ У). 


— © я) 


В силу оценки (1.5) и условия а), интегралы справа можно интегри- 


ровать по частям. Мы получим} 
о 


оС, =8,(—-0) [9 (в — 0) —= (1 | ДО) —3 


СО 


(О —2 (1 О +34) 


Так как функция &’ (У) четная, то 


обе (ве) 


Далее, в силу того что точка р есть точка непрерывности функции 


з (№), имеем: 
Ре 3(в— 0) —з(р) =0, с(#-+ 0) —ч (1) =0, 


п, значит, проинтегрированные члены пропадают. Поэтому 
= Ее +9) — 22] © 
0 


3* 


56 Б. М. ЛЕВИТАН 


Выберем произвольное положительное число № и положим 


М 


(в += — Обе +2 —У — 226] 4+ 


0 


+ в [в + >) Е (в — ›) — 23 (в)] 9 =А-А.. 


=.—>}8 


При фиксированном М из условия Ь) и известной теоремы Лебега о пре- 
дельном переходе под знаком интеграла следует, что 


Ни 1, =0. (1.7) 


и <о 


Далее, из условия а) имеем: 


[< (в у) < (в — у) — 23 (в) |< С|»|. 


Поэтому 
се в 
: Я 


Из (1.7) и (1.8) следует (1.1). 

Если функция с(р) нечетна, то, как показано в работе (2) $ 3, 
С, =0 и, следовательно, имеет место равенство (1.1). 

Замечание. Условие Ъ) выполняется, если при каждом у 


и 
На У (0} =0. 


и в 
Действительно, 
и 
А ЗА 


$ 2. Вывод вспомогательных формул 


1. Мы будем изучать уравнение 


у" + 2. —ч(2} у=0, (2.1) 


заданное на всей числовой прямой. Относительно функции 9(2) мы 
будем предполагать, что она действительна и суммируема в каждом 
конечном интервале. Обозначим через Ф(х, )) решение уравнения (2.1), 
удовлетворяющее начальным условиям 


ф (0, ^)-=1, $’(0,^) =0, (2.2) 
и через $ (т, №) — решение уравнения (2.1), удовлетворяющее начальным 
условиям 

ф (0, ^) =0, $’(0,^)=1. (2.2’) 


Наряду с уравнением (2.1) будем рассматривать уравнение в 
частных производных 


0?и, ди 
Пусть функция ] (2) имеет непрерывную вторую производную. Обозна- 
чим через и(х, {; /) решение уравнения (2.3), удовлетворяющее началь- 
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ным условиям 


д 
и р = й (<), С 


НЫ 
Из метода Римана легко следует, что 
1 1 
ив = еде 9] (шо, 0/6) 4. (24) 


х— 
Как показано в $ 1 работы (3), если в окрестности некоторой точки ть 
функция 4(5) удовлетворяет оценке 


хо $ 

\ |9 (2) | 42 < С", | (2.5) 

х.— 
где С и х — постоянные, не зависящие от $, то для достаточно малых # 
справедлива оценка 

оз СП: (2.6) 

Приравнивая в формуле (2.4) /(2) последовательно 5 (х, ^) и (т, ^), 

мы получим равенства: 


Ф (т, ^) со УХ = [ее +ь Л -+2(&—Ь^)] + 
хН 


т \ 12 (х, &, $) о (5, ^) 4$, (2.7) 
 (х, ^\) соз Уз == [$ (И +3 (2-ь)] + 
хН 
т = \ 1 (х, &, $) % ($, ^) 45. (2.7') 


х— 


2. Обозначим через &.(1) функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям: 

1) в. (-0=8, (0, 

2) 8.(=0, если 2, 

3) &. (1 имеет непрерывную вторую производную. 

Далее, положим 


ф. (#) = \ 8. (1) с08 р 4. 


Помножим обе части равенства (2.7) на в. (1) и проинтегрируем по # 
в пределах от 0 до в. Мы получим [ем. (з)]: 


х- = х- = 
2 (2,2) $. = (в @— 996,5 +5 26, ). 6, 5) 4%, (2.8) 


Х—Е Х—Е 
где 


х, (2, $) = \ ш(х, $8)8. (4. 


1—8] 
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Точно так же из формулы (2.7’) следует: 
х-е= х--= 


$ (2,2) (ИУ) = \ 8. (2—8) 5 (5,1) 5 + \ о (5, 2) у, (2, 5) 43. (2.8) 

Пусть / ($) ЕЁ, (— ар 00 Обозначим через Ё (7.) и С().) преобразо- 
вания Фурье функции / (5) (по функциям © (5, *) и 1 (3, ).)). Из равенств 
(2.8) и (2.8'), а также из равенства Парсеваля следует [см. (3)]: 


5. (Иа, (92,52) 76) 6 = 
р Бы х+{= 
=х \ ее) \ 169), (2, 94, (2.9) 


х— х— 
где 6(х, 5; }.) есть спектральная функция уравнения (2.1). 
Так как функция /(5) была выбрана произвольно, то из равенства 
` (2.9) следует: 


р 1 1. ие 
| +ЦУбарь, киота, 22—15 о 
ый 0, | —$| > е. 


Равенства (2.9) и (2.10) рассматривались уже нами в работе (3). 
3. Обозначим через а произвольное действительное число и положим 
8. (В, а) = в, (1) с0$ ай. 
Так как функция 2, (Е, а) удовлетворяет тем же условиям, что и функ- 
ция а, (1), то в формулах (2.9) и (2.10) можно в, (1) заменить на в, (#, а). 
В результате мы получим формулы: 


я} ВИ +9 + УХ] 4, ве, $2) 16) = 
он 7 Е 
=1 \ (в. (Е — а) + (5х, (, 5; 4) 4, (2.11) 


— \ [Уха + $. (ИХ — а)] 4,6 (5, 5; %) = 
р [2* ва) уже, за), [2—5 <, (2.12) 


0, |%—$|>ь, 
где 


Х. (2, $; а) = \ ш (х, $; 1) в, (Е, а) а. (2.13) 
12—51 
Формулы (2.11) и (2.12) можно записать в виде: 


1 
>} ИХ а) 3х в)14, 9,5) = 


о Гы 
ы \ 1 ($) ве. (2 — $; а) 4$ + 5 \ 7 ($) х.(х, $; а) 48 — 


х—= х—= 
о со 


1 


—э {ИХ + @) + (УХ 814, в, 51) 4 (2.4) 


=> _—© 
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> [9 (УХ - а) + %.(И*— а) 46 (с, з; 1) = 


© 


|2—$| <е 


и т а День, 
| 
| 


= = \ [ИХ а) + $. (У. —а)] Я. 8 [1,3; 1), > 


< 


(2.15) 
Положим для }>0 


. = ?, 9(2, 5; ^.) =6(х, $; в?) =, (1, $; в) 


и продолжим 0, (52, 5; в) на отрицательные р нечетно. Далее, положим 


со 


5. (в, в) = \ 6, (2, 5; в) 148) 4. 


— © 
Замечая, что 


= 


У УХ - а) + +(УХ— «= (6.6, а) оз Улей, 


0 


мы можем формулам (2.14) и (2.15) придать вид: 


со х+= 
\ ф. (№ — а) 4,5, (т, в) = \ 1 ($) в. (х — $, а) 4$ + 
но Х.(х, 5; а) 4 —2 ( Га а) ) сов У Хе4и а, \ 9(х, 5; 1.) 1 (5) аз, (2.16) 
А+ ф. (р — а) 4,6 (х, 5; в) = 


0 [5 

8.(х — 5; а) + х.(т, 5; а) —2 \ К 8. (Е, а) соз Им] 4,8 (5х, $; }.), 
— < 0 

р [2—5] 


В 


< 
К 8. (&, а) созУ/ 2 4] 4,6 (х, $; }.), |2—$| > 5. 
[о 


При 9(2) =0 ш(х, &, 5) =0, и формулы (2.16) и (2.17) принимают вид: 


со х-Е 
\ (#2 — а) 4, 5*(х, в) = \ 1 (5) 8 (#— 5, а), {(2.16') 


И а), |1—$|<ь, (2.17) 


\ фа — а) 4,8, (х, $; №) = 0 р |2—$|2ье, 
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где 


1 зшы (2 —$) 
п х—5 ы 


6 (2, 8; в) = 


51 (х, в) = \ 01 (2, 5; в) / (5) 45 


— © 


Вычитая из равенства (2.16) равенство (2.16') и полагая 


Е (т, в) = 5, (2, в) — 51 (т, в), 


получим: | 
+. — 2), В (в.в) = | 748) ($; а) @— 
-2 Г. а) соз УК | @, се, $; 1) 1 ($) 4. (2.18) 


Вычитая из равенства (2.17) равенство (2.17') и полагая 


Ф (2,5; в) = (1, 5; в) — 61 (2, 5; в), 
найдем: 


\%. (, — а) а,Ф (2, $; в) = 


—с 


У (х, $; а) —2 Ве |2—$| < +, 


\ 
— т (2.19) 
р 


Формулы (2.18) и 


(в. 6,2) 1, а ) сов УХ! 428 (2, 5;1), |2—$|>2е. 


0 


(2.19) играют в дальнейшем фундаментальную роль. 


$ 3. Асимптотическое поведение спектральной функции. 
Случай всей прямой 


Формула (2.19) позволяет провести изучение асимптотического пове- 
дения спектральной функции 0, (5, 5$; в). Предварительно мы займемся 


дальнейшим преобразованием правой части формулы (2.19). Вначале рас- 
смотрим член 


ХЕ, а) = \ и (т, 1; $) 8. (Е, а) 4. 
[х-$| 


Пусть 0:1; положим 


а (2,3 в) = \ (2,6, 5) сом. 


1х—3| 
Мы имеем: 


— 


5 [$. (в - а) + $, (+ —а)] = \ &, (6, а) созё 4. 


=. —>о 
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Из равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье следует: 


со 


- \ [ф. (в + а) + %. (+ —а)]х (5, $; в) ав = 


_|: \ № (2, 531) 5, (6 а)@ = у. (т, ; а), |%—$|<ь, 
| [х—$ | 


0, [2—1 >5. 


Пользуясь четностью функции а (т, 5; в), последнюю формулу можно 
преобразовать к виду: 


ас т. ‚$; а), —$| < в, 
2} че - фана = р р чи а) а (3.1) 


Рассмотрим член, соответствующий отрицательному спектру. Мы имеем 
(меняя порядок интегрирования): 


0 = = 
\ [18 (1, а озу Ли | 46 (2, а (в. (6 а) В (1,5; 4 
— 0 0 
где 
0 
й (2,82) = \ сов / 14,8 (х, 3; ^). 
Положим 


1 
8(2, 5; в) = \ й (5, $; 8) созр Е 4Е. 
0 


Из равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье следует (см. 
вывод формулы (3.1)): 


хе ява = 8, (6 4) № (2,504: (3.2) 


Из равенств (2.19), (3.1) и (3.2) вытекает важное равенство: 


оао ень но 0:58, (3.3) 
где р% 
Ф" (2,5) =Ф бен ое она (3.4) 


В работе (3) показано, что существует константа (С, зависящая от 
интервала изменения переменных 2 и $ такая, что 


ее (8.5) 
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В работе (4) показано, что при фиксированных 2,8 и у 


Нт [Ф (5,5; в +5) —Ф(5, 5; в) =0. (3.6) 
и->со 


Оценки (3.5) и (3.6) переносятся на функцию Ф’ (7,5; в), что следует 
из равенств (р -> 2°) 


У о (х, 5; 94 = А ых У) |4 = 0(1), 


ит 


У | 6. 5) = \ | 8(5, $; У) |4 = 0(1). 


Как показано в работе (!), из равенства (3.3) следует, что преобра- 


зование Бохнера-Стильтьеса функции Ф’ (2,5;в) (х,5— фиксированы) в 
интервале (—1,1) 2-эквивалентно нулю. Поэтому к Ф (5, 5; в) применима 
теорема 1.1, т. е. при и-> со 


Ф* (2,5; в) = 0(1). (3.7) 


Равенство (3.7) имеет место равномерно в каждой конечной области 
изменения переменных х и $. Из равенства (3.7) нетрудно получить 
асимптотическое поведение спектральной функции 6, (5х, 5; в). 

ТЕОРЕМА 3.1. При каждых фиксированных хи $ 


РН ши (7 — 3) 
к я—5 


Пиз С (2, $; в) ] —=6(5, 5$; — о ). (3.8) 
и—со 

Равенство (3.8) имеет место равномерно в каждой конечной области 
изменения (т, $). 

Доказательство. В силу асимптотической формулы (3.7) и фор- 


мулы (3.4), для доказательства равенства (3.8) следует показать, что 
при № —> со 


\ = (2,5; у) = о(1), (3.9) 
2 
ЕВ) ф= — 6,5; — 00) + 0(4), (3.10) 


и притом равномерно в каждой конечной области. 
Докажем вначале равенство (3.9). Мы имеем: 


| 1 
а, )ф= \ и (т, 5; 1) м 5. 
0 


[5—8] 


Обозначим через у произвольное положительное число, не превосходя- 
щее единицы, и положим 
1 а. т ' 1 
В 31 иё 1 
\ и (5, $; 8) ге = \ и (т, $; ее а (р, 5) Ч = 1-1. 


2—3 [х— | > 


т 
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В силу оценки (2.5), 


[7-5 С ими = С. 


0 


Поэтому, каково бы ни было положительное число °, можно выбрать 
% настолько малым, что для всех в будет выполняться неравенство 


< —- (3.44) 


Далее, из леммы Римана следует, что при фиксированном д можно 
взять ш настолько большим, чтобы для в >, имело место неравенство 


[|< =. (3.12) 


Из (3.11) и (3.12) следует, что для р > ш 


ГА 


т 
| \ 10 (т, $; #) Е Е 
—$| 
что доказывает равенство (3.9), в силу произольности числа $. Равномер- 
ность равенства (3.9) следует из равномерной непрерывности функции 
и (5, $; 1). 
Докажем равенство (3.10). Мы имеем: 


Так как 


0 
\ с0з И #[ 4,6 (5, 5; 7.) <<, 
—© 
то функция # (х, 5;#) по Ё есть целая аналитическая функция, и, значит, 
в частности, в окрестности точки { =0 дифференцируема. Поэтому из 
известной теоремы следует (при в-—>®) 
2 ( 1 

х р 1 а 

В (д, 5; ) 4 = =( Ве, за) ТФ = 
0 


= й (т, 5; 0) - о(1) = — 6 (5, 8; —с°) + о(1), 


= 
п 


Ф.—>= 


что и требовалось доказать. Равномерность равенства (3.10) следует из 


8 [2 
ограниченности функций Й (х, 5; 1) и 5. 


8 4. Асимптотическое поведение спектральной функции. 
Случай полупрямой 


1. Пусть уравнение 
У 0. —9(2}у=0 (4.1) 


задано на полупрямой (0, со). Функцию 4(2} мы будем считать сумми- 
руемой в каждом конечном интервале. Присоединим к уравнению (4.1) 
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граничное условие в точке 2 = 0: 
и" (0) — у (0) = 0, (4.2) 


где й + со — действительное число. Случай й = > мы рассмотрим от- 


дельно в следующем параграфе. 
Обозначим через с, (х,^) решение уравнения (4.1), удовлетворяющее 


начальным условиям 
«эл (0, 1.) = 1, ©, (0,^) = А. 


Далее, обозначим через 8, (х, 5; ^) спектральную функцию задачи (4.1)— 
(4.2) и через 0, (2, 5; ^) — спектральную функцию той же задачи при 
4 (2) =0. Положим при } >0 


Х=?, (2, 5; ) = 6, (2, $; *) = вн,1 (2, 5 В), 
6% (д, 5; ^) = 61 (2,5, в), Ф (2, $ в) = 61 (2, 53) — в (2, 5; в). 
Предположим сначала, что # >0. В этом случае уравнение 
у лу=0 (4.3) 


не имеет отрицательного спектра. Повторяя выводы предыдущего пара- 
графа, мы получим асимптотическую формулу: 


би, (2, 5; №) — бил (2, $; в) = 6 (2, 5; — оо) - о(1). (4.4) 


Выделим из функции 6,1 (т,5; в) главный член. Как известно [ем. (5), 
т], 
2 ( Гр 
ие к м 
быт (2, $8) —= =) (с08 ух -- 5; 31 2) (608 %5 + —- 511 5) яя 94° = 


и и 
== 5085 085 ау + Я м у + 
0 0 
2 ем, РУ 
- \ я = =) 2. с0$ 5 ау — 
0 0 
сора С с0$ Ух -с08 У5 а 212 Г З11 У2-811 У5 
ы = а ука ФН 
2ъ[ ту (т -{ $) 2 С 
и уф = ( 008 ж2-008 уз фу (4.5) 
0 0 
+2 ( $11 у (2 -{ $) мы 7 р? С с05 у (х — $) 
ти = и а» = 


| о. 
Не, м \ о, 
0 0 
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причем 


61 (2, 5; в) = 


а |“ 


ы 
\ с0$ 2 0$ у$ У 
0 


есть спектральная функция задачи (4.1) — (4.2) при 9(2)=бий=0. 
Из (4.4) и (4.5) следует 
ТЕОРЕМА 4.1. При каждых фиксированных х и $ 


Па [6.1 (2,5;в) — 6, (ев) = в, 5; — о) == 
и->оо 


25 (= и: > 
2 9 а, (4.6) 


Равенство (4.6) имеет место равномерно в каждой конечной области. 
В частности, при х =$=0 мы получаем из равенства (4.6): 


Шт [о — в] о =). | (4.7) 


2. Рассмотрим случай < 0. В этом случае уравнение (4.3) имеет 
одно отрицательное собственное значение }, = — й?. Действительно, 
собственные функции, соответствующие отрицательным собственным значе- 
ниям, имеют интегрируемый квадрат. Для ^<_0 решения уравнения 
{4.3) имеют вид: 

о,(х, ).) = совй ИА] + В = 


А 


Поэтому, если ‹; (х, ^) 6 Г, (0, со), то 1+ —— 


— А ——- И?. 
= От г р 


Соответствующая нормированная собственная функция имеет вид | | е^х. 

Таким образом, при сравнении спектральной функции 6» (х,5;^) со 
спектральной функцией 0, (5,5;^) появится дополнительный член й?е\(х+°), 
соответствующий отрицательному собственному значению задачи (4.3) — 
(4.2). 


Следовательно, вместо формулы (4.6) мы получим формулу: 


ла [бн,1 (2, 5; №) — 61 (2, 8; в)] = 
ис 


со 
21 ^ зту(х- 5) 
= 6, (5, $; — <) =) ии уу — 
0 
2 то (`с03у(х а т (хз) й 
2" а” ЧУ 9 (4.8) 
0 


Полагая 2 =$= 0, получим из формулы (4.8): 
Про [9 (в) — в] = (= ©) — 1+. (4.9) 
ис 


Формулы (4.7) и (4.9) уточняют основную асимптотическую формулу 
работы (т). 
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$ 5. Асимптотическое поведение спектральной 
функции. Случай А = со 


1. При й = со граничное условие (4.2) принимает вид 
у (0) = 0. (5.1) 


В случае граничного условия (5.1) спектральную функцию уравнения 
(4.1) следует сравнивать со спектральной функцией задачи (4.3) — (5.1), 


т. е. с функцией 
и 


2 
ы ра — — 7 77 н ` “ 
6" (х, 5; #) = = \ $1 ул 911 у5 ДУ. 
0 
В результате мы получим асимпитотическую формулу: 


ша [9, (2, 5; 2) — 6; (2, 5; в)] = 6 (2, 5; — оо). (5.2) 


Здесь 0 (х, 5;^.) есть спектральная функция задачи (4.1) — (5.1), т. е. 


А 
| 92,599 (5,40), х>0, 


0 (2, 5; №) = ^ 
| — $ (2, ^) $ (5, ^) 4 (%), ^№<0, 


0, ТИ 


Из формулы (5.2) невозможно получить асимптотическое поведение 
функции р, (р), ибо если мы положим в этой формуле х=$=0, то все 
члены формулы обратятся в нуль. 

Чтобы получить асимптотическое поведение функции о, (и), необходимо 
провести дальнейшее исследование. 

Продолжим функцию 4(2) на отрицательную полуось четно и пусть 
функция ш(х, $;#) строится по функции 4(7) (продолженной на всю ось). 
Дифференцируя равенство (2.7’) по х, мы получим: 


ф' (2, ^) сов УХЕ = — (ев (в) + 
хЫ 
1 : 
ое де Е шее вдУе в + 2 (5, ^) 48. 
х—1 
Из определения функции (т, 5; 2) через функцию Римана следует, что 
хе 0: 


Поэтому 
ЖЕ 


(а) сов Ук 3 [ее ВА ( №95, 4. (5.3) 


х—1 


\ : 
Пусть 8. (1} имеет то же значение, что и прежде. Помножим обе части 
[4 
равенства (5.3) на $.(2) и проинтегрируем по 2. Мы получим: 


ЕЕ 


Ур) = еда — 
0 
- 


ед а ео 9 [1% 96,44. — 6.0 


х— 
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Интегрируя по частям, найдем: 


еее да = — ве 0) — ен: 


(ие а= —6 (2; 1) в, (0)— ев 1). (6) а. 


Поэтому 
й 1 С й 
$ (#-Н ЕЛ) 8. (41 — \ и (#— ве, (0 4Ё= 


52] = 
о 


0 
А ечая бе к 8%). (0 а = 
ЕЯ 2 1 ) 81 +5 —)8 4 
0 0 
х-= х—= 


2-2 66-95 96-94 


Ен ($, №) Е. ($ — 2) 4 ф (5, 1): (8—2) 43| = 


Е 


Таким образом, из формулы (5.4) следует: 


х- = х-= 


ЮУ = | и -э) + (96.0%, 5) 4, (5.5) 
где 75 — 
де) = (92804. 
[х—3| 


Заменяя в формуле (5.5) в. (1) на в. (&, а), получим: 


су (, ^) [5 (Ух-а) - $. (ИУХ—а)] = 
х-= хе 
= 96, ева) 8 +5 ($) (2,534) 48. (5.6) 


х—= х—= 


Пользуясь формулами (5.5) и (5.6), докажем две важные леммы. 
ЛЕММА 5.1. Обозначим через х, и % произвольные положительные 
числа. Существует константа С =С(х.,&) такая, что если 9<х<х, 


0325, 0<2<4, то 


\ |4" (2, Х) $’ (5, ^) [08 ИП #40 (2) < С. 
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Доказательство. Пользуясь равенством Парсеваля, получим из 
равенства (5.5): 
со х+= 


ео = 4 } [86 — 2) + (2, 545. 


—< х—е 


В дальнейшем доказательство проводится так же, как и в случае 
леммы 3.1 работы (з). 

ЛЕММА 5.2. Обозначим через т, произвольное положительное число. 
Существует константа С = С (7) такая, что если 9% х< т, то 


а--1 


[фе ва (в) < Саэ. 


а 


Доказательство. Применяя к равенству (5.6) равенство Парсе- 
валя, получим: 


№. (ИУХ+ 9 + $. (ИХ ФР (а, 40) = 
= \ [— 5. ($ — ж; а) + у.(х, 5; а) 43. 


Правая часть последнего равенства есть О(а?). Доказательство за- 
канчивается так же, как и в случае леммы 3.2 работы ($3). 

2. Пусть }(5) 6 Г, (0, со). Обозначим {через Р (}.) преобразование Фурье 
функции ](5). На основании равенства Парсеваля, из (5.6) следует: 


со 


200) №. (ИХ а) + (УХ а)" (2, 40) = 
Е: х+= р хе 
=== \ 7 ($) г. ($ — х, а) 4$ + \ 1 ($): (х, $; а) 4$. 


В силу произвольности функции ](5), из последнего равенства выво- 
Дим: 


\ 9936,2) 9. (ИХ а) + (УХ в 4 0)= 
Гаев, 50) [2— $| <е 
0 ‚заре. 


Пусть $>7. Дифференцируя по $, получим: 


ими, ЮУ 240) = 


—с© 


6+ а) — К (т, $) в ($ — т;а)-+ \ Г (т, $;1) 8. (В, а) 4, $ — <, 
0, 5—1 е, 
(5.7) 
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где 
ди д? 
К (х, 5) = = =” 
ее д% [=5—х” : (=, = дхд5 ° 
Формуле (5.7) можно придать вид: 
со 
026; (х, $; 
неа [Ад] 
—с< 


= 


| — 8" ($ —х;а) —К (1,5) 8. $ —х, а) + \ а 9 — 
| 
| 


$2 


Ее (1, а) соз Ими 79 бя» | аа: 


0 
| 98 [ее(,адоов Ули] ею |, $5—>а 
0 


(5.8) 
Если 4 (2) =0, то 
Е о 
Ух 
отрицательный спектр отсутствует и формула (5.8) принимает вид: 
= \ ф: (№ — а) 0$ 2 608 5 р? ав = в а 
оз 0} $ 6. 
_ Вычитая из равенства (5.8) равенство (5.9), получим: 
5. — 2) 4. Ф (зв) = 
| — А (5, $)8 ($ — т, а) + \ Г. (1, $; 8) 8. (Е, а) @ — 
$—х 
9 = 
-] —2 \ [= (Е, а) соз Уха [7 |, $5—2<ь, 
р у (5.10) 
| —2 \ =. <, а) соз Уна Роб, $5 —жье, 
—©оо , 


где 

и 

\ 62 с08 [5 603 5 а. 
0 


Ф (2, $; в) = 


92 0, (х, $; и) 2 
д5 д5 п 


Далее, в силу формулы обращения Фурье, имеем: 


со 


виз — взад = фо) + (в — 4] 0058 5—2) 4 = 


0 


1 


к 


со 


\ фе (м — а) созё (5 — 2) ав. 


—с© 


4 Известия АН СССР, серия математическая, т. 19, № 1 
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Поэтому из равенства (5.10) следует: 


\ 5. (= — а) 4, ©* (1,5) = 


Г, (х, $; 8) в. (В а) 4—2 | в. (Е, а) соз У +1! | РЯ д? ва ^) 
о 5—2<ье, 


: 90 (2,5; 2) (5.14 


= \ [= (, асов ИХ] 4 ей $52, 
0 
где 
ув (а ] 
$ —х 


9*(&, 3: в) =Ф(; 8 В + К(х, 


Дальнейшее преобразование формулы (5.11) проводится так же, как 
ив $ 3. Положим 


1 
© (1,5; р) = \ Г. (5, $; 8) с0$ Е Е, 
— 


—х 


1 
В, 3: в)= \ й (5, $; #) с03 рё 4Е, 
0 
причем 


й(, в = с0$ Уха, [ею]. 


Формулу (5.11) можно привести к виду 


3. — 2) 4,9" (зн) =0 (0<:<1), (5.12) 
где 
1( 2( 
Фе, зв) — (аа, + 28 (2,553) 4», $ —1< в, 
Ф" (1, 5; в) = $ я 
| 
* а №2 
Ф (ви ззв)  тВ(2, 535) 6, 5—1 :. 
0 


Из равенства (5.12) следует, что преобразование Бохнера— Стильтьеса: 
функции Ф” (7,5; р) в интервале (—1,41) 4-эквивалентно нулю. Поэтому 
из теоремы 1.3.1 работы (2?) следует, что 


Ф”" (т, 5; в) = О (р?). (5.13} 
Из оценки (5.33) легко получить оценку 


Ф(т, 5; р) =О (7). 
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В частности, при х=$=0 имеем: 


2 
1 (№) — 553 =О (р). (5.14) 


Асимптотическая формула для функции 61 (№) в случае Й = со изуча- 
лась нами в работе ('). По существу там приведена формула (5.14). 
Однако вывод этой формулы в работе (*) содержит ошибку. 


$ 6. Суммирование по Риссу спектральной функции 


Результаты, полученные в $ 3, позволяют изучить асимптотическое по- 
ведение средних по Риссу спектральной функции. Мы рассмотрим случай 
всей прямой. Случай полупрямой, а также случай конечного интервала 
изучаются аналогично. 

В силу равенства (3.5), преобразование Бохнера — Стильтьеса функции 
Ф"(х, 5; №), определенной по равенству (3.4), в интервале (—1,1) 2-экви- 
валентно нулю. 

Поэтому из теоремы 1.4.2 работы (?) следуют оценки: 


| де - С, если << 1, 
1—3). 49" (о, $) — (6.1) 
"тб ( и 74 ©, если‘ 1 1, 


причем константа С зависит от области изменения точки (х, $). 
Пользуясь оценкой (6.1), нетрудно получить асимпитотическое поведе- 
ние при > со интеграла 
м 
У У 
1—5)’ 4,9, (2,5; 5). 
аа 


В самом деле, в силу формулы (3.4), имеем: 


: 
тот ( ый т го т) 4.6 (0,5) — 


0 


1 С 2 1 1 р. о х Я 
У дм ео 
ГОО 5 @-=) Е — «(х, 8; >) а» + 
б 


в 

2 1 \2 \^ , ее и р 

Е || “) В (2, $; у) ау = ВЯ Й 
0 


В силу известной формулы [см. (6), стр. 234], 


т (м) 
1 С У? \^ Е 2” 2 А+ (6 2) 
т о Иа 
и, 


Поэтому 


в 
1 1 у? \^ Ра а = 
Е го Е т) с05у (5 — $) 4 
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_оидфдодо_—————— 


А 


и 
ре у) ау = 
= гознуя (-а} ©8596 
0 


и Хх 
ГО (г: #42 
= яга) \ (т, 1, 5) № “) сов У ”] 
|х—$ | 
с 11 (4) 
а Ц ша. 
И (ш)^ т» 


| 11| 
Е | —- | я а 
и ав НЯ оные, 
Зы". ее у 
а 2, т=шш(а,), а м 
РА | : 
ыы и [че +\ ь Саи 
1 =>, и 
[ы 


24. 1 Тот (4) 
Я а 
5 Ух „\ ая пи 
и (и) * 
«к Г 1 
+ ь ыы : о 
^^ ба, — оо) ( 2@-+ 04) —@ = 
$. Ч ЖЕ 
° (ый . (2) * 
^+= со в 1 (7) 
к = (2,5; — 55) \ = Фо (1). (6.5) 
ны а 


Из формул (6.2), (6.3), (6.4) и (6.5) следует: 


| 1 Е [4 (2 — $)] 
1 № \^ 1 ом № 
О МЫ РИ. бе а ВА 
[тот \(1 =) т: . 
° (2—8) 
у 


=тао $; — ©°). (6.6) 


Нетрудно также оценить остаток в формуле (6.6). 


$ 7. Разложение по собственным функциям 


1. Формула (2.18) и теорема 1.1 позволяют дать более простой и бо- 
лее полный вывод теоремы о равной сходимости разложения в обоб- 
щенный интеграл Фурье и разложения в обычный ‘интеграл Фурье. 


ии 
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Рассмотрим случай гсей прямой. Случай пол упрямой и случай конеч- 
ного интервала изучаются аналогично. 


Займемся сначала преобразованием правой части формулы (2.18). Ме- 
няя порядок интегрирования, получим: 


лы \ то (р, 1: 5) в (6, а) @ | @ = 


х—= х—$| 


= 


Е х- Е 
= \=. (:,а) \ и (х, Е; $)] ($) 45 ] 4. 
Положим 
х- Е 
ви \ (т, 1; $) } ($) 4$, 


х— 
1 

& (т, &) = \ Й (2, 1) соз в аЕ. 
0 


Из равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье следует: 


со = 


$} 3. (в — ада в) 4ь = 2 ве, а) и (0 = 
= =, (5) | ар (1,1, 5) 2. (6, а) а |5. (7.1) 
хе 3] 


Далее, имеем (в результате перемены порядка интегрировавия): 


[( (Е, а) соз Ул 4 4 6 (2, 5;^) 1 (5) &= 


= ( (11 а) Е(х, 2) %, 


где 
0 со 
(2,1) = \ сов Иа \ 6 (2,5; №) 1 (5) 45. 
Положим 


8 (2, в) = (=, 1) со 4 4. 


Из равенства Парсеваля следует: 


г 9+ (# — а) В (в, в) = (2, 0 в= (6, 4)4. (7.2) 


— со 0 


- 
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Из (2.18), (7.1) и (7.2) выводим: 
( (в — а) 4,В" (в) =0 (0<:<1), (7.3) 


—08 


где 
и. 


В* (т, в) = В (т, в) — = (= (2,3) +— \ В (2, у) 4». (1.4) 


9 
ЛЕММА 7.1. При каждых фиксированных т и » 
Виа [А* (и, в) — А" (2, в] =0. (7.5) 
>25 


При фиксированном у равенство (1.5) имеет место равномерно в ка- 
ждом конечном интервале изменения т. 

Доказательство. Достаточно доказать равенство, аналогичное 
равенству (7.5), для каждого слагаемого правой части равенства (7.4) 
в отдельности. Мы имеем: 


В (т, в) = 5; (т, в) — 5; (в, в). 


На основании неравенства Коши — Буняковского и равенства Парсеваля, 


находим: 
ь |.51 (2; р - >) — 5; (5; р) | = 
фу 


=| {Е Фэб, 8) 90 + [Е 0, 8) + дз (е, 2) 10 + 


В + (2, 2)Р(0а5(0} |< 
<} РОЖО+2Е РО + 204}. 
т 


- {9 (х, т; в + у) —6(х, т, в} 


* 
и аналогично для 9, (5, и). Далее, имеем: 


=о(1), 


ВУ р + 
®(х, }41— \а«(т, = . = 
| ) (=, а („0 @|= | «(г 04| =о(1) 


и аналогично для интеграла с В(х, у). Таким образом, лемма полностью 
доказана. Из доказанной леммы и теоремы 1.1 непосредственно следует 
ЛЕММА 7.2. При каждом фиксированном т 


Иша А*(, в) 0. (7.6) 


Равенство (7.6) имеет место равномерно в каждом конечном интер- 
вале изменения х. 
2. Чтобы доказать теорему о равной сходимости, остается исследовать 


поведение функций 
и 


(а бь У) 4, вс, у) % 
0 


при в-> с. 
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ЛЕММА 7.3. Пусть коэффициент 4(5) суммируем в каждом конеч- 
ном интервале. При каждом фиксированном т 
в 


шт \ (т, у) 4» =0. (7.7) 


[> 
0 


Равенство (7.7) имеет место равномерно в каждом конечном интервале. 
Доказательство. Мы имеем: 


ы 1 
(о, 94 = № (>, тм 4. 
0 | 0 


„Далее, из оценки [см. (3)] | (т, &; 5) | <С следует: 


хи х+ 
№(г,0 < | 12, 63)1 76143 < С { 116) < 
х— х— 
<с( \ ира" (< сё. (7.8) | 


“Обозначим через д произвольное положительное число и положим 


1 * ы: * 1 * 
ре (=, о @ = (о, р @ + (о, И 
0 0 


с. 


В силу оценки (7.8), 


Поэтому, каково бы ни было число ©>0, можно подобрать число 1 
<толь малым, что для всех р будет выполняться неравенство 
Г|<- 1.9 
17] <. (7.9) 
Выбрав 7, возьмем эатем число в, настолько большим, чтобы для 
всех „>в, выполнялось неравенство * 


> (7.10). 


что возможно на основании леммы Римана. Из оценок (7.9) и (7.10) и 
произвольности числа © следует равенство (7.7). 
ЛЕММА 7.4. При каждом фиксированном х 


Пт 


р—>со 


и 
(все, И — 63. (7.11) 
Равенство (1.11) имеет место равномерно в каждом конечном интер- 


вале. 
Доказательство. Функция #(х, 2) по { аналитична (в частности 


дифференцируема). Поэтому из известной теоремы теории рядов Фурье 


* Из доказательства леммы Римана следуст, что оценка (7.10) имеет место равно- 
мерно в каждом конечном интервале. 
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_ иж —,——————А-А,`,`)Ц`Ц`Ц]- 


следует, что 
и 1 


И все, у)4» = Нш-# Ц (о, ее = 


и П р Пр 
= (т, 0) = — 5 (5; — ©°), 


что ‘и требовалось доказать *. 

Из лемм 7.2, 7.3 и 7.4 следует 

ТЕОРЕМА 7.1. Пусть коэффициент 4 (2) есть суммируемая функция 
в каждом конечном интервале и }(х) Е [1 (— со, с®). Равномерно в ка- 
ждом конечном интервале имеет место равенство 


Иша [ | 1 (8) ва (1, 5; в) 45 —— т т аз] = 
= ув», $; — 05) @$5, 


т. е. разность между разложением в обобщенный интеграл Фурье и 
разложением в обычный интеграл Фурье стремится к нулю равномерно 
в каждом конечном интервале. 


$ 8. Суммирование по Риссу разложения по собственным функциям 


Результаты предыдущего параграфа позволяют также изучить более 
просто и более полно, чем это сделано в работе (3), суммирование по 
Риссу разложения в обобщенный интеграл Фурье. 

Из теоремы 1.4.2 работы (2) следует, что 


не (0<^<1), 


Л С у? \^ ы 
[та (1—-=) «в, > 


где константа С зависит от интервала изменения 5 и от в не зависит. 
Поэтому, чтобы оценить 


1 С \2 \^ 
го: О \ т) а, В (х, у), 


мы должны оценить интегралы 


а гаи -*) о (ж, у) ау, 


и 


ги = | (-——) ве, у) 4. 


* 
То, что равенство (7.11) имеет место равномерно в каждом конечном интер 


вале, следует из ограниченности функции "7 ок Г 1. 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 


Начнем с первого интеграла. Мы имеем 


Ш 

— 4 1 у2 \^ 
ое Е ея 
р ыы (42) 
ь ис, пены г 4. 

‹ (Ш) 


Предположим, что выполняется оценка (2.5). Тогда 


х- 


у 
а — 
|1 (2, 9 | < С \ 17 (5)14< 62. 
—{ 
Поэтому й 
и и 
1113 — \ 2 < 
Бе р 
С С С ай С @ 
и рае (8.1) 
о АР Я: ^ 
ы р и [р 
Далее, имеем: 


К (2, =К(х, 0) +0( =— 
Поэтому 


| НА 
г, о 


(8.2) 
Из (8.1) и (8.2) следует 
ТЕОРЕМА 8.1. Пусть коэффициент 4 (2) есть суммируемая функция 


в каждом конечном интервале и пусть выполняется условие (2.5). Пусть 
1 (<) Е» (— оо, со). Тогда 


ЕП (@— е] А.В) = тоеы 58 <) +0(=)) @3) 
где с = шш {?, «+ 


} Равенство (8.3) имеет место равномерно в 
каждом конечном интервале 


Поступило 
30.Х.1953, 
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УСЛОВИЯ СЕПАРАБЕЛЬНОСТИ ПРОСТРАНСТВ ОРЛИЧА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе найдены необходимые и достаточные условия сепарабель- 
ности пространств Орлича. В частности, показано, что пространства Ор- 
лича всегда несепарабельны, если они онределены при помощи функций, 
растущих быстрее любой степенной. 


8$ 1 
1. Вещественную непрерывную выпуклую функцию М (и) веществен- 
ного переменного и Е (— со, со) называют [см. (*) — (3)] №’-функцией, если 
выполняются условия: 
1°. М (0) =0, М (—и) =М(и)>0 при и +0; 
27. шо — оо; 


’ 
и—>эо 


АИС, В ив 
2—0 и 


Каждая М№’-функция однозначно представима в виде 
[м] 
М (п) = | р(0%, (1) 
0 
где р(!) — неубывающая непрерывная справа функция, удовлетворяющая 
‘условиям: 
а) р(-+0) =0, р(>0 при #>0, 
6) р) >< при 1-—>0. 
Пусть 4 (5) — функция, определенная равенством 


ЗЕ ЗЫ в. 
4 (5) — 


ЗВ случае, когда р (1) — непрерывная монотонно возрастающая функция, то 
9 (5) = р ® (5), а[Р@)] =Ь 
где через р(-® (5) обозначена функция, обратная к р (4). 
Легко видеть, что функция 49(5) удовлетворяет условиям а) и б) и что 
функция т 
№(2) = 965) 4 


0 
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есть также М’-функция. Эту М№-функцию называют дополнительной; 
к М(ы). 

Справедливо так называемое неравенство Юнга [см., например, (2)] 


ио < М (и) + (о), 
которое переходит в точное равенство, когда 


= р(|и|) з12т и. 


2. Говорят, что №М’-функция М (и) удовлетворяет Д›-условию при боль- 
ших и, если существует такая постоянная # >> 0, что 


М (2и) < ЕМ (и) (и>1. (2} 


Если М (и) удовлетворяет Д,»-условию, начиная с единицы, то легко убе- 
диться, что она удовлетворяет А,-условию, начиная с любого и, (может 
быть, с другой постоянной А). 

Будем также говорить, что функция М (и) удовлетворяет Д»-условию» 
при малых и, если можно указать такое А>0, что неравенство (2) вы- 
полняется при и < 1. 

Если функция М (и) удовлетворяет А.-условию при больших и при 
малых и, то будем говорить, что она удовлетворяет Д,-условию всюду. 

Отметим, что требование выполнения Д,-условия является существен- 
ным ограничением, так как функция М (и), удовлетворяющая А›-условию- 
при больших и, растет медленнее некоторой степенной функции [см. (3)]: 


М (и) <ЕМ (1) и (и>1). 


Если функция М (и) удовлетворяет А,-условию при малых и, то вы- 
полняется неравенство 
М (1) 


М (и) >. ты [и [2 (и<1). 


Действительно, если 2"! © Г <?2', то, в силу (2), , 


М (< М (ти) < КМ (и) < ьм и < И. 
и з 


3. Примерами М№’-функций могут служить функции: 


[и 


М, (и) = 


(р>1, М» (и) = и щ(и|-+1) (рР>1), 
Мз (и) = ем! --|и|—1, Ма (и) =е“—1. 


Функциями, дополнительными к М, (и) и Мз (и), соответственно, будут 
__ [м9 4 1 
мег (5+т=1), М = ава + в) — в. 


Для функций №, (и) и М, (и) явное выражение найти не удается. Можно 
доказать, что функции М, (и) и М, (и) удовлетворяют Д,-условию всюду, 
функции М» (и), № (и), №, (и), №. (и) удовлетворяют Д,-условию при боль- 


ших и, а функции М; (и), М, (и) А»-условию при больших и не удовле- 
творяют. 
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4. Пусть С — замкнутое множество конечной или бесконечной меры 
конечномерного эвклидова пространства. Через Гм (С) обозначим класс 
измеримых на С вещественных функций и (5), удовлетворяющих условию 


м [# (2) 45 < оо. 
[е 


Класс Гм называют классом Орлича [см. (1), (5), (?)]. 
Рассмотрим совокупность всех вещественных функций и (2), измери- 
`мых на С, для которых 


\ (2) > (2) 42 < со 


[е 


при любой функции %(5) Е Ём. Эта совокупность обращается в линейное 
нормированное полное пространство Ём [для случая шез С < сю см. (2), (?)], 
«если определить норму функции и (52) 6 Гы равенством 


[и (2)|= зар  (и()(2) 4. 
Тм ах <18 
а 


ЗЧПри этом функции, отличные друг от друга на множестве меры нуль, 
считаются неразличимыми. Пространство Ём называют пространством 
Орлича. В силу неравенства Юнга справедливо включение Гм < Гм. 

Пространства Орлича, как оказывается [см. (3), (*)], играют суще- 
‹ственную роль при исследовании интегральных уравнений с существенно 
нестененными (например, экспоненциальными) нелинейностями. Исследо- 
вание таких уравнений было бы значительно проще, если бы удалось 
построить в этих пространствах базис или, по крайней мере, доказать, 
что эти пространства сепарабельны. В настоящей работе устанавливаются 
необходимые и достаточные условия сепарабельности пространств Орлича. 

5. Ниже мы будем рассматривать пространства Орлича функций, за- 
данных либо на конечном отрезке, либо на всей бесконечной прямой 
(— >о, со). При этом общность рассмотрений не теряется. Это следует из 
‘того, что пространство [м (С) линейно-изометрично пространству 


* тез С тез С 
См [(- 2 ‚ 2 )) ‚ 
т, е. между элементами пространств 


т [(— тез С тез <) ы Ти (С) 


2 2 


‘существует линейное взаимно однозначное соответствие, при котором нормы 
сохраняются. 

Ради простоты изложения мы покажем это здесь для случая, когда 
С — ограниченное множество, лежащее в плоскости с декартовой системой 
координат (&,, &»). 

Заключим множество С в некоторый квадрат В, (|, | <5, [|< 5). 
Рассмотрим последовательность разбиений 7 квадрата В. на 4" квадра- 
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тов ВА (К =1,2,...,4”) прямыми 
ити т / (5 Е Е ЗУЛААИЕ Уд 


При переходе от разбиения Т„ к разбиению Т„+1, очевидно, каждый 
квадрат разбиения 7`„ разбивается на четыре равных квадрата разбиения Ги+ 1. 


Построим отображение совокупности квадратов всех разбиений р 
[ тез С о! 
ты >. 


Ре о 58 
при котором длина отрезка Ге — образа квадрата В* — равна шез(С [Г] В»). 
Пусть квадрату В, соответствует весь отрезок /.. Пусть некоторому ква- 
драту В* разбиения Т„ соответствует отрезок [а, 8] < /.. Перенумеруем 
четыре квадрата разбиения Т„\1, из которых состоит В, так, как см 
руются квадранты в аналитической геометрии, и обозначим их через В", 
ВИ, ВИТ, ВУ. Отрезок [а, В] разобъем точками 11, 12, 1з, гдеа «1, < а 
<1з <В, на четыре части так, что 


-, — в = шез (С П В'), 1—1, = шез (@ п аи 
з — 12 = шез (С [| ВИТ), В — 13 = шез (С п ВИ). 


на совокупность некоторых отрезков — частей отрезка /, = 


Квадратам ВТ, ВИ, ВИТ и ВУ отнесем, соответственно, отрезки [а, 1!]» 
[Фа 12], [12, 13] и [1з, В]. 

Всякому множеству РС С отнесем множество Ос [,, состоящее из 
точек, определяемых системами стягивающихся отрезков, которые соответ- 
ствуют системам квадратов (разбиений Т„), стягивающихся к точкам 
множества Р. При этом отображении мера множеств сохраняется (это ста- 
новится ясным, если заметить, что образ совокупности сторон квадратов 
всех разбиений Т„ имеет меру нуль). Если через С, обозначить множество 
точек хе С, любая окрестность которых содержит часть множества С по- 
ложительной меры и которые не лежат на сторонах квадратов разбие- 
ний Т„, то 

тез С, = шез С, 
и построенное выше отображение х множества С на отрезок Г, будет вза-. 
имно однозначным на (С,. Образ множества С, будем обозначать через О... 

Так как функции, принадлежащие пространству Орлича, определяются 
с точностью до множества меры нуль, то можно считать, что все они 
равны нулю на С} С,. Поставим в соответствие каждой функции: 
$ (2) Е Гм (@) функцию Ф (1) (Е6 Г.), определяемую равенством 


а ых при Ё=х(7) 6 О0,, 
при 260,. 
Это соответствие, очевидно, линейно. Так как при отображении х мера. 


* 
множеств сохраняется, то функции из Гм (С) переходят с сохранением 
нормы в функции из пространства См [(— Е и] я 


РЖ 9 
82 


1. В этом параграфе будем рассматривать пространство См функций, 
заданных на отрезке [0,1]. 


Если функция М (и) удовлетворяет Д,-условию при больших и, то 
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* 


Ём =Ём и сходимость по норме в [м последовательности и» (х)} к и (5). 
эквивалентна [см. (7)] сходимости в среднем с функцией М (и): 


1 
а м [и (2) — и (2)] 42 —0. 


Так как сепарабельность Гм в смысле сходимости в среднем с функцией: 
М (и) очевидна, то пространство Гм сепарабельно, если М (и) удовлетво- 
ряет ДА,›-условию при больших и. 

2. ТЕОРЕМА 1. Если функция М (и) не удовлетворяет А,-условию при. 
больших и, то пространство Орлича Гм несепа рабельно. 

Для доказательства этой теоремы будет сконструировано континуаль- 
ное множество функций $. (2) (0 < «< 1), принадлежащих пространству См, 
таких, что при а = В 

|= (2) — в (2) |2. (3) 
Эта конструкция использует некоторые идеи статьи (3). 


Так как функция М (и) не удовлетворяет Д»-условию, то найдется та- 
кая последовательность положительных чисел 


ии <. Ш... > 0, 


что 


Ибо) О...) 


Построим на [0,1] последовательность непересекающихся отрезков ди, 
расположенных в порядке возрастания номеров слева направо, длины ко- 
торых определяются равенством 


Такое построение возможно, так как 


№ тез 5, < 1. 


п=1 
со 
Пусть, кроме того, единица есть предельная точка для и, я 
И— 
Определим на [0,1] функцию и (5х): 
200 ори 20, +» (п=а,...), 
и (1) = | 


Е ео 
при ен о,. 
п=1 


* Л ; 
Функция и (7) принадлежит Гм, так как 5-й (2) Е Гм: 


м [442 = у Ман) а= = бы) У =< 
0 п-1 бт 1 


Пусть для всех 0«<а<\1 фувкции 9.(2) определены равенством 
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и(х-+1—@) пр 0<1<», 


=) | и(х—@) при «<<. 


Все функции принадлежат Ём. 
Рассмотрим две функции 9. (2) и $в(2), где «< В. 
Функция $, (2) на отрезке [0, «] ограничена по построению. Пусть 


| 2в (2) | = 98 (2) < А (0<х<*«). 
’Тогда можно указать такое положительное число < @, что 


|9 (2)-х, (2) |<, (4) 


‘где х, (2) — характеристическая функция отрезка [&—1,«]. Действи- 
‘тельно, так как норма характеристической функции любого множества 
„Р равна 


1 
„Мо 
шез Р. № (=) Ь 


то 
|| 9в (2) хи (2) | < Ах (2) | = Ая МС © 


При этом, в силу свойства 3°/Л'-функции М (и), 


Е т не й 
По | аз(г)жь (2) | <А т УС (== АБш-уеу = 0. 

Оценим снизу норму функции Фа» (2) х, (2). Очевидно, эта норма равна 
норме функции и (5) х‚ (1), где х, (2) — характеристическая функция отрезка 
И Я. 1] . 

Введем в рассмотрение множества 


Е = [1— 3,1] 0 (08). 


Характеристические функции этих множеств будем обозначать через 
(т) (п=1,2,...). На каждом из множеств Р, функция и(л) ограни- 
чена, так что функции 2, (5) = р[и(т) х,(2)] (п=1,2,...)тоже огра- 
ничены и, тем более, принадлежат классу Гм. Так как для произведения 
41 (т) о» (т) при 6 К» неравенство Юнга переходит в равенство, то 

1 1 
\ и (п) о») 9 = \ М [и (х)] ах-- м [2» (2)] ах. (5) 

0 


0 Ри 


Покажем, что 
й 


Та \ М [9 (2)]47>1. (6) 
пс 0 ь 
Действительно, если бы при всех п=1,2,... было справедливо не- 


равенство 


1 
\ М [9 (5х) 4ах< 1 
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то функция и(т) х„(2) принадлежала бы Гм, так как 
1 
\ М[ы (=) *, (%)]4а1 < Бир [\ М [в (2) ат \ М [е, (<)] ат | = 
о п—=1,2,... Ра Еп 
1 


1 
= р, и (2) 5 (2) ат < ‚ р т (1) х (1) ах = [и || <с, 
{мгосхлах<и 
0 


что является противоречием, ибо 


М [а (т) хи ()] аз = М [и (2)] аз — "м [и (2) ах = 


0 0 


У М(2и„)-М(4) А 

=: а =. 
а М(и„). . 

В силу (6), найдется такое ”,, что 


1 
№1, (2) Чар. 
0 


Тогда из неравенства Иенсена [см. (5), (7)] вытекает, что 


о, (2) 
м 4=< 1. 
о 


Таким образом, для |и(7)х, (2) || справедлива оценка: 
1 1 
[и (2) (=) || = ‚ 8 \ и (2) (2) (1) 42> \ и (2) хи (2) ри, (#). й® — 
у е 
{ М [9(х)] ах<! . С 
0 


=+(\ М [в (2)] 42 мые} 1. (7) 


т 0 
Перейдем к доказательству (3). В силу (4) и (7), 


|| Фа (2) — в (2) | >> |9 (2) жи (2) | — || Фв (2) ж (2) || = 
= [1 (2) 5 (2) | — [ев (в)ж (2) |>4-5 =. 
Теорема доказана. 


$3 


В этом параграфе мы будем рассматривать пространство [м функций, 
ваданных на (— сю, оо). 

1. Пространство Гм {[0,1]} можно рассматривать как подпространство 
пространства Гм [(— со, ©5)], если каждую функцию и(х) из 
Гм {0,1]} отождествлять с функцией и(5) из [м [(— ©, ©5]], 
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равной и(2) на [0,1] и равной нулю при дЕ [0, 1]. Поэтому из 
теоремы 1 вытекает, что и пространство Ём [(— оо, ©9)] несепарабельно в 
случае, когда М№-функция М (и) не удовлетворяет Д.-условию при боль- 
ших и. 

Таким образом, остается исследовать только тот случай, когда М (и) 
удовлетворяет А,-условию при больших и. 

Пусть №'-функция М (и) удовлетворяет А»-условию всюду. Тогда про- 
странство Орлича [м —=1,м [(— со, со)] сепарабельно. 

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству сепара- 
бельности Гм {[0,1]} в случае, когда М№-функция М (и) удовлетворяет 
Д›-условию при больших и. 

2. ТЕОРЕМА 2. Пусть М№'-функиия М (и) не удовлетворяет А»-усло- 
вию при малых и. Тогда пространство Гм = Гм [(—о0, с)] несепара- 
бельно. 

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, сконструи- 
руем семейство функций 9х (2) 6 [м (0 <«< 1) таких, что 


Фа (т) — 9в (2) |221 (&= В). (8) 


Так как М (и) не удовлетворяет А,-условию при малых и, то найдется 
такая последовательность 


ити >.. РН ..—> 0, 
что 


М (21а) > 25 Мао ЕО .). 
Построим последовательность таких непересекающихся отрезков 1% = 


— [@», 6] (п=4;2,,..), чтоаг== 0, 


12...) (9) 


@п--1 — би = а (10) 


Определим на (— с°, со) функции ®,(2) (0 << 1) равенством: 


Г ди, при 2 Е Г, = [а» + поди, 6, + паи], 

Ф. (т) = > #00 

ь | при Х6\|/ 1%. 
= 


В силу (10), 

1 С [@в, аа ] бы о (11) 

Как и при доказательстве теоремы 1, убеждаемся, что и (1) = Ф, (2) Ем, 
а следовательно, и все 9. (2) 6 Гм (0<*«< 1. | 
Рассмотрим две функции $. (2), ов (2), где х< В. Если > 

В 


& 
а п > п, отрезки [и не пересекаются ни с одним из отрезков 18 
(& =: 2...) ИК в силу (11), отрезок Г» может иметь общие 
точки только с отрезком [и. Но при п_> п, пересечение 1% [| 18 пусто, 


д 
та: ТО 
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так как правый конец 6, -Р хпд» отрезка Г лежит левее левого конца 
а» - Впд, отрезка 18, ибо, в силу (9), 


а -- Виб» — (6» -- хпб,) = п (8 — а) 8, — (6, — а) > 0. 


по Ё 
Через Р» обозначим |) 11. Характеристическую функцию множества 
: —% 
Гь будем обозначать через хх (2). Пусть 


Эк (2) = р [Фа (2) жк (2)]. 


Функции %х (2) 6 Гу, так как они ограничены и отличны от нуля толь- 
ко на ограниченном множестве. 
Имеет место неравенство 


со 


т \ № [9х (2)] 42 > 1, | (12) 


которое доказывается так же, как неравенство (6). Из (12) вытекает, что 
найдется такое А, что 


со 


(мож, (®р аз = \ Мол, (145 = 1, 


В, Со 


откуда, в силу неравенства Иенсена, 


\ М Е 4х<1. 


—© 


Переходим к доказательству неравенства (8): 


|9» (2) — (|= яр \ (9. (2) — 9] 9) 42> 


—со 
{ мо ах<! 


—со 


> (№ фе а (в) ов, (2) а2= 
р ы. 
= М [© (2)] 42+ \ М [ое (9142 | 1. 

ЕРк Ру, 


Теорема доказана. 
Поступило 
15. Х. 1953, 


5* 
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Р. Д. БАЧЕЛИС 


О РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРАХ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


(Представлено академиком С. Л Соболевым) 


В статье доказывается существование решения, разностного уравне- 
ния с постоянными коэффициентами, имеющего порядок роста в беско- 
нечности не выше многочлена от координат узлов. 


Разностным оператором мы будем называть оператор Г, переводящий 


функцию ](у.,..., У,), заданную на К-мерной сетке, в функцию 
ГУ (у1,..., У,), определяемую равенством: 
В, Вк 
(ли) = п №, (1) 
г. —=0 ту=0 


Разностным уравнением назовем уравнение вида: 


РУ (ут, ..., Ук) = $ (%,..., У»), (2) 


где ф(у,,..., у,) —заданная функция. Особый интерес представляет 
частный случай уравнения (2), когда 


0 (у-+..-+ >09), 


: (3) 
1 (+... и=0). 


фин .5 = | 


Мы будем обращаться также к однородному уравнению 
7Й (ул, 2 '9'5-9 у) =0. (4) 


В работе Альфреда Штора* дается метод нахождения частпого реше- 
ния уравнения (3), причем это решение имеет наименьший порядок роста 
в бесконечности по сравнению с другими решениями (3). Но этот метод 
применим не ко всякому оператору Г, так как Штбр накладывает на Г. 
ряд ограничений. 

В настоящей работе дан метод решения уравнения (3) для всех без- 
исключения операторов Г, причем полученное решение возрастает в бес- 
конечности не быстрее, чем некоторый многочлен от У1,..., Ух. 


* См. $60 г А., ОЪег еее Ппеаге рагИеШе П1егепзеп есвипзеп ши Копзап- 
{еп Кое ешепт, Ма. Масвг., ВегИиа, 1950, Н. 4 (стр. 208—242), Н. 5 (стр. 295— 
345), Н. 6 (стр. 330—357). 
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Введем обозначение: 


В, Ех 
т т] 
Ра, ка Же Ва (5) 
г.—=0 тк=0 
и составим формально 
р 
ах ул 
1 р. = РОВ. и... аи, (6) 
Ф(у,-.., и) = р ый, \ ое" 


Если интеграл (6) сходится, то, произведя подстановку, убедимся, что 
Ф(у:,...,Ую является решением уравнения (3): 


ТР ДЕР Е у) == 


Е 
В, В; 28 р (иуу—глил 


7-1 
еще иберорнинв 
2" 


2" 
Й т.=0 ту=0 о 
= У \ \ - аи: ...@ик = 
6 о в, Ву Боуи 
2 а 
г.=0 т;= 
к | Е ь 
ао вам о у+..-+и 50, 
с а ое 
ри \ ) е и Ик 1 (у ----- У — 0). 


Если интеграл (6) расходится, мы его «подправим». Предварительно 
докажем одну лемму. 

ЛЕММА. Пусть произвольно заданы: 1) оператор Г, которому соот- 
ветствует многочлен (5); 2) точка (11,..., жк) = (е\"...е\'); 3) целое 
положительное число 4; 4) из К переменных и,..., их выбраны Ё, 
(1<Ё </^), которые мы для простоты записи будем считать первыми 
из исходных К переменных. Вводя обозначение 


О: =и + Ди;;...; Ок =иь + Дик, 


К: : Е - 
У: Юл — м уий 
можно представить е Г" а в виде: 
к, $ к к к, 
я - х ил — КумА — В Ам 
е 7=1 =, +1 ее 9=1 5 9—1 не 
[д 
— У имя 
Рае 1=1 х Ой Ок+. мк ии з Л Ё 
—е Р(е е ве". ..е РА. А 
к 
—} имя 


а Е 9 о ... м Ст, в „тк, (Ул О у,,) Аи." ) Ань + 
о<т.- ту, <а 


9+1 


К: ит К 
+ (И > а ее (7) 
о = ! 1—1 
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где Е (Ди1,..., Аиь; У,..., Ук) — некоторый многочлен, а 


— ых 
2 
е я (ут, Ух) 


является решением уравнения (4). 
Доказательство. Представим неизвестный пока многочлен 


Е (Аил,..., Дик; Ул»... , Ук) 
в виде 


Е (Аи, К, ) Дих; У, ..., Ук,) = Уре. ея И О Дит" т Ди, 
0<т,-.. "Ета, <а ; 


где Ё т....т;, — Многочлены от у,,...,Ук, отнесенные в коэффициенты. 
Разложим 


Ре ОЕ ТЬ ея, реек) = ре, рамы РАМЫ т, ое роет °) 


по формуле Тейлора до членов порядка 4 включительно (остаточный член 
для упрощения записи не выписываем): 


Р (еб Ам,) Е е\. Ач, +, е\Чё-и . С г") РЕ 


но "ть 
У» Е ле '... Дита, (8) 
т!...-Ту! ди": д Ч ры 
о< т, ..-Етх, < 1 и ... т 
Введем обозначение: 
1 Е 
та! ее ту, ! дит» .. у „ди, № 
Г 
Ух ги 


рт к Вт, ... ТК," (9) 
ый т.=0 ть=0 


Тогда разложение (8) принимает вид: 
рее Ао о еб ЕАм,} :. ей т е\®) Ее 


т 2 
АА 


о<т,+. ти, <4 


к 
—х ии 

а произведение е7* 
порядка 4 включительно, выражается в форме 


.РЕ, в котором мы берем только члены до 


—х ил —х ил 
е1=1 РЕ = е?— 
т 
т 1 
У р > ие > 8 [2 ЕР т.—в, „ту Ди’ й Ди, Ца 
<, -+...-Ету,<а &=0 р =0 и 
К 
о Аи |. 10 
2 р | (10) 
11 
—х иАил 


-е 2—1 по формуле Тейлора 
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и подставим туда выражение (10): 


к : 
—х ил дты-*- "тк 
: (— 7) 1 ту ту 
= } м. о тт ты. 
е] у} ». ЕТ уе. Ук Аше... Аи, № 
о<т,-.. ту, <а 1 
= ууил т ту 
=. е1= бе к у. У Ви... Рт,—1;... ту, Ди! '...Аиу, 1 -- 
о«т,-: ту <а &=0 =0 


_% ууил [ ы $4 
а ее Ч 7 5 ). 


о<т,+.- тк <а 


(11) 


Следовательно, многочлен Сш.. ту (У1›...›Ук,) Должен удовлетворять 


соотношению: 
ны (Иркиня У») =- 


Аа ЧЕХ Ук 5: У Ве... Ртеа ати. = (42) 


1, =0 
— Х ция 
Так каке 7" Ст, т); Является решением (4), то получим: 
| 
( — У щий ) 
2= 
Ге Ст,..ть, (и... УВ)) = 
т. е. * 
к 
— > У Ул ( г" тк, 
И 9= т {2 ЖОРА 
о т! .. ту! о а 
_-х у} ий т, ие. 
г 
—6 Е № Зе у Ве... Рт,—в; кое ии) = 
= 1 =0 Е 
или 
к 
—2 ил уе, 
Те 5 ут , ут® = 
та! ту ! 1 к, 
[2 
ар ууил т, я 
ты = Воже 
= (‹ ео (3) 
.—=—0 1; =0 
Преобразуем, левую часть уравнения (13): 
к . 
г уучя р 
о 2—= Е т Пе 
й > т... .ть! м > 
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в ® у ® . 
В, Е —Х щий Хх ти т. ту 
о = а’. сд 
т А т!...ту | 
т,=0 тк=о 1 
уз В Вк х ги 
ИР 5 У гл \) 
т т = 
м бы =” У ще 
г.—=0 тиЕ=0 
Е 1 1 ту 
( рее +тх, т: 1 (— г!) 1 % (— у, ) 1 д (у Ук, у 
т! „ту! о 1 1% 
= И Е : дуг... ду" 
к К 
—> ций т, В: Вь 2 ий 
— 1=1 
В ее 
1=0 [9 ==0 т,—=0 тк=0 
та. -т 1 11 
=)“ И ии ты! 
та! ту, и! р! (та — Н)! 
т..! 
а К, утра С уы в, = 
(то =) 1 з 
® 
о У; ид т К 1 В, Нк 
> >. 
1..8, 1 
1=0 к —0 1 тг, =0 ту = 
т; и . ть, —Е 
СТАЕ ВОН Сы И 


и ‚т, — В 
(ий... (д 
а ое ре ЕЕ о ИИ 


(и — в)... (т — №) 


т, ТА, —2 ил ) 
= > > В и, © Е Рив; т, 
1=0 = 
7 Е 
— Туи 
о а 
\ ы5 аз [2 Сы - 
о тт 
1=0 1 =0 7.=0 ту=о 
8. сыр 
ы мн... См ь ИЕ УВ 
> х > 51! . Ку ! ду: ду, 
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В 
_ у; ил т 1 
в. р У. „>. И а 
Оз =0 8, =0 т,=0 тк=о 
8+3 
>’ 7 (— 1 )**...(— г) д : Рт, в; ты, 
‚ е 1 т 1 . >= — — 
51... 5%, ду'...дух" 
к 
—У у, и; т, ра 
е 11 1 а. мы: В... Я. с У Вь,...в :. 
1, —9 ЗК, —9 
8.--* к 
д 1 Яны: ня т, (15) 
ву.х. дук 
Через 5,,...,9» в равенстве (15) обозначены соответственно степени 
тв: ть р. ПО У... , У, Введем обозначение 
' 1 
8 8 а Ра, р 
- „++ 8х т. ту, 
.”. 8 г‘ м 9 Итщ... т): (16) 
81... ди дн, тк, 
3,=0 8х =0 с: 


Перепишем (13), пользуясь (14), (15) и (16) и сокращая обе части на 


® з 

— и“ 
а 

у У о Се № 

чи ое А ЧееоЕ Г БИК —Вее ИЕ Ве 
= о : 1 1) К: к.) 
т, тр, 
а бе (17) 


1 =0 и =0 


Обозначим через р наибольшее число, для которого все Вх... 4,» Удо- 
влетворяющие условию & --...-+&, < р, обращаются в нуль. Легко ви- 
деть, что для выполнения равенства (17) при т, + -.--- т» <4 доста- 
точно выполнения равенства 


(-—мд”»...(— уд” 


т! ... ту, 


Нп,...ту, = 


при т, +...+ < 9— р. Раскрывая выражение для Нт,... ту согласно 
{16), получаем: 


$ +3 
9‘ Е 

$. У В ++, , : та. т, № 

Ее 8 ЫЗ ПИ: 

к, =0 НЫ дук, 1 
: Дт 
ид"... д 
о т!...ту! ь (18) 


т 


Докажем, что можно подобрать многочлен от у. .Ук степени не 
выше т, |-...-- ти, - р-1 (отсюда следует, что его степень будет не 
выше 4), удовлетворяющий уравнению (18). Выпишем в этом многочлене 
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члены степени т, |... ил, - р--1 (обозначим ее для краткости через 6) 

отдельно: 
Ет,...тк, (у: ..- УЕ ‚) —= 
=» Ух, Вы... пу, Ул" о У. У: 19 
ы м -® У Ай 

п... тк, =0 т... Ч”, < 9 > и. у. 

Подставим в левую часть (18) вместо Ри... „ту, (1. ..Ук,) его выражение 

(19). Вторая сумма даст члены степени меньше и +... + тх. Член 


В... пу, в Ук из первой суммы при подстановке в (18) даст много- 
член 
ры те | п, | — ть —} 
Вн,.. ль, > Ваее а п а 00а нмабуь, А: 
в... ар р (п; — 51)! (ту. — 5%, )! 
(20) 


и члены степени ниже т, -... + ть. 

По определению числа р, среди всех комбинаций $;,...,5%,, удовле- 
творяющших условию $, -+...-- 5% = р +1, есть хотя бы одна, для 
которой Ва, ...в, +0. Рассмотрим все Ва... вр ЕО (5 +... 5 =р-+ 1). 
Выделим из них те, которые имеют наименьший первый индекс, из них, 
в свою очередь; те, которые имеют наименьший второй индекс, и т. д. 
до предпоследнего (последний определяется из условия 5% = р +1 — 
—$ —...— 5—1). Пусть выделенный элемент будет В. т 

1 
Подставим в (18) какой-либо член вида 


т, ту 3% 


Я вое ту 8х, 9 5 


Согласно (20) при этом получатся однородный многочлен степени 
т +..-- ть и низшие члены. Старшие члены по у, однородного мно- 
гочлена будут иметь степень т, по у., старшие из них по у, будут 
иметь степень т», по у» и т. д. Беря всевозможные комбинации т‚... тк, 
мы можем получить линейно независимые многочлены. Соответствующая 
их линейная комбинация даст правую часть равенства (18) и члены 
низшей степени. Совершенно аналогично можно подобрать члены 


п Пк 
Въ... пу, У... р 


степени @ —1 так, чтобы они при подстановке в (18) взаимно уничто- 
жились с имеющимися там членами степени т! +... - т», —1Т ит. д. 
Таким образом все Ри....и, определены. Зная все Рт,..т,›, Определяем 
Ст....ту Из соотношения (12). Полученные многочлены будут с точностью 

1 
до членов высшего порядка удовлетворять искомому представлению (7). 
Разлагая 

К, 
= Дир - 
р 


А: и Р(е Аи а;...; ВАМ) тЫ... №") 


по формуле Тейлора с остаточным членом и учитывая, что все 
Рт,...ту, (Уз. . Ук) имеют по совокупности у,...Ук, степень не выше 4, 
убеждаемся, что все члены высшего порядка должны войти в 

тЫ О ——н 


0 у Ди? ) о же 
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Лемма доказана 
Замечание. Из метода нахождения коэффициентов В,. ‚ту, Следует, 
что существует константа С`>0 и целая константа 1 такая, что 


НЙ 
си у 
= 


РЕ (Аи, скл гь ОНИ рат пике (21) 
8..8, 


Переходим к построению обратного оператора. Мы будем рассматри- 
вать Р(е“1*... с) в К-мерном кубе (К) (0<и,<2*).Р(е“*...е\М) 
может обращаться в 0 во всевозможных многообразиях, начиная с 0-мер- 
ных (точек) и кончая (& — 1)-мерными. 

Разложим Р(5,...хк) на неприводимые сомножители и подставим в 


разложение 1, =е“1"... ль=е": 


Р(е"... в") = Рег... Ре Лену 


Рассмотрим один из этих сомножителей, например Р,. Если в некоторой 
точке ы 
Р! ее и е“*') = 0, 
то в этой же точке 
7 
>> > Вуиу+ 
441 $ ий 1 ДЕ { 
Ре =е Е Р; (е"1*... е\") =0, 


* 
причем многочлен Р, получается следующим образом. Пусть 


В Вь 

и Тк 

Р\ = № се Ч ...ть 1... у. 
т1=0 ту=0 


Тогда через Р! мы обозначаем 


*` ря Е -—г. Ву 
Р; = о Ж от А НЕЕ. 
т1=0 тк=0 


Могут представиться два случая: 
* 
1) многочлены Р; и Р, взаимно простые. Тогда существуют много- 
члены 0(51,..., 2) и В(т,,...,Жю) такие, что 
не рей "к Ем : : : 
Ре, 6 ОЕ. еее Пе 
ее) (22) 
и многочлены (©), (21,.., 2) и В, (т ,... ‚ ть) такие, что 
и]? ит 911 ит 
Юре В. 
1 мл > : : { : : 

+ Ра (еее) НЕ еле ЕТ > нь (23} 
(равенства (22) и (23) доказываются так же, как аналогичное свойство 
многочленов от одной переменной; при этом многочлены от А перемен- 
ных рассматриваются как многочлены от одной переменной, а от осталь- 


ных Е —1 переменных образуются рациональные дроби и относятся в 
коэффициенты). В этом случае Р, может обращаться в пуль только на 
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(К — 2)-мерном многообразии или же на многообразии меньшего числа 
измерений, так как при этом 5 = 5. =0. 


2) Многочлены Р, и Р; не взаимно простые. При этом они оба не- 
приводимы (если бы Р! был приводим, то и для Р, можно было бы по- 
строить разложение на множители). Следовательно, 


Р, = сР\° 
и 


ЗЕ о а == Со", $ (24) 
Из (24) следует: 


ес=4, |6|=1. 


—= ’ 
Домножив все коэффициенты Р, на У: ‚ получим многочлен Р,, коэф- 
а 
фициенты которого бт ...т, УДовлетворяют условию 


’ 
[2 


рае кодывНиа 
ет я СЕ 
= А К Е Ао 
у Ус 


у 2 
све 28 о ВЕ $... ; Ву === “Вт: ВЕТ. (25) 


Представим Р.в виде 


7.2 
1 
оо Виа В, ы: аи ЕЕ 
и = а Е 
Р; (= ... 0 5 е е (26) 
т. =0 Ту=0 


Из (25) следует, что второй сомножитель в выражении (26) всегда 
является действительным числом. Следовательно, для обращения Р, в 


нуль требуется только одно условие, и Р, может обращаться в пуль на 
многообразиях А —1 измерения. Мы будем, пользуясь доказанной лем- 
мой, исправлять особенности интеграла (6) сначала для (А — 1)-мерных 
многообразий, затем для (Ё —2)-мерных и т. д. до точек. 

д°Р 
диз 
(0<:<р), взятые в точках (А — 1)-мерного многообразия, обращаются 


Обозначим через р ваибольшее число, для которого все 


в нуль. Если такого р ве существует, то 


ОР 9Р 


диз ди? 
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во всех точках многообразия, и оно представляет собой цилиндр с обра- 
зующей, параллельной оси и., и уравнением 


Р" (ей... ей) = 0. (27) 
Рассмотрим случай, когда р существует. В этом случае существует точка 
(и р» и), для которой 
1 Р-р 
Вр = 


(Р+ 1)! дир 
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РАВ д Е О 


Выделим из Р произведение тех его неприводимых сомножителей, кото- 
рые взаимно просты с а Такие сомножители существуют, иначе не 


могла бы существовать точка (и®)...и\). Обозначим их произведение 


через 0. Поскольку О и В;,, взаимно просты, существуют многочлены 
Я (2... 2) м... ТО -чь) така 


ОВ В;,,5=Т. 
Следовательно, при 9 =0 
[8511172 с Ри Е ыы (28) 


Обозначим через ЛМ максимум 
р у 
р ыы О 


а Разложим по формуле Тейлора 


..е“®) в каждой точке, принадлежащей (Ё — 1)-мерному 
многообразию и одновременно удовлетворяющей уравнению 0 = 0: 


т я ; : +2 
Р= В+: Ди? +1 В, , (сы +0Ам,) 4... с’) Ди, (0<0<1). (29) 
Построим для каждой из этих точек отрезок прямой 
ОЛ т. бр 


и подберем 6 для каждой точки так, чтобы интеграл (6), взятый внутри 
области {К,), образованной совокупностью отрезков, можно было при 


“ТТ из (27) и (28) 


помощи леммы сделать сходящимся. При | Аи, | < >И 


будем иметь 
[Р] > с.Т(ей...е®) Дир +1. (30) 


Положим 4 =р, №, =1 и представим числитель подинтегрального выра- 
жения (6) по лемме: 


к к 
— У ии ии — Хх ии 


е — —е 2—1 РЕ 


К . 
ем Ууиуь 


р 
+ — УХ Сы (у) Аш" + о(ДаР) ур. 
7т==0 


Положим 


© 
9 — 65 > 


тре (у, 1) : (31) 


[см. (21)], причем подберем с, так, чтобы соблюдалось условие 


о в |] 
та 


Заменим внутри области (К\) числитель подинтегрального выражения на 
к К 
— УХ ций — УХ им р 
ее а и т 
е Е. У 6» (у) Ди, 1. 
т—=0 


— 


Так как С„(у:) является решением уравнения (4), то от этой замены 
Ф (у,, ..., ук) не перестанет быть решением уравнения (3). Имеем (обозна- 
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чая проекцию (К‚) на плоскость и, =0 через (К\): 


Е к 
с с. уил — иДил У узи р 
— 7 — 
> ко У Си(у1) Аи" 
ее а и ТЕТЕ СЕ РЕЯ 
\ \ Р (её +Ач,) т. р ет ) 4(ДАи,) ди. ... Чих = 


— Химия о (ДиР+1) ур+1 
)... Це 2=1 ие м (в, 1... <: @Ик = 


з 7 
А 
дб \ у к [2 ии р о (Ди? ) Е ы 
о р ОЕ г ИВ и). 
к’ 3, Р 1 ( } 
Из (21) и (28) следует, что 

сз 

= и (33) 


Из (30), (31) и (33) следует, что интеграл (32) сходится. Легко прове- 
рить, что при стремлении у, к бесконечности интеграл (32) будет воз- 
растать не быстрее, чем уРН. 

Исключим из (К) область (К,). На границе 


Ди: = =Е 5 
и потому, как это следует из (30) и (31), 
В не), (34} 


где 7’ (5:,..., 7) — некоторый многочлен. 

Разделим Р на 0. Мы получим частное 0’, которое также может 
обращаться в 0 на многообразии К — 1 измерения. Для этого многообра- 
зия проводим совершенно аналогичное построение и поступаем так до 
тех пор, пока исходное ( — 1)-мерное многообразие не будет исчерпано. 

Рассмотрим, как изменяется Р в области, которая останется после 
выделения из (К) всех областей (К\). Составим выражение 

К ® 
х Вий 


7—1 ЭР _  у—ы д РФ} * 
ЕЙ ди (РР) 


и обозначим его для краткости через Р. Обозначим через Р частное от 


деления Р на наибольший общий делитель Р и Р. Поскольку Ри Р- 


взаимно простые, существуют многочлены (.(7, ... 2»), В. (х, ... 41) 
и 63(%, ... 2%) такие, что 
Р0,- РВ, = 5, (ей... ем). (35) 
й 
ру Вуит 


* Множитель е/—1 введен для того, чтобы Р было целым. 
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Мк о о НЕ 

Функция Р (ей... ей) является периодической и, следовательно, ее мо- 

дуль может принимать минимальное значение вдоль прямой и» = соп84... 
их = 60036 только там, где Р =0, или на границе одной из исклю- 

ченных областей (К,). В последнем случае имеем оценку (34). Если же 


Р =0, то или Р=0, или Р=0. Мы будем рассматривать поведение Р 
вне тех точек, где Р обращается в 0, и потому будем считать РО: 
Отсюда, а также из (34) и из (35) следует, что существует многочлен 
Т, (ей... е\к!), для которого в исследуемой области 


121] Ти. (36) 


Описанное построение не применимо к многообразию, определяемому 
уравнением (27). Проведем такое же построение для переменной и», 
считая при этом области (К›) исключенными. Тогда получим оценку, 
аналогичную (36). Продолжая построение по всем переменным, найдем: 


И И [> ом га, (37) 


Затем применяем лемму к многообразиям А—2 измерений. В этом 
случае берем А, =2 и пользуемся оценкой (37). Далее, получаем оценку, 
аналогичную (37): 


[2] >| Ты (ее: он ие ) |. 


Продолжая это рассуждение, исправляем интеграл (6) во всех особен- 
ностях. Из метода построения следует, что интеграл (6) возрастает не 
быстрее, чем некоторый многочлен от у:,..., ух. 


Поступило 
17.1Х.1953 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 81—96 


В. С. КОРОЛЮК 


О РАСХОЖДЕНИИ ЭМПИРИЧЕСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ДЛЯ СЛУЧАЯ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ВЫБОРОК 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Определяются функции распределения односторонних и двусторон- 
них максимальных уклонений между двумя эмпирическими кривыми 
распределения, построенных по двум независимым выборкам, причем в 
случае двусторонних уклонений —в предположении кратности чисел 
наблюдений в выборках. Кроме того, определяется функция распределе- 
ния для критерия согласия Колмогорова при конечном значении числа 


наблюдений в выборке. 


Работами А. Н. Колмогорова и Н. В. Смирнова было положено на- 
чало новой главе математической статистики, получившей название «не- 
параметрические задачи статистики», Теоремы, установленные названны- 
.ми авторами, дают, в частности, решение следующих важных задач: 

1) Имеются результаты независимых испытаний #11, 1., ..., Хи над 
случайной величиной 8, имеющей непрерывное распределение вероятно- 
стей. Требуется найти критерий согласия теоретического предположения, 
что распределение & равно Ё(5), с полученными опытными данными, 
который не зависел бы от частных предположений об аналитическом 
характере функции Г (2). 

2) Имеются две последовательности результатов независимых испы- 
таний 

т со (1) 
и 

Уз» Уз» ++.» Ут (2) 
произведенных над случайными величинами 6 и 7. Требуется найти кри- 
терий проверки того, что обе величины 6 и 7 имеют одно и то же не- 
прерывное распределение вероятностей Ё (5). 

В указанных направлениях отметим основные результаты, 
предварительно следующие обозначения. 

Пусть 5» (5) — эмпирическая функция распределения для последова- 
тельности (1), а Т» (2) — эмпирическая функция распределения для по- 


следовательности (2); обозначим 


введя 


р,„= зир 1|5.(2)—2ЕР(т)|, 
—с<< х<-+ю 


6 известия АН СССР, серия математическая, т.:19, № 1 
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реа ее же ЕВ Вера ИенееиЕя С. 


р+ = о 8» (2) = Е (=)], 


—©ю<х< 
р* (п, т) = Ри ТЫ [5» (2) — Ти (2)], 
р (п, т) Ане Рын 5» (2) — Ти (2) |. 


ТЕОРЕМА В. И. ГЛИВЕНКО. Какова бы ни была функция распре- 
деления Е (т) случайной величины $, при п—> со 


Р{),->0} =1. 
ТЕОРЕМА А. Н. КОЛМОГОРОВА. Какова бы ни была непрерывная 
функция распределения Е (т), при п-—> со 


0 при 2<0, 


У (—1)е-*^ при #>0. 


= —<о 


[ 
Р{Упр,<3}-К (2 - 
| 


ТЕОРЕМА 1 Н. В. СМИРНОВА. Какова бы ни была непрерывная 
функция распределения Е (т), имеют место соотношения: 


РУт + < 2 = 
1 С (к—Уп) (вкз У п “#1 


ау )”-гуя Х ее иИС, 


и—=т+1 е 


где г =[2Уп], 0<2<Уп, 
рут 21 <а = | 


0 при 2 <0, 

1 при 2>Уп, 
1 — е-22* при #> 0, 

ИтР р -} 

ан У» ся при 2х 0. 

ТЕОРЕМА 2 Н. В. СМИРНОВА. Если функция Е(х) непрерывна и 


т 
отношение —_ = т остается постоянным (0<*< - <), то при п-> со 


Е Ншр[И "(и п) <= К (2), 


к ео 1—е- 2” при #>0, 
2. ПюР {Уп 2*(п, т)< 2 = м ты 
при < 0. 
Сформулированные теоремы нашли широкое применение в качестве 
критериев согласия. Однако их использование в практических во- 
просах не всегда достаточно обосновано, так как все они носят харак- 


тер предельных соотношений. Возникает задача разыскания точных 
распределений: 


Ф} (2)=Р{Упр+< д, Ф„ (2) =Р{Упр,< 3, 
Флм (2) = Р{Уп0*(п, т), Фти()=Р 


т) <2}. 
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3% 

Функция Ф» (2) была найдена еще Н. В. Смирновым (!). В частном 
случае п = т задача разыскания функций Ф», (2) и Ф„м(2) была реше- 
на в совместной работе автора с Б. В. Гнеденко [см. (2)]. 

Настоящая работа посвящена определению функций ФЯ, (2) и Фит (2) 
в предположении, что т = пр, где р — целое число. Предельный пере- 
ход р-> со дает нам возможность вновь получить найденное Н. В. Смир- 


новым выражение для Ф» (2) и вычислить Ф„ (2). 


$ 1. Односторонние уклонения 


Предположим, что т = пр. 
ТЕОРЕМА 1. Если функция распределения Е(х) величины Ё непрерыв- 


на, то при 0<:<и/ ыы 


т + п 


т = [=] и—с _ же 
ны НР о 
0 при 2<0, 
ФН (= и 
пт (2) 1 пра >И я" 


где 
е= [«И * |, №М=п--т, К=Ес (тоа (р-+1)). 


Доказательство. Расположим результаты обеих серий наблюде 
ний в порядке возрастания: 


О воз 


где каждое из 2; обозначает либо 2, либо ук при некоторых ] и . 
Заметим прежде всего, что любые взаимные расположения наблюде- 
ний обеих серий равновероятны. Действительно, так как функции рас- 
пределения всех величин 2; и Ух одинаковы, то вероятность каждого 
из М! возможных расположений чисел последовательностей (1) и (2) 
равна 


| [ ... | ЧР(ам) ... а ы Е (в,) = Г. 


—© |2: 2№ —1 


Рассмотрим последовательность вспомогательных случайных зеличин 
=, &, ..., Ем. Каждая величина & может принимать только одно из 
двух значений --1 или .— р, согласно правилу: 


: - 1, если 2% = У» 
тии =. 
6 
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и. ,—_оАоАоыо—о——ы- 
Введем обозначение; 


бк... +Я. 
Очевидно, что 


тр*(п, т) = вр 5х. 
1<Е<М 


Дадим следующую иллюстрацию: частица, находящаяся в момент 
—0 в начале координат, подвержена случайным толчкам в моменты 
и =1,2, ..., М, в результате каждого из которых она может сдвигаться 
или на единицу вправо, или на р единиц влево. В плоскости (х, #) 
путь частицы при каждом толчке изобразится перемещением на едини- 
цу вправо или на р единиц влево и на единицу по оси #. 

Пусть с— целое положительное число. При данной иллюстрации 
вероятность Р{т0О*(п, т)< с} представляет собою вероятность того, 
что движущаяся указанным способом частица во все время движения 
не пересечет прямой х=с. Так как вероятность каждого пути равна 
-х (перемена местами 2; между собой или у; между собой не меняет 

м 
вида пути), то для нахождения вероятности Р{т0)*(п, т)>. с} необхо- 
димо подсчитать число путей, пересекающих прямую х=с. Разделим 
каждый такой путь на две части точкой первого пересечения с прямой 
= с. Тогда искомое число путей М определится равенством: 


м РА К—с 


м= У №08, (4) 


—=С 


где №х(с) есть число путей до первого пересечения с прямой х=с, 
если это пересечение наступило на А-м шагу, суммирование в (4) про- 
изводится по всем К, удовлетворяющим условию А==с (шо (р 1), 


[ 
и О 1 есть число шагов влево, совершенных до первого пересече- 


ния с прямой 5 = с. 
Для чисел №» (с) имеет место следуючцая рекуррентная формула: 


Кс Кг 


Мь (с) = се" — У) М, (О СР бе (шой (р+1)}}. (5) 
(т) 


Действительно, число всех возможных путей, пересекающих прямую 
К—с 

ее р 
т=с в момент К, равно СР". Из этого числа нужно вычесть те пути, 
которые ранее пересекали прямую х=с. Легко понять, что каждый 
такой путь будет учтен одним и только одним слагаемым суммы (5). 


Преобразуем выражение для №, (с), заметив предварительно, что 


Ре: В а 
С Е 2м, а (6) 
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Действительно, слева стоит число путей в точку (с+ р, К —1), которая, 
как легко видеть, расположена с началом координат по разные сторо- 
ны от прямой х = с. Правая же часть определяет число путей, приво- 
дящих в эту же точку (ср, К —1) и пересекающих прямую х=с, 


—с 
а значит, также равное ое Теперь имеем: 
Са ЕСИ ИИ ЖИ 
№ (с) = СР — ММ, (с) СР = СЕН — (р+ 1 О ее 
(г) (т) 
Использовав (6), находим: 
ЕО 
№ к (с) =-- а (7) 


Подставляя выражение для № (с) в равенство (4) и учитывая, что 


М 
в 


м 


Р{тр\(п, т)> с} = 


получим формулу (3). 
Примечание. В общем случае имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 2. Если функция распределения Е(х) величины Ё непре- 


пт 
рывна, то при 9% < м 


5] л.с, 


+. О О п)< а) и 


ты 
и 
0 при 2<0, 
Ф+ 2) == > 
пт 1 при ее. 
где 
Л 0 >. 0 ао 
Е 0 О а1 уе р, 
В о 61 10 ое 0 452 ра = Си ‚ ар = Си, 
Е ’ ) ри м 
м 
о ЗА 1 @т—1 
о 1 ее. сб, т-1 @г 


ми изме- 
Доказательство аналогично предыдущему с незначительны 
нениями. 
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$ 2. Двусторонние уклонения 


Предполагая, что т = пр, определим функцию распределения слу- 


чайной величины 
О (п, т) =  зпр |5 (2) — Ти (х) |, 
—><«х<«-+о 
используя прием, изложенный при доказательстве теоремы В 
Введем обозначения: 
_ [(—4)е — для #=4, 4-4, (8) 
Ся (—1) 2 дляё=2,)3,... 


С: 
8:= Е при 1 нечетном, ] 
й | 
р Тис 9 
+1 п (9) 
8; =1— РО. № о 29 И ж при Е четном, 
Пра ТЕГ 1 
к 
б,-41 = 1, 
т.-р Т:—С; ] 
За == р У ба *С,Р1 при нечетном, 
п + 1 
ЗЕЕ. 1 =; — 
[9 а т.г 1 (10) 
, [< | . 
8; = {_ при # четном, 
т 
бт — д ) 


ТЕОРЕМА 3. Если функция распределения Е(т) величины & непре- 


рывна, то при 0<:< С 


Й [=] У-1 ы ав. +1 я в 
ож (2) ее и — № ре 4" х | О зы П ыС,Рт ] 
№ у—1 1—1 ГЕИ 
и 
0 при &<0, 
Фут (2) = = 
= (9 1 при #> т 
где 


с = [р ны У=юшут, 


Е: ==— с; (то@(р + 1)) для первого произведения, 
А. == с; (шоа (р -+- 1)) для второго произведения, 


а внутреннее суммирование распространяется на все №, для которых 


У-1 
Ув =М. 
4=1 
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Доказательство. В ранее принятых обозначениях 


тр (п, т) =т зар |5, (2) — Ти (2) | = зар |5%|. 
—©<х<«оо <<М 

Следовательно, вероятность Р {тр (п, т) < с} представляет собой веро- 

ятность того, что движущаяся частица во все время движения не пере- 

сечет прямых х=си т = — с. 

Таким образом, для нахождения вероятности Р {тр (п, т) > с} нужно 
наити число путей, пересекающих границу х=с или границу х = — с 
хотя бы один раз. 

Определение 1. Точку на границе 5х = с назовем точкой выхода 
некоторого фиксированного пути, если существует такое фиксированное 
число А, что 

5<:е при 137 А и =, 


или же существует такая пара чисел Ё и К, что 
Эр, 3-6, . д, < с при А. тг Ёи бус. 
Определение 2. Точку на границе 5 = —с назовем точкой входа 
некоторого фиксированного пути, если существует такое число К, что 
95. = —с при 1<тг<Ёи бк = —с, 
или же существует такая пара чисел КЁ и Ё,, что 
бы 2с, 5: —с при Ё, Зг<Ёи бк = — с. 
Точки входа и выхода будем называть узловыми точками пути. 


Обозначим через В; (с) число таких путей, каждый из которых 
имеет не менее у узловых точек, если считать, начиная с первой точки 
выхода, а через В, (с) — число таких путей, каждый из которых имеет 
не менее у узловых точек, если считать, начиная с первой точки входа. 
Тогда число путей М, пересекающих хотя бы один раз границу 2 = с 


ИЛИ Х = — С, определится равенством: 
М = У (—" [ВЖе) + В; (6). (11) 
У=—1 


Действительно, равенство (11) становится очевидным, если учесть, что 
К-е слагаемое в сумме справа, т. е. [В (©) - Вх (с)] есть число путей, 
имеющих не менее К узловых точек, причем пути, имеющие (# -{ 1) и 
более узловых точек, учтены дважды, а искомая вероятность равна 
М 

о 


Р {тр (п, т) > в = (12) 


М 


Для определения числа ВУ (с) разобъем каждый путь, входящий в 
это множество, на (у + 1) отрезков, каждый из которых есть часть пути 
между соседними узловыми точками, причем конец начального отрезка 
определяется первой точкой выхода, а начало последнего отрезка — у-й 
узловой точкой ; нумерация ведется от первой точки входа. Введем обо- 


значения: 
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‚РИО р о о к 


ау °(К) — число отрезков пути, длиною № шагов, до первой точки 
входа; 

аб (К) — число отрезков пути, длиною Е шагов, до первой точки 
выхода; 

а°‹() — число отрезков пути, длиною А шагов, определяемых двумя 
соседними узловыми точками, причем начало отрезка нахо- 
дится в точке входа, а конец отрезка — в точке выхода; 

а, “(К) — число отрезков пути, длиною # шагов, определяемых двумя с0- 
седними узловыми точками, причем начало отрезка нахо- 
дится в точке выхода, а конец отрезка — в точке входа; 

а (К) — число последних отрезков пути, определяемых точкой вы- 
хода; 

а_% (Е) — число последних ререзноя пути, определяемых точкой входа. 

При помощи введенных чисел а8(Ё) числа ЗХ(с) могут быть пред- 
ставлены в виде 


В} (= У 4 (Вас ° (№). . ауле (а), (13,) 


В, (с) = У ао ° (#1) а (№,)... ат» (№-а); (13,) 


суммирование в обоих случаях распространяется на те А, для которых 
У-1 


№ К; = №. Заметим, что пути, не совпадающие хотя бы в одной из у 
1=1 


узловых точек, не могут входить в одно и то же слагаемое суммы (13,) 
или (13.), что следует из определения узловых точек. 
Итак, для определения чисел В#(с) остается вычислить числа 


ав (К). Из определения этих чисел и из формулы (7) следует, что 


ге 
с 
а (А) = Ъ ни ‚ 
&— с 


а. (К) == сСьРН. 


х == 
Чтобы найти число а, (А), заметим прежде всего, что достижение точки 


входа после А шагов означает, что 5, = —с. Обозначая через хк число 
шагов влево, а через ух — число шагов вправо, имеем: 
ть + Ук = К, 
— Рхк- ук = — 
откуда 
+ с ты 
я + _ Арс 


РЕ №  . 
Таким образом, для чисел аз °(Ё) имеет место следующее соотношение: 
Ес т 
о°(%) ка У а “(г). СН р {7 == ®(шо4 (р + 1)}. (14) 
(т) 


Соотношение (14) доказывается аналогично доказательству формулы (5). 
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В дальнейшем нам понадобится следующее тождество: 


К. — (ав) Е, (ав) Е, а 
—х ИЕ 
> в СЕРР = КЕВерем бен. (15) 
Ж-Е,=Т &.-Е.=Т . 


Для доказательства этого тождества заметим, что сумма слева опреде- 
ляет число путей из точки (0, 0) в точку (8; Г), пересекающих прямую 
7 = —“, правая сумма определяет число путей из точки (0, 0) в точку 
(В, Г), пересекающих прямую г = -- В. В равночисленности этих мно- 
жеств легко убедиться, если преобразовать координаты по формулам 


и=Шт-В, = ЕТ. 
Имеем: 
г &—1-р 


мя Е Ех 


(г) (г) 


Использовав тождество (15), получаем: 


&—г—1-› 4 Е—т—1- тс 
—с Е рт р-1 
У“ Аи а Е С, ы 
(г) (г) 
Итак, 
Ес 4 т.р т.с 
—с 
ос 
та-Ет.=—1 
и, далее, 
и-2с 4 т.р тс 
= Е 
а =а"() = СЕН = У Р г Ср "С. 
та-Ег.=А—1 


Наконец, число @4(Ё) или а’.(й) есть число всех возможных путей из 
точки (0, 0) в точку (—с, №) или соответственно в точку (с, №), а поэтому 


Ес с 
О фа". 


Подставив найденные значения а (А) в формулы (13,) и (13,) и учтя со- 
отношения (8) — (12), получим: 


Р4тБ (п, т) < в} = 
[2] Л ОЕ 


У-1 й —“ 
ИЯ ст мен. У | НСьРН + [Ск | (16) 
М у—1 +1 1—1 = 
(хм) 


1=1 


Теорема доказана. - 


$ 3. Уклонения между эмпирической и теоретической кривыми 
распределения 


Целью настоящего параграфа является нахождение функций распре- 
деления случайных величин: 
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Е 
О, = 3 


и. (1)—Е(2)], ШО, = и 15, (2) — Е (7) |. 


По теореме В. И. Гливенко, при т-> со 


Р{ зир [7 (2) — Р(2)|->0} =1. 
—с«х<«+о 


Следовательно, считая п фиксированным, имеем: 


Нш Р {Ув р+(п, т 2} =Р{Упр#< 8, 

ы (ит) 
Нт Р{Упр (п, т) < 8 =Р{Упр, 8. 

р-—юо 


“Таким образом, для получения функции распределения случайных ве- 
личин 0+ и О, нужно в равенствах (3) и (16) перейти к пределу при 
р->со и фиксированном п. 

1. Мы имели: 


ме „Же 
Р{Упр+(п, т) < 2} =1— —е Ур” СР (18) 
№ ь= 
где 
е=[рёУп], 0<2<Уп, М=п+т, т=рп. 
Кс ы 
Полагая >+1 =", Найдем предел г-го слагаемого в сумме (18): 
4229 См с. (М — т т! 
А Вы 


КС", ЕН —РтбЕиМ* 


По формуле Стирлинга, 
п! = У2тп пте-п. ет), 


где 8(п)—>0 при п-> о. Так как при р-> со и фиксированных п иг 
числа #, М— К, К —г, т—К-г, т и М стремятся к бесконечности, то 


Г& О оО, ЗА а У Та 
вт К тем (К— г) (т— Кг) м 


х е8(р) ы 


где 0 (р) —>0 при р-> соо. 
Далее, 
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где с ростом р до бесконечности 


О [р2 Уп] в 


К р] г(р +1) Уп” 


и. [р2Уп] + г(р-+1) Уп» 
Ей Ба, 


Е п(Р-+1) т п 
[р Уп ] + "(р +1) зУп-» 


К 
п—=Р т— Аг 
(1 = Ее) 


( т г! 
1+“ к) (41 м)—1. 


Таким образом, находим: 


тер 


—1, 


2 Уп С" (пог 2Ут)" Т(р + Ив 


Нш А; = > (19) 
2 п 
Если г=п— |2 | =п— [2У п], то & = М-— [2У п], Ё—г=т, 
[2У в (М — [У т])!п! 1 
А В о, 
ы Иа МИ. И-ЕИтш+9 
\ Р+1 
где В — некоторая константа. Следовательно, 
= 0. 
р—со 
Если г =0, то К = с; применяя формулу Стирлинга, получим: 
Сие аи” ИЕ 6) т вр), 
Ао —= ом = (т— ст-— мм (т — с) № 
т.е 
п \тс 
1 ——_—-`—`—5 
А = (1- тя т = У о, 
о М (: й. 2)" (т— с) № 
т 
Так как Е 
ВИ в 
№ —п(р+1) Ува. 
а все остальные множители дают в пределе единицу, то 
} о 20 
и 4 = (1 У) = 
и окончательно имеем, учитывая (17), (18), (19) и (20): 
ы р ри 
РУ =1 (1 ==) 
п—[#Ит [1-1 и п-т Уп)—1 
в (в; (п—г— #Уп) ("+ И п) 
у и - ь (21) 


г 
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Эта формула была установлена Н. В. Смирновым. 
2. Мы имели [см. (16)]: 


Р {тр (п, т) < в} = 


[=] У+1 ус У Н—с 
Е: ое: РЕ" +] & сзт | 
У=1 1—1 = 


Введем обозначения: 


8 — пов, ыВь в, @= Ва -. 
р—юсо р-—>со р-—со 
ТЕОРЕМА 4. Если функция распределения Е(т) величины $ непре- 
рывна, то при 0% :<Уп 


ее 
1 СУП ив + 


У=1 


у1 
ева] 


1—1 


О при 2<0, 
1 при 2 > Уп. 


ее суммирование распространяется на все т;, для которых 


и 


1=1 


= | 


* т Уп 
Доказательство. Так как И -. = ‚то и вданном случае можно 
р—о 


переходить к пределу при р-> со почленно. Обозначим 


Ес; Е — с; 
Ре (22) 
У У 
Нетрудно проверить, что $ с; =0, а так как у. А = М, то 
1—1 4=1 
у-+1 У-1 
ноты 3 
—1 \ 


Зафиксировав числа тив, найдем пределы 8; и 8, при р-> оо, учи- 
тывая, что с = [р2 Уп]. 
При { нечетном 


( 
я. 
ро р № т — с’ 
где с0 = И рый т.е 
Тф-.со 
= [С 1‘ Уп при Ё=1 или +1, 
= 


(—1)*22Ую при #4 и У+14. 
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Таким образом, 


ут . 
ЕЕ при &=1 или у | 1, 
6: = И 8; = ут 
рр—со 2Уп : 
В при & 1 и у--1 


! 
Аналогично находим предел 8: при р-> со в случае четного #: 


Уп - 
х 3 +2 при = У-- 1, 
в __22Ут _ при ЕУ-1 
р 


Определим предел 8; при { четном. Сначала найдем предел при р-> со 
зыражения 


т.р т.с 


А› (© =РФ-+® 4 СР СР 
КС Г. х з ы 
сн ай 1 
Положим 
Кс _ ее поЗНо 9 
ре” ЕЕ В РЕЯ. — 08 


й 1 а, — а, 1 а: 
28 я ее си= ст У — Ст 1-25) 
а, + а; =т а,+а.=т 


Как и при выводе формулы (21), найдем предел отдельного слагаемого в 
сумме (25) с фиксированными а, иа, в предположении, что а, > [2Уп]: 


р Р.С, "Ст: РС (г + 1)! го! (К — т)! 


и С — п +1— м), 


Так как при р со величины ги, Г», №, (т, +1 — аи}, (& —т) и (г! — а») 
стремятся к бесконечности, то, применяя формулу Стирлинга, получим: 


еб (р), 


о ви Вы пут и (т) 


ое, ми (1 +1 — 2) (72 — аз)К 


где 0(р)>0 при р-> <®. 
Далее, 


пабы 


т К—т 
1 ( р =) 


Е СЕТЕ 
-( я) ("1 1 — а) (2— а2) › 


(1 ие Е. : 


Г. — а2 


В, = 
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А ИО О ВИНЕ. 


где при р-> < 


ИОВА Ро. 3 
рес 
ВР. а 
Е  тТР+Ю-е ‘т—аУпт, 


то (р —с _ аа — 2Ут 
К т(Р+! с т —2Уп ' 


(: + аз т) (1 р ал ре 
м и _ (1+1) ":—т) юр) _,4. 


Г ны ("1 +1 — а1) (7, — аз) К 
я) 
Итак, 
. а ’. ва (аа — 2 Уп)“ 
О. 
Если а, = [2 Уп|, то г, = [2Уп] и 


ГИ ВР т 
о ру 
&— «Ут —1) С” 


То 


Таким образом, 


И 
Е(К— 1)... (Е— [2Уп] +1) 
т, е 
Ша В, = 0. 
р-—>со 
Итак, 
т—1 
СТ о в зы т 
Ни Ар (6) =А(= У ен есь 
ро ны ин (ила) 
и, значит, 
: т;—1 с". (т; ых меры ( —. 9 Уп)! 
&=1— ь . —- при = у -{ 1 четном. (26} 
т= [22 Уп] (т; — 2 Уп) Е 


Аналогично находим: 


т;—1 


‚ Су ТР? ("— Уп)! 
ЕЕ : я при = 1, (27} 
7=[2 Уп] -1 (т; —2 Уп) 
т;—1 т; —г 
‹ ы Ст (т; —г) * ("— 22 Уп)! 
8 =4 — у м ШриЕ-1 
и (т; — 2Уп) 1 (28} 
и у-- 1 нечетном, 
ры = ны =1. 
Определим при р-> со предел выражения 
у1 
в =- РН. (29) 
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Учтя (22) и то, что при р-> со числа Ё;, М ит стремятся к бесконеч- 
ности, мы, применив формулу Стирлинга, находим: 


У нат 


ых — мда — 
В; Е = 


1=1 


УТ т 7 есь 4%, 
-- П п! т ы и тк; ев»), 
ва бони, ЧМ МС, — т.) 


где 0(р)->0 при р-> о. 
Заметим, что 


У-1 


УХ (ит) =п, 


с! 
и, далее, 


К т. (р: тЫ 
я п(Р-+1) Ви 
а так как 
г К —т; 
т 
== (| + ) 
У К; — т; И (+ т; (=) вы 
ди К, —и 
ие. (5) 
то 
У 
. и п. 0 т; 3 
о го 
1=1 т° 
Аналогично находим: 
к; сё 
У+1 С, те У-1 
в; 
_— 6. = ША П = П—- о). (31) 
Ро Су = в. 


Итак, окончательно, в силу (47), (23), (24), (26) — (28), (30) и (31), по- 


лучаем: 
[= п! 0 07; 
Фи (2) =1— У (— : ое (т: — "+ 


У-1 


+ & т + а)" ‘|, 


= ! 
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где внутреннее суммирование распространяется на все пи, для которых 
У-1 


> т; = п. Теорема доказана. 
$==1 
Примечание. Несколько изменив ход рассуждений, можно полу- 


чить совместную функцию распределения максимума и минимума укло- 


нений эмпирической от теоретической кривой распределения. При этом 
изменится только смысл с%. 

Выражаю сердечную благодарность Б. В. Гнеденко за постановку за- 
дачи и руководство при ее решении. 


Поступило 
23.Х1.1953 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 97—102 


К. А. РОДОССКИЙ 


О РАСПРЕДЕЛЕНИИ МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЙ МОДУЛЯ ФУНКЦИИ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается теорема о значениях модуля отрезка обыкно- 
венного ряда Дирихле и выводятся новые факты о распределении малых 
значений модуля (-функций в критической полосе. 
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Пусть дан отрезок обыкновенного ряда Дирихле 


а 
1) = № 1. 
у<т<:п 
Здесь 5 =с + Й — комплексная переменная, 2 > у >> 3, а» | < Ат(п), где 
А — постоянная, *(п) —число делителей п. 
Определим прямоугольник 


А 


<< ТГ, (В) 
где ЛЕ |, 1], Т > 0. Под с:, с, будем понимать абсолютные положи- 
тельные постоянные. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть числа 6® —в® + #®, =1,2,..., удовлетворяют 
условиям: 
1) р®ЕА, 
2) [40 — 0 |[> В при ЕЕ 1, 
3) [1 (0®) | > М, 
где В и М- положительные постоянные. Обозначим через О (А, Т) наи- 
большее количество чисел р®, которые могут обладать перечисленными 
свойствами. Тогда 
О(А, ТГ) < в АМ била (Ту 2 2—4) 
при условии 
032> шах {Г °, В 'Г. 3, 
где 
[3 = шах {ВАМ *, 4}. 


Доказательство ‘дано в $ 3—5. 7” - 
ТЕОРЕМА 2. Покроем прямоугольник В прямоугольниками Ви вида: 


Т 
д<.<1, т <> рр п, и... || (В„) 
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где 
11 (8. ш Г) 1 


Тогда число прямоугольников В», для которых 


(2А—1)(1—А)\— 
ша |С(5) |< (5 ШТ.Т. ЗАРА ) 
36 Ви 


не превосходит 
(1+24)(1—А) 
с. шТ.Т 2—34+24* . 


Доказательство дано в $ 6. Первоначальный вариант этой теоремы 
был опубликован в заметке (1). 
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В дальнейшем изложении нам придется ссылаться на две следующие 
леммы. 


ЛЕММА 1. При А к. > имеют место неравенства: 


а) > те < 4]122.21—А : 
у<п<? 
ь) р т О 042. у—2^, 
у<п<:П 
с) ы е т(т) т (п). = < ш552.24-№. 


Е == 
1<т<п<: (тп) `п 


Доказательство основывается на том, что 
У (и) < 2 ша, Ут (п) < с, 131.5 
п<х п<х 


[см., например, (?), лемма 4]. 


ЛЕММА 2. При 0<:< (2 ш 2)! и натуральных п и т таких, что 
2п>т, имеем: 


"| < 4е- (1+ я) 


Доказательство. В самом деле, 
ь 


У (=) 


1=1 


2 : 7. 


‹ п 
1 
-=2 


< 


— 


звт(‹ т =.) = п — = ^ а (1 ея : 


что и требовалось доказать. 
$3 
Переходим к доказательству теоремы 1. Будем вести его от против- 
ного, предполагая, что 
О(А,Т) > «АМ 2? пи в. (Туг-аа + 24—^)). 
ЛЕММА 3. Пусть натуральное ). = О (УТ 2), и = 24—24 и о>А>- я 
Тогда 


< Ми +"-(р, 11 2}30+0. 


он 
|516) < 
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Доказательство. Применяя неравенство а) леммы 1, получаем: 


А 
[ни |< ЗА У т аш. и < 
ус ^ 
1-2 (+1) 

<М:-4АМ-& 2^ Ша; < Ма Н-Цр ша ан, 

что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 4. Для каждого р® существуют такие В >> А ее и целое 
УкЕ [0, ^], что выполняются неравенства: 
СЯ + #9) > Ми" (Был), 
о - 7 
т 1 (3) |< Ми?" НЫЕ 2 2 присрА. 


Доказательство. При у, =0 первое неравенство имеет место по 
условию теоремы, при, =Х выполняется второе неравенство всилу леммы 3. 
Таким образом, у, есть наименьшее целое >. 0, при котором выполняется 
второе неравенство. 

Для 90. >О(А, Т)-(-1)-! чисел р@® будет одно и то же ук = у, 
при котором будет выполняться лемма 4. Покроем сегмент [А, 1] без 
перекрытий при помощи сегментов {длины 8, = (22° (Г, п р . Число 
покрывающих сегментов не превосходит 


о = и 1 2} 


и в одном из них, имеющем вид [ДАи, А! + 5,] (А. > А), будут находиться 
Й 

0. >. 0, (и? (Г п 2)8)-: чисел ВФ. В силу леммы 4, для каждого р® 

(из числа 0.) мы можем написать следующее неравенство: 

(к) 

1 ды 

9 ;_(%) 
( РЕтИЙ +и ”) | > 


> Ми^-1 (Г ш 2) — 8, Ма (Г п 20 = = Ми (Га 2 = М!. (1) 


(А, + #0) 
да” 


д [2 ; (К) 
> с = 
{#1 


$4 
Построим 0, неперекрывающихся сегментов вида: 
[= ке г р >|: (5®) 
: й 
ЛЕММА |5. При <> А > 
нм АН ЗО 
рн! < Ми = (БАвау 0» 


Доказательство. На основании неравенства а) леммы 1, полу- 


чаем: 


| в 3) <А У ев. 2 СААШ АН А-А 
с^9Е А+ 
у<п<2 


и 2. Ма’ (Г ш 2». 8АМ-1 пд. и М, (а 20 ли 
| 


АН 
7 


что и требовалось доказать. 
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ЛЕММА 6. Для каждого &, для которого выполняется неравенство (1), 
8 й 
найдется < 65° и целое р, > 0 такие, что будут выполняться нера- 
венства: 


УХ 
: ве / (Аа +) | > Ми? (Лт 2), 
9°9 
Уи, 
т (А + й) | < Ми (Га, 165%. 
дс_0 


Доказательство. Первое неравенство выполняется при р, =0 
в силу (1), второе неравенство выполняется при р, =^ в силу леммы (5). 
В качестве в, берем наименьшее целое >0, при котором выполняется 
второе неравенство. 
—1 |: 
Для 0.> 0,0 +1)! чисел «Ф будут выполняться неравенства лем- 
мы бс одним и тем же №, =рв. 


Берем теперь 
вы — (2и2* (Г 2) <= 


(последнее неравенство выполняется при достаточно большом 2) и строим 
числа 


да РЕ вы до йле д Фркзыный И 


Возьмем из чисел х„ число т»,, ближайшее кт ® Тогда 


Чи + #2) |> ВА — ОИ 


те 


ы. Рита 7 
ая а вн" 1 (Аа + #)4 | > 
зы | 


р до“ т 
> Ми" ре — М и? (п 2-0, = -^М: и —1 (Г, 10'2)**. (2) 


Возвышая неравенство (2) в квадрат и а по всем тем Ё, для 
которых оно имеет место, получаем: 


ве — 
№ до*дн* (А, = #1) | > че шп 2) 6(у-Ни)и2* НН, (3) 
(хи) 
причем 
0, > 0, + 1)-1> 0, (#12 32) --1)->0 (А,Т) (и [Я-А -4-1)-2.(4) 


$5 


Оценим левую часть неравенства (3) сверху: 


У у 


(#1) =! 


Ри 


до* д 


Рано 
до*дЕ* 


р. 
АН |< 


< 20-6 2 ое 3 Пе 
у<п<: " о —\” 


(5) 
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Так как |4» | < Аз (п), то, на основании неравенства Ъ) леммы 1, 
имеем: 


р Г» —. ре > СР изочно- - 1—2. (6) 
Е т 


В силу леммы 2 и неравенств а) и с) леммы 1, получаем: 


4 2 
12 (Уи) Е У № „а | 
м 


у)" 
д [2 
г <_ 
р (пт)А > С 
«ноя (т. < 
<< 
< ЗА. 1 10? 9; (46 1042 с. 1052) РА (1) 


Из неравенств (5), (6) и (7) следует: 


2(1—^А) 


). (8) 


< 423 т2 В-Н® 8,5 д. узи (Ту 1—2 т 


У В? АС + | 


(ху) 
Сопоставляя неравенства (3), (4) и (8), получаем: 


А, ? < 16с А2М-2 18 Ш НИИ, лены Е Т НЕ 22 4—А) к 
в ( (Ту ) 


1 
В последнем неравенстве полагаем / = [я] +1. При таком выбо- 


ре Х наибольшее значение правой части будет при у=р =0. Отсюда 
непосредственно следует доказываемая теорема. 


$6 
Переходим к доказательству теоремы 2. Покроем прямоугольник ИВ 
прямоугольниками А» вида: 
У у 04 У 
Азот яп т-Ь й = эн мо | (В„) 
Пусть для некоторых нечетных п имеют место неравенства: 


пул [6 (5) |< (518 Г-у' “7, (9) 
$ Ви 


где 
2—4 7 
у =Т2-ЗА+А'<Т при АЕ [5 , 1]. 

Эти А„ снова перенумеруем, придавая им номера, идущие подряд: 
Е =1,2,.... Ту точку А», в которой достигается минимум |С (5) |, обозна- 
чим через 

о = Е к 
В приближенном функциональном уравнении [см. (°), стр. 82] 
1 


= У ет 2), 


п<х П 
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1 

где 6 =2ж|#|, х(5)=0 (122 Бы полагаем $ = р® и, учитывая (9), 
получаем оценку: 

У 1 


— п 
п<х П°® 


1 ме. 
«быги-уе отт 2), (10) 


При помощи неравенства (10) оцениваем следующую сумму: 


1 
| —. У Нат учат” и шу, 
п<у п ® п<2 т Е 
Выбирая , 
а т 
2 =(8е, А Т2—ЗА+2А* 
и считая, что 


1 Г (8. №7) 
д-р №1 Т р 


из последнего неравенства получаем: 


Ш (п) 1 1 
ар |<. (41) 
п<у "<= 
Из неравенства (11) и тождества 
ув (п) фр 
2 ее >, т — 
т<-> 
получаем неравенство 
м (п) 1 1 
У ее. У а (12) 
п>у п гп 
ие 


а 
Полагая / (5) = ХУ —", где аа= ХЗ в(а) и [а.| < т(п), мы мо- 
мены т, 4>у 


жем записать неравенство (12) в виде | 1469) >>. 


Таким образом, точки р(® удовлетворяют всем условиям теоремы 1 с 
д == 4, В = 1, М= — Подставляя в оценку О (А, Т) теоремы 1 устано- 


вленные значения А, В, М, у, 2, получаем утверждение теоремы 2 для 
прямоугольников А»„ с нечетным п. Аналогичная оценка получается и 
для четных номеров. Тем самым теорема 2 доказана. 

Поступило 


4. Г. 1954 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 103—124 


В. С. КОРОЛЮК 


АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ КРИТЕРИЕВ СОГЛАСИЯ 
А. Н. КОЛМОГОРОВА И Н. В. СМИРНОВА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе определяются первые два члена асимптотических разложе- 


- И . 
ний по степеням у для функций распределения максимальных уклоне- 
п 


ний между двумя эмпирическими кривыми распределения, а также ме- 
жду эмпирической и теоретической кривыми распределения. 


Одной из задач математической статистики является задача проверки 
статистических гипотез, которая формулируется так: на основании неко- 
торых соображений можпо сказать, что функция распределения слузайной 
величины & есть Ё (5); спрашивается, совместимы ли наблюденные значения 


т ан. ит (1) 


с гипотезой, что & имеет действительно распределение Р (5)? 
Если имеются две серии независимых наблюдений 


2, 2. 2 Зил, бр. 5 Иат-а пл), 
то спрашивается, совместимы ли наблюденные значения с гипотезой, 
что обе серии получены в результате наблюдения над случайными вели- 
чинами с одним и тем же распределением Р(х)? 

А. Н. Колмогоров (1) предложил критерий для проверки первой из 
указанных гипотез. Н. В. Смирновым (?) был предложен аналогичный 
критерий для проверки второй гипотезы. 

Критерий А. Н. Колмогорова состоит в следующем: 

По результатам наблюдений (1) строится эмпирическая функция рас- 
пределения 
Ки (1) 

в 


О 


где К» (1) — число хь, меньших, чем 4. 


ТЕОРЕМА А. Н. КОЛМОГОРОВА. Если Е (1) непрерывна, то 


Р{Уп зар |5„(0—Е(0|<#}-—К (2) = и (ке при #>0, 
ооо п—со = 


0 при ё < 0. 


Критерий Н. В. Смирнова основан на следующей теореме. 
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ТЕОРЕМА Н. В. СМИРНОВА. Если Е (1) непрерывна, то 
—=— 
Р{ и рр. |7 (9 — 5 <: —К(@), 
где Т п (#)— эмпирическая функция распределения второй серии наблюдений. 

Кроме указанных теорем, для | проверки сформулированных гипотез 


могут быть использованы следующие теоремы [см. (?)]. 
ТЕОРЕМА 1. Если Е (1) непрерывна, то 


Р{Уп зпр [54-Е (< а} фе (0) 
— ооо 
ТЕОРЕМА 2. Если Е (1) непрерывна, то 
РУ "зар 5 ка} 1-е" (@>0. 


—со< 1+ 


Теоремы А. Н. Колмогорова и Н. В. Смирнова определяют предельные 
распределения максимума двусторонних и односторонних уклонений 
между эмпирическим и теоретическим распределениями и между двумя 
эмпирическими распределениями при неограниченном числе наблюдений. 
Ясно, что указанные теоремы не учитывают влияния, которое ока- 
зывает на распределение максимума уклонений число наблюдений. 
Таким образом возникают две задачи: 

1. Нахождение вида распределений 


(9 = Р(Уп зар |5. @- Ра, 


со<{<-+ 


ФРИ Ик 5 т —5, 01, 


— << («+ о 
Ф» (й =Р{Уп зар [Р@— 5 (0] <, 
— оо < «+ ] 


Фит (2) = Ру аа вари Кифер 2} 


п т —о<1+ 

при фиксированных значениях п и т. 

2. Оценка погрешностей, которые возникают при'замене точных распре- 
делений предельными. 

В настоящее время известен [см. (3), (*)] [вид точных распределений 

+ + 

Фу: (2), Ф„ (2), Ф1„ (2), Фи (2) при т = пр, где р — целое число. 

Н. В. Смирновым (2) было доказано, что 


емо] 
В работе Б. В. Гнеденко (5) даны асимптотические разложения для 
функций ФЕ, (2) и Фи. (2). 

В настоящей работе определяются первые два члена асимптотических 
разложений для функций Фл„ (2), Фи» (2), Ф1 (2), Ф„(2), а также ука- 
зывается правило, по которому могут быть вычислены любые члены раз- 
ложения указанных функций. 

Последующие параграфы посвящены доказательству следующих теорем: 
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ТЕОРЕМА 1. В точках скачков функции распределения максимума 
разности между двумя эмпирическими кривыми распределения Фа (2) 


би 
пт 
при 2 = ° (у ть.) имеет место формула: 


Фи (= Ета ‚зар [Т@-— 5, < 2} = 


—о< + 
ные 1 [авы 25 орон Ва ам 


о ем ь 
У 


ТЕОРЕМА 2. Функция распределения максимума разности между 
теоретической [и эмпирической кривыми распределения Ф! (2) при 


2=0 (из) представима в виде: 
ФЯ (2) = Р\Уъ зпр [Р(— 5, (8] <= 
—со<{<+с Е 


чо) 


п 


ТЕОРЕМА 3. В точках скачков функции распределения максимума 
модуля разности между двумя эмпирическими кривыми распределения 


вы 
Ф»м (2) при 2 = (И тт имеет место формула: 


++ со 
ЧР Ут = Бат "(0 — 5. (|< 2} = № (ее + 


Е—=— со 


со 
2 2 1.272 222 ы 
Ч т? + тп {п У ( 1) —=. (а и — еее 0 а. ри ) | 


М№тл, 
22 


—— © 


ТЕОРЕМА 4. Функция распределения максимума модуля разности 
между теоретической и эмпирической кривыми распределения Фи (2) при 
6 


= ( " представима в виде: 


-Е оо 
Ф» (2) РУ» _ ор, 0—5, (@01<2}= У (ежи + 
+ со 
а м (— 1) --. (— сы + 2 >. ЭР | 


Ё—=— © 
п? 


Заметим, что для двусторонних уклонений первый член для асим- 


у ы 1 
птотических разложений имеет порядок 1/п, а не в обычно в тео- 
п 


рии вероятностей. 
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$1. Вывод разностного уравнения 


Пусть над случайными величинами с одной и той же непрерывной 
функцией распределения Ё(1) произведены две серии взаимно независи- 


мых наблюдений: 21, 2.,..., 2. И У, У», ..., Ут (М=т-+ пт п). Рас- 
положим все результаты наблюдений по величине 
но ночояу (2) 


и введем случайные величины 


1 пт 
| БЕЯ м ‚ если 2. —=У,, 


| — Е если 2. = т 
иг ме оРОЬ 


Е, — 
Рассмотрим суммы 


К 
б+= Ув (&=1,2,...,М№), 5, =0. 


Т—1 


Легко видеть, что 


55 ^" Г. — 5.9, 


причем { определяется как наименьший корень уравнения Км (1) = &, 
где Км (1) — число наблюдений в ряду (2), меньших, чем #. Следовательно, 


и пт р (И) — 5. 
а шах У (1) —5.(1], 


шах |5%| = шах пт. 5% А—5. (10|. 


Введем распределения 


Ра: Е 2) = Р{шах5, < 215% =), (3) 
р т<К 
реой 2) = Р{ шах| 5, |< 2/5 =), (4) 
т<К 
где { принимает значение вида = (К =1,2,..., №), ах — возможные зна- 


чения сумм 6х. Таким образом функции р*(х, &; 2) и р(т, &; 2), во-пер- 
вых, зависят от п и т, а во-вторых, определены в конечном числе точек 
плоскости (т, {). В схеме блуждания, описываемой суммами $» в пло- 
скости (т, #), точки, в которых определены функции р* (5, &; 2) и р(т, &; 2), 
есть узловые точки путей, координаты которых имеют вид: 


х = га — 58, =^ (Е=г-$, г,5> 0). (5) 


Из определения функций р*(х, &; 2) и Р(т, &; 2) следует, что 


Фил (2) =р*(0, 1: 2), Фит (2) = р (0,1; 2). (6) 
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В силу теоремы В. И. Гливенко ($), 


Фа (2) = Ив Ф;, (2) = Ша р*(0, 1; 2), 
т-Усо т-»со 


Ф, (2) = Нм Фим (2) = Па р (5, ^; 2). (7) 


Для определения функций р*(х, &; 2) и р(х,& 2) обратимся к схеме 
блуждания, определяемой суммами 5». В схеме блуждания 5х определя- 
ет абсциссу точки, движущейся в плоскости (7,{) и совершающей за 
каждый шаг скачок по осы { на 1//№ и по оси х— на величину либо ох, 
либо —В. Так как 5, =0, би =0, то все пути выходят из точки (0, 0) 
и заканчиваются в точке (0, 1). Легко понять, что число всех возмож- 


2 М 
ных путей равно. СТ = си все пути равновероятны. Если обозначить 
м п!т! 


через и*(х, {; 2)] число путей, приходящих в точку (5, {) и не имеющих 
общих точек с границей х = 2, то получим: 
Р {шахб, < 1, 5+ = 1} 
Ра, ЕР) = Р(шах5, < 21 5 = =} = ии . 
< Вы ==} 

Но 
и+ (2, 1; 2) Су 

Си 


ый 


Р {шах5, < 5к=2} = 


где г — число положительных шагов до точки (х, 8), а 


СьСм—ь 
м 
Таким образом мы находим: 
Е. 
ра, 2) = АОН (8) 
Съ 
и аналогично 
и (2, 1; 2) 
р (х, Г, 2) = ст , (9) 
к 


где и (5, &; 2) — число путей, приходящих в точку (1, [) и не имеющих 
общих точек с границами 4 = и = — 2. 

Числа и+ (5, &; 2) п и(х, {; 2) удовлетворяют следующему разностному 
уравнению: 


1 а 
и (5, д=в(=2—д, — ие (м), 
которое справедливо для точек внутри области О, ограниченной прямыми 


=, 1=— 05, 1=8% 1, = — +1. 


* Параметр 2 опущен для простоты записи. 
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и . 
Разделив это уравнение на Сь, получим: 


и (2,6) _ “(= и: ее (10) 


> гы 
г. о с ср с» 


Из (8) и (9) получаем, что функции р*(2, 8; 2) и р(57, 2) удовлетво- 
ряют внутри области © разностному уравнению: 


рб р(е и 1—5) +(1—т)р(2-+ 8, 1). 


Так как числа х, &, А иг связаны уравнениями (5), то 


г=пеё--х; Е= М, 


где 
р пт _ 1 
ас № — = +В 
Положим = В; тогда В = а», М = Е разностное 
о ' м = 1? бо? 


уравнение (10) перепишется в виде: 


Л х < 
+; (14—82) р(2+в:—3). (1) 
Из определения функции р*(х, #; 2) следует, что 


Ра, №; =) =1{ при 95 х<_&, 
Р' (1, — вх; 2) =1 при < 0, (12) 
ре =Фпи а. 
Поэтому функция р'(х, 1; 2) есть решение уравнения (11) с граничными 
условиями (12). 


Аналогично получим, что функция р(х, &; 2) есть решение уравнения 
(11\` с граничными условиями: 


2 Ва: =) = трио 
г 2) =1 при —2<#< 0, (13) 
р (2,2) =0 при [22 


$ 2. Определение уравнений для членов разложения 


Дальнейший путь решения задачи следующий: для нахождения”асим- 
птотических разложений функций Фи. (2), (Фи, (2), ФЯ (2), Ф» (2) мы най" 
дем асимпитотические разложения функций р*(х, &; 2) ир(х, Е 2) и “тогда 
значения этих функций в точке (0,1) дадут асимптотичест‘ие разложения 
функций Ф7„ (2) и Фим (2), а их предельные значения при т —> сои фикси- 
рованном п будут асимптотическими разложениями функций ФЯ (2) и Ф, (2). 
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Асимптотические представления функций р* (5, & 2) и р(л,& 2) будем 
искать следующим образом: ищем решение уравнения (11) в виде: 
Рр(х, 2) = Ро(т, #1) + «(1 — у) р, (т, #) Е а?рь (т, #) + Вр. (2,2). — (14) 


Представим разностный оператор В, определяющий уравнение (14), через 
дифференциальные операторы. По формуле Тейлора имеем: 


р(#—ч,1— у) = (р, 9) р +2) р /), 
р (+8, = =р(ж, В) - = т а 2) "ре. 5. 


Подставляя полученные выражения в уравнение (11), находим: 


0 = В (р) = (1+ тр (2—4, )+ 
+17 (1-= р (2-8, -—м)-— р (И = 
тен ея) + 
вер -= (чи) р 
или, более подробно, 


1 др х др др о „[= д*р _ 1 0%р 
В (р) = А И [Е да? д 58 | в 
9? 9?р Ор > р 
На [а УЗИ ве (#— "тая — 9 55| + 


ге 2 93 
У(1 — у) х др (УИ) #24р , >1—95) бр № х г 
ыы Ра 2 + база Е д 7 бе и 937 2 г дгдй 
оу? 03р ау (У —у- 1) х бр | 91 — у = ом? 
изо 31 1 дд 4 р а За а + 
АЕ 0*р 933 га я 
Г 2 41 01% 


= ЕЕ [и (1—= г. (& —& р (г) 
го ( а “Р) (5 Чо 2 р ("1 ев 20 (45) 


где л<х_1'< х- В, “<< 1, 0. им 


Положим 
= _ 
—_ ры 
А дбЕ = 5 р бя: 0 Зея г = — > :} 
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Подставляя (14) и (15) в уравнение (11) и сравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях я, получим уравнения для членов разложения 


Ро› Рл, Р2 И Рз: 
1) = 1 др 2 дРо ОР 0 


д? 1 9 ра 
н Ро (2, 0) \ Ро (2, Й) =0 
6) Ро(т, 0) т п Ро (2, 2) Е Ро (— 2, И) == 0; 


а) Р1 (т, 0) = р, (2, $ =0, 
6) р: (2, 0) = р: (2, = [1 (— 2, 1) =0, 


а ол иене = 
2 092 +14 4 2020 928 24 дя 
ух др У др 2 [1 др: = (17) 
тля тэ» вв ыы}, 


а) Р2 (т, 0) —4` (2, Й) = 0, 
6) Рз (2, 0) = Р» (2, 1 -= 25 (5 2, В) = 0, 


4) В(р)= в ([В — (+= 4—9 4, +24, (ро) + 
+2 — 5) [В —-у (24—59) 4) | (2) +8 [В — 54| (.)}- 


Граничные условия для р.(х, #) находятся из соотношения: 


рз (в, 1) — ру [р(2, ) — ро(т, ) —«(1 — 5) ра (1, 0 — ар, (2, 1]. = (48) 


Выбор граничных значений для р., р: и р, определяется условием, 


чтобы функция р.(х,#) на границе области О была ограниченной при 
любых значениях п и т. 


Примечание. Мы изложили путь нахождения асимптотических 
разложений в предположении непрерывности р(х, {; 2) по 2. В действи- 
тельности же р+(х, #; 2) и р(т, 1; 2) разрывны по 2, а именно: обозначим 
через 21, 2, 2:3)... возможные значения абсцисс узловых точек путей 
в схеме блуждания. Тогда эти точки, как легко понять, и являются 
точками скачков функций р*(х, 2) и р(т, #; 2), а для промежуточных 
значений 2 имеет место равенство: 

Р(т, м 2) у Р(х, 5; 21), 
где 2, <«2< А. Поэтому в случае промежуточных значений 2 в асим- 
птотическое разложение решения уравнения (11) необходимо добавить 
член 4(х, #; 2), учитывающий разрывный характер р* (т, &; 2) ир(т, &; 2). 
В дальнейшем мы будем считать, что 2 == 2; (2; — абсцисса точки скачков). 


$ 3. Асимптотические разложения для односторонних уклонений 
Нулевой член разложения р* (5, {; 2) определяется уравнением 
ри ме И 
с граничными условиями 


Ро (т, 0) =1, Ро (2, ) =0. 
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Решением этого уравнения является функция 
т, 22(2—х) 
Ро(х, #) =1—е Еж (20) 
что легко проверяется непосредственно. 
Первый член разложения р*(5т, {, 2) определяется уравнением 


2 бр: оо = — 1 др __ 2.0 21 
2 д22 Кох 6 95° 2: д (21) 


с граничными условиями: р! (т, 0) = р, (2, #) = 0. Подставляя в (21) выра- 
жение для р.(т,{), получим для р, (1, #) уравнение: 


22(2—х) 
4 2 _ = др Ор _ 22—29 И 
2 д22 + дх 9 313 
Решение этого РЕ ищем в виде: 
_ 22(2—х) 
р 2 [4 (2) + +, (2) + 14, (2) + +45) е 1 
и находим первый член разложения: 
м ( ) — 2) х) 
небе 2х (т— 
ег. (22) 


Второй член разложения для р* {, 1, 2) определяется уравнением: 


4 0д2р> 1 др» др> У 0Зрь (У — 1) = д3рь У2— У--4 др 


не от 98 — 24 дд 
У Ро. 2 |1 о Бр т 
часряааиетиС 29) [5 923 25 да (23) 


с граничными условиями: р. (х, 0) = р. (2, # =0. Подставляя в правую 
часть уравнения (23) найденные выражения для ру(2, 1) и р, (1, 1), 
получим уравнение для р» (5, й): 

_ 22(2—х) 


4 д? х др др» _ [1 


где 
Вз (2) = [62 + 2(1 — 3)822], 
В, (2) = [2—4 + 4+1) 22—62 Фу 2)2}, 
В: (= м (— 323 - 522? — 2222). 


Применяя, аналогично предыдущему, метод неопределенных коэффициен- 
тов, получим второй член разложения в виде: 


2 (2 у- 1) &(1— 2) 4 (У +4) 2—4 (У? + 4-1) 25-187 — бут __ 
Р2(х, @)= | ЗР 9 
22(2—х) 
421 — У)? 22572 (1 — Е р к (24) 
9 


Итак, решение уравнения (11) с граничными условиями (12), т. е. функ- 
ция. р*(х, 1; 2) представима в виде [см. (14)]: 


р*(т,#; 2) = ро(т, 8) + «(1 — У) р: (2, 2) + &рь (2,1) + В?рз (т, 2), 
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где р.,р. и р» определяются соответственно формулами (20), (22) и (24). 
Вспоминая, что [см. (6)] 


Ф#, (2) = р т вар [Ти (1) —5. 91+} — р* (0,4; 2), 


+ 
получаем разложение для функции Фии(2): 


Фит (2) = Рь (0,4) - «(1—5) ра (0,1) + в? р»(0,1) + В8рз (0,1), 


и так как 
228 


Рь (0,1) =1—е , 
Ра (0,1) = = а , 
222 —22* 


еее 


то 


Фин И (+=) + 
2222 (222 —22* 
(9 + Аз (0), 


Утп 
или, иначе, 


оне И "тина (1 3+ 8250), 
(25) 
где рз(0,1) есть значение функции рз(т,2), являющейся решением урав- 
нения 4) формулы (17). 
Вспоминая, что при фиксированном п [см. (7)] 


4*%(2) = Бе Ф„ (2), 


получаем асимптотическое разложение функции Фл (2): 


2% 222 1 
Фе "| = (1—5) +2.20/). — (26) 
Разумеется, что полученные ое требуют обоснования, т. е, 
нужно оценить поведение р. (0,1) при стремлении п и т к бесконечности. 
Оставляя эту задачу до $ 5—7, перейдем к определению асимптотиче- 
ских разложений для функции р(х, &; 2), являющейся решением уравне- 
ния (11) с граничными условиями (13). 


$ 4. Асимптотические разложения для двусторонних уклонений 


Нулевой член разложения для р (5, #; 2) определяется уравнением [см. 
уравнение 1) формулы (17)]: 
т ии ии ее р Ро 20) =; Ро (2,2) = Р.(—24)=0 
Решением этого уравнения, как легко проверить непосредственно, слу- 
жит функция: 

-Еоо _ 2Е2(К2—х) 


О. (21) 


&—=—©< 
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Первый член разложения для Р(т,1;2) определяется уравнением 2) 

формулы (17)с граничными условиями: р, (2,0) = р, (2, #) = р. (—2,#) =0. 

Подставляя в уравнение 2) формулы (17) выражение для р. (т, 0), 
получим для р;(х, 2) уравнение: 


со : _ 2#2(2—х) 
1 бр там 9 _ У | уе а ИР 
2 д? + дх О - г 32 ) 


решение которого ищем в виде: 


22(Е2—х) 


оо 
Р1 (х, 2) = № (—1)^ 9х (2,6)е ь , 


Е=—© 


где 
4 - 1 Л 
Фит, 2) = - АФ (т) + 2 А® (2) + зА® (2). 


Таким образом находим первый член разложения для Р(&; 2) 


со 2%2(К2—х) 
23 бт 2х (Кё — 2) тит 
ред Хер] о, 08 


где 
5 В если Ё четное, 
Е = 
2, если Ё нечетное. 
Подставляя в уравнение 3) формулы (17) выражения для ру(х, ® и 


2, ($, #), получим уравнение для р. (т, 2) в виде: 
оо 4 7 ЗК2(К2Ь—х) 
1 д? 20 др. 1 4 Б ы 1 
а =» (— | ВФ В) + ВФ 


Е=—< 


< нулевыми граничными условиями, где 
В В(т) = - {2222 [(6, —2) 5? - (1—28%) у + (5% — 2)] —2 (5, —1)(1— у?) 22}, 
В®(х) = е {21424 [(7 — 48,)—8 (1 — 8) у + (7—48)] -- 4323 [(48, — 9)? + 
+ 4(3 —26%) у + (48% — 9)] 642225? [(4 — 8%) У? -| (28%—5) у- (4 — м1, 
В©)(1) = а [222225 — 522? 343]. 
Решая уравнение 3) формулы (17) аналогично предыдущему, получим 
второй член разложения для р(х, 8; 2): 
к 2 1)А2 (Ка — й У-у--4)А2( 22—28 
Ро» 6 и 9: 9) ая. |. 


ЗР 
З(К2—х) 
аа вр) 
2(1— у) __ (#— 22) }е г (29) 


—=—< 


где ) 
0+ (2) — СОСО Ст, 


С [(7 — 48) + (884 —5)+ (7—4), 
СФ = — 34222 [(3—284) у? + (45,—3)у-+ (3—28)], 
С® = 24227 [ (3—284) у? | (48%—3) у + (3—28н)1. 
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Итак, решение уравнения (11) с граничными условиями (13), т. е. функ- 
ция р(т, #;2) представляется в виде [см. (14)]: 
р(т, 1; 2) = рь (2, #) + «(1 — 5) р: (2, #)  & р» (2, 8) + Вр: (т, 1), 


где ро (2, #), р. (т, 2) и р» (1,1) определяются соответственно формулам (27), 
(28) и (29), а рз(х,2) является решением уравнения 4) формулы (17) с 
граничными условиями (18). 

Вспоминая, что [см. (6)] 


РИ” Ти) — 5. (< = (0,4; 2), 
ФРИ" эр 5. < = 20; 
получаем асимптотическое разложение для Фим (2): 


Фит (2) = Ро (0,1) + «(1 — 5) р: (0,1) + < р, (0,1) + Взрз (0,1). 


И так как 
со 


ро (0,4) = У (—1)*е**, 


К=— со 


2 . 
Ра (0,1) = У -е“” =0, 
Е—=—< 


-На5 
2. (04)= У (1 Е И 
&=—< 


то окончательно имеем асимптотическое разложение для Фи (2): 


оо Е ъ = 
(= (1 ве вар, (0,4). (30) 


К=—с 
Далее, мы имели [см. (7)]: 
Фи» (2) = Р{Уп зир, И —5. (6) |<} = Ша Фит (9). 


Поэтому, переходя к пределу при т— со вформуле (30), получаем асим- 
птотическое разложение для Ф» (2): 


со 
Ф. (= 2-0 =" Ё т (1 и] = Ра (0,1). — (31) 


2—5 
$ 5. Определение остаточного члена асимптотических разложений 


Мы имели решение разностного. уравнения } 
а жх Е 1 т 1 
рад Ея) (еж — м) (1 ВР) М) 
в виде 
Р(1,1) = рь (2,2) Е «(1 — у) р! (1,2) - о? р»(х, 8) + Взрз (5, 8), 


где функции рь(х, 2), р: (2,0) и р.(т,ё) являются решениями уравне- 
ний (17). Функция рз(х, 2) есть решение уравнения 


; р (т, : — 
ну (+97) (2—1 — м) +1 — 84) ре — п) +/н в, 
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где [см. уравнение 4) формулы (47)] 


/ы (в) = в {в — (4, += 9-94 +09 | (ро) + 
«4—5 [В — ум +454, (+ [В — 14). 
При этом 


В (р) = г. 1+ и) р(2 а, 1 г) +25 Ва.) Р(=+ В х)-—Р(е,), 


Е у др х 03р а 93р 
ГА 


я 
зд + Эа — (" У бя + м  0д` Зо’ 


а граничные условия для р; (1,1) определяются‘ из соотношения (18). 
Оператор В можно представить в виде [см. (15)]: 


В(Р) = № + = (4—)А, + 04 + А Не, 44 | (р), 


где 
(рр —® == Фр Чаи р ‚4-й к ФР — 
2 $ 0120: 41 + 0220 3" 053% д в 
а? 03р | бу (У2 у 1)  04р оу? (1—9) х 04р , 
Я 3! $ 0230 4 Е дзов 


ау? р | ах др 933 д*р 
- 4 бов Г `ЗГТ дд РИ ди, 


ар (1 р _ | :: 5) рее) — | “ у) (: +8 я) оре","), 
акта, за +В ри: о: 


Используя представление оператора В, можно написать; 


ид = и. ЕН 


где функции р., р. и р» для односторонних уклонений даются форму- 
лами (20), (22) и (24), для двусторонних уклонений — формулами (27), 
(28) и (29). Поэтому можно получить явный вид функции (%,#) для 
односторонних уклонений: 


= х) Ч: А 25) — == 


ее я 1 ‚(2:2 
м (1,8) = Ну т = > ра яя 
И ы 1 7=1 
22(2—х”) 
1 и ты (2”:2 м. 2 = (32) 


ЕТ 


и для двусторонних уклонений: 
9* 
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р 2Е2(К2—х) 
а 7 бро ны ВЕЕ 
К Ау + (2; 2,У) г 
. _ ик’) 


Й А, (2 В о 
+2 29 И РЯАЕТЙ я 


И бы в 
е ты >’ Г (=” ) 2К2(К2— 5”) 
й ВА (9; а) 3 
их т У У (—® рт е ? (35) 
Му к 


Я И. Е " ра > и. коза 
где А, (2; 2,5), А(х’;2,У), А, (2; 2,у) и Аж(1;2,у), Ав (т’;2,У), Азт(х’;2,У) 
многочлены по ф и 2 с коэффициентами, зависящими от у, причем у 
входит в виде дробно-рациональных функций, степень числителя кото- 


т 
рых меньше или равна степени знаменателя (считаем, что у = > 24): 


Следовательно, коэффициенты многочленов А,, А,, Аги Ав, Аш,Ак явля- 
ются ограниченными функциями при любых значениях п и 7; 4, 491, 9.— 
целые числа, не зависящие отпи т, ххх т-+В, хат т, 


и 
8-Е, АВ 


Из сотношения (18) нетрудно заметить, что граничные условия для 
Рз(х, #) имеют такой же вид, что и функции /[  (х, #). Поэтому рэ (т, #) 
можно рассматривать как решение уравнения 4) формулы (17) в замкнутой 
области О с нулевыми граничными условиями. 

Для обосновании асимптотических разложений (25), (26), (30), (31) нуж- 
но показать, что решение уравнения 4) формулы (17) с правой частью 
вида (32) или вида (33) и с нулевыми граничными условиями ограниче- 
но в точке (0,1) при любых значениях пи т. 

Найдем решение уравнения 4) формулы (17). Для этого перепишем 
его в форме [см. (10)]: 

г 


Су 1 


реа) + (явл) +/ы@,9, (89 


р(х, #) = 
где числаги Е связаны с т и ЕЁ соотношениями 


г=тё 4х, К=ШМ (= м, М=п+т). (35) 


Оператор В, определяющий уравнение (34), — линейный, а поэтому если 


а 
и =.й = Хее@ь д: 
8% 


то 
а 
ее Увы 
5—1 


где р, (т, #) есть решение уравнения В (р.) = }м, . 

Пусть функция /у(7,() такова, что в рассматриваемой области 
1х (2,6) = А, а во всех остальных точках Ту (х, #) = 0.Тогда непосредствен- 
ной проверкой убеждаемся, что решением уравнения (34) служит функция 
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Суеи (К, г; Ко, то) 
Р(2, 1) = р а при > А,, 


0 при < №, 


(36) 


где и (Ё, г; №, то) — число путей из точки (5., #5) в точку (х, #), не име- 
ющих общих точек с границей д = в случае односторонних уклонений 
и с границами д = и = —25 в случае двусторонних уклонений *. 
Числа №, Го и №, г определяются соотношениями (35) для точек (хо, %) 
и (х, #) соответственно. 


Из формулы (36) и линейности оператора В следует, что решение 
уравнения (34) имеет вид: 


СТи (№, го; К, г) 
Р (2о, ®) = > т ЕЙ н (2,1). 


(Ё,г) Ко 
В частности, при 1. =0, & =1 имеем А, = М, хо =ти 


Сти (М, т; К, г) 


С 


(Кг) 


7м (7,0). (37) 


Суммирование ведется по всем точкам, удовлетворяющим соотношениям 
(35) и лежащим в замкнутой области 0, ограниченной прямыми 


== Вх, ` 1== оф = В-Е 1, в= 0-Е 


$ 6. Оценки для функции Грина разностного уравнения 


Для оценки решения (37) уравнения (34) с функцией },(х, {), опре- 
деляемой равенствами (32) или (33), мы определим сначала поведение 
функции Грина разностного уравнения (10): 

Сти (м, тзК, г) 
Ри (2,8) = Е . 
М 


т—г 
Из определения и (№, т; Ё, г) следует, что и (№, т; Ё, г) < См_к, а значит, 


6% К 
пех Е МЬ— . 
Рм (1,0 < ст , 
М 


здесь д и Ё связаны с КЁ и г соотношениями (35). Следовательно, 
тёНух.оту—тх 
м № 
т 
См 


Ру (1, < (=1—0. (38) 
Пусть х и Е таковы, что соответствующая им точка находится внутри 
области 0. Тогда, применяя формулу Стирлинга (°), получим: 


рб 0 ЗудЕЕВИ стим (© 9 не ®, (9 


* Для общности формулы (36) полагаем и (К, г; А, г) =1. 
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где с — некоторая постоянная, не зависящая от 5, п, Ёё и т, и 


ин (2,1) = (1+) О ы. 


иене 


Функции и, (5, 1) и 9, (т, #) оценим порознь: 


— ши) (2, = (те +5) (1+7) + (и-е+ зла ( —*)= 


ах Вх 
О 


После замены переменных и объединения обоих интегралов получим: 


1 
— шим (52, #) = = ( 
д 


Оценим интеграл /, при х>0. Так как для квадратного трехчлена в 
знаменателе подинтегральной функции имеет место оценка 


их Вх 
при О<у<1 их`>0, то для Г, получаем оценку: 


др > ( м). 


1 
Учитывая, что #>Вх и МВ =, получаем окончательно: 


В> > ( —5). 
При. 5 < 0 для знаменателя подинтегральной функции имеет место оцен- 
ка 
ах Вх Вх 
(тв) 


4 


ДевтА-#). 


и тогда 


Учитывая, что при х<0 2>> — вх иМа = = ‚ получаем: 
[+4 
1+ 


.> 
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Таким образом, для функции ил (5,2) имеют место оценки: 
= и: = 
им (1,1) <е #“ = =е Я тн 22° (2—0), 
ибо при х>0 {>18 и, следовательно, Г. 
Е +=) и ЗЕ 
ик (2, <е == =е 2-89 < се ХВ (50), 
р та 1 : 
ибо при хх 0] {> — ах и, следовательно, — 5: <>; здесь с — некото- 
рая постоянная, не зависящая от п и т. Аналогично оценивается функ- 
ция м (т, 8): 


Для оценки интеграла /[, заметим, что при х > 0 
Вх ет Вх 
(1+ ту) (1—"Р) < 1 НЫ 
так что для [, получаем оценку: 
В —« 1 
| 1+ м 
21+ =) 
т 


При х>0 ‹>ах, следовательно, 


пе 


т 
> (@>9. 
2 (1+) 
х из 
При < 0 для знаменателя подинтегральной функции имеет место оценка 


ет 


«Следовательно, 


‚а так как при х<0 *>> — Вх, то 
1 
1,>5(+1) @<9. 
Таким образом, для функции эм (5х, 2) имеем оценки: 


х* (=) я _ Е ха 
эм (2,:) <е 2+8 = е 2+8) в) <ее 2+8 (>0), 
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ат 1 
ибо при х>0 «=1— {> ях, следовательно, 22+ <>, 
а ( +) _ < _ В 2х 
эн(ар < ‘Ее Я ще” 9) 


Е 
3: . 

Из оценок для функций им (2, 1) и ом (7,2) и формулы (39) получаем . 
оценки для функции Грина разностного уравнения (10) внутри обла- 


сти 0: 


ибо при 0 х=1—#>— Вх, следовательно, — > = 


За 5: — Зв 0 40 
РР + (90) 
и 
д == РЕ М 2-55 ар 0). 41 
р ет ие (91) 


Найдем теперь оценки функции рум (5,2) для точек границы области 0, 
т. е. для точек прямых #=В5, #= — ал, = Вх +1, = —ох +1. На 
прямой { = Вх имеем: 


-- 
й < м < с паг. = с ( У ^^ 58 р 
Рим (т, ) < с <) бу (, ) = ге) у (т, ). 


2 1 
Так как при всех у>1 всегда ( ы < =, то при # = 8х 
ЕГ 


ры (2, < уреые # 889 (+= Ва). (42) 
На прямой { = — ох имеем: 
1 ху 
= А 2 (: я 
рыбы < < (мене, = (АУ о (2, 1). 


1 
Так как при < 0 и при всех у>.1 всегда (1 - у д =. О 


ее 45 
[ а 
Ри (т, < Е МР ЕЕ а. (43} 
Из соображений симметрии ясно, что оценки функции ру(7,2) на пря- 
мых {= 5-1 и [= —ох--1 получаются соответственно из оценок 
Рк (2, 2) на прямых 1 = Вх и {= — ох заменой { на 1 тих на — т. 
Таким образом, на прямых & = Вх - 1 и? = — ах + 1 имеют место оценки: 


х* 22а 


ме: ее (Е = В + 1) (44} 


а эра 


Рив < т. ^ 28%) @=— 0+ 1). (45) 
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ВмЫФ— 


$ 7. Обоснование асимптотических разложений 


1. Для обоснования асимптотических разложений для функции рас- 
пределения односторонних уклонений нужно доказать ограниченность. 
члена р. (0,1), представимого в виде (37), где }м (2,2) задается форму- 
лой (32). Из этой формулы следует, что р; (0,1) состоит из конечного числа 
слагаемых вида 


5 Уре еья РИ, 
| (=, 0) 
где рм (7,2) — функция Грина разностного уравнения (10). 

Для оценки суммы 5 разобъем ее на две части: 5,— сумма по всем 
внутренним точкам области О и 5, — сумма по точкам границы области 
О, т. е. по точкам прямых {= Вх, {= — ох, = Вх +1, &= — ох 1. 

Для суммы 5, имеем: 


22(2—х) 22(2—х) 


А(х; 2, У А (1; 2; 
= Урк (д “ м ааа + Ур (де и ее ое 
х>0 х<0 
Для оценки суммы 5, применим неравенство (40): 
208 гы 22(2—х) 
<> | А (2; 2,5) | е # 2+ й 
УМ№Мтп У 2те (1—1) 
или после преобразований: 
[2—22(1—1)]* вх 
<=у с 14 (2; 2.) -` ма-9 К2А-ба-НВ». (46} 


54 Мтт пу 2 (1—1) 


Так как число точек в области О не превосходит 2У №тп, а каждое 
слагаемое в рассматриваемой сумме без множителя 1/У №Мтл при условии 


тп | , 
8 = (У) ограничено при всех п, ти Ё, 1 в области О, то для 5, 


получаем оценку: 


РВВ | (47) 
где р— некоторое целое положительное число (можно подсчитать, что 
р = Ц): 

Для оценки 6, применим неравенство (41): 
) 2х8 С 22(2—х) 
<> кб ЕНЕСЬ 2-89 2—0 ЕЁ , 
БУ тп У 2 (1—1) 
или после АЕ 
[х—22(1—1)]* Вх 
ОУ, 0 , (48) 


7 2:3 
о 2 ‚УМтп Я У 2л: (1 — 2) 


откуда снова, как и для 5,, при 2 =0 и") получаем оценку: 


= О (276-27). (49) 
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д. ———А-—А-щ—оы—-—,.,.———=————2 


Остается получить оценки для суммы 6,, в которой суммирование ве- 


дется по точкам прямых #=В, Е= — 95, = Вх +1, &= — ох 1. 
Воспользуемся оценками (42) — (45). к 
Для точек прямой { = Вх имеем, применяя (42): 
[2—2(1—4)}* Рх* 
5 <=" вт 2, ой —^ 4-0 "и-баЪ-Н®. 
мяу 1 — 


Так как число точек на прямой { = 8х не превосходит №, а слагаемые 
в сумме без множителя 1//№ ограничены при всех п, т и Ё&, т, то для 


5, получаем оценку: 
55 =0 (2Ре-—27). 


Точно так же получаем аналогичную оценку для суммы 65, по точкам 
прямой { = — вх: 
(<—22(1—1)]* Вх 


0 рта А (5; 2, У Ета А 
9. <е 22 < | (4; #,5)| 21-0 2—Вх) , 
‚ Эе- >. №9 Ире 


5 
откуда, как и в предыдущем случае, при 2 = (У получим: 
5. =0 (22 *"). 


Очевидно, что аналогичные оценки имеют место и для сумм по точкам 
прямых & = Вх 1 и {= — ох + 1. 
Итак, для суммы 5, по точкам границы области 0 имеет место оценка: 


5, =0(2Ре- 2"). (50) 


Объединяя оценки (47), (49), (50), получаем для каждого слагаемого 
в выражении }м(х, #) по формуле (32) оценку: 


$ =0 (ег), (51) 


где р= 11. 

Чтобы получить доказательство ограниченности р. (0, 1), остается 
показать, что вторая и третья суммы в (32) оцениваются так же, как и 
первая сумма. Действительно, в области О мы имеем: 


, 22(2—х') 
т; = 
= У рм (т, Л # < 
\ №1 
х<о 
а ь © 22 (2—х') 
А’ (х': #, У) | а 
= о т. 2 2 (< Вх) йе 
е У У Мтпи: Ч Ут: (1—1) 
и 
АР (а Ра = 
< Урна, дает < 
х<0 
’ в сы — = _ 22 (2х) 
> 9. аи Рек `` би ТА 
УМ№МтпёчЧУ 2: (1—8) 
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После преобразования получим 


ле _ (&—22(1—1)]* Вх 2227-х] 
3’ < е-*' У А. 5-й Кова ^ ПИ 
Я У №Мтпё ЧУ 2: (1—1 
[х— 22(1—ё)]* Вхз 22[2(Ё—ё) +х’1—хЁ] 


т |4" (27; 2, У) | аа ем ИГ. 


И №тп ГЧУ 2: (1—8) ° 


Сравнивая последние выражения с оценками (46) и (48), нетрудно пока- 
зать, что дополнительный множитель вида 


( : } 0 
те 
УЗИ 


не изменит оценки (51). Аналогичные рассуждения имеют место и для 
слагаемых третьей суммы (32). Таким образом теоремы 1 и 2 доказаны. 
2. Для обоснования асимптотических разложений для функций рас- 
пределения двусторонних уклонений нужно доказать, что остаточный 
член р: (0, 1), представимый в виде (37), ограничен, причем /„(х, () 
задается в виде (33). 
Выделим из (33) две суммы: 


22(2—х) 
А (5; 2, ый ЕЕ 
— 52 
= У, Рм (т, ) т: ‚ ( ) 
(х, #) 
22(2+х) 
на 
= У ры(а, 9 а» и. (53) 
(х, 0 
Выше было доказано, что 65, =0 (2Ре_?2'). Нетрудно проследить, что 
оценки сумм вида 5, ничем принципиально не отличаются от оценок 
сумм вида 5,. Таким образом и для сумм вида 9, имеет место оценка: 


= О (Ре 2). 


Для (52) и (53) оценки (51) получены. Далее, имеем: 


2%2(К2—х) 


ея 


«А 
ео Не 
[®=2 

22 (К2—х) —224 


У * реа, : (54) 
= 
где 2^2 (2 — 1) — 222: >0 при всех < зи 1. Так как функции 


_ 2%а(2—х)—224 


РФ 1 
9 


ограничены по Ё и 2(0 < 1, || <2) при всех #(|#| > и так как 
ряд (54) сходится, то и для ео (1, #) получаем оценку (51). нее 
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оценки для слагаемых второй и третьей суммы в формуле (33) получаются 
так же, как и в подобном случае для односторонних уклонений. Таким 
образом теоремы 3 и 4 доказаны. 

Выражаю глубокую благодарность Б. В. Гнеденко за постановку 
задачи и полезные советы. Глубоко благодарен также А. Н. Колмогорову 
и И. И. Гихману за ценную дискуссию. 
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3. И. КОЗЛОВА 


О НАКРЫТИИ МНОЖЕСТВ 
(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе показана возможность накрытия В„-множеств {Е пы} 
Ясь 
таких, что все точки множества В Е где М—ж 
, {м} (Ел, ...пь}), ГД есткая 


база Е”-операции, являются точками р-значности или точками конечно- 
значности, ВВ, -множествами  {Н» „,} Такими, что множество 
5 


Н ы 
В} ( т пу} обладает теми же свойствами. 


Для класса В-множеств, открытого А. Н. Колмогоровым и Е. Ливен- 
«оном [см. (*), (?)], как показал в ряде работ А. А. Ляпунов [см. (3), (“), 
{5), (5), (7)], выполняется теорема, аналогичная теореме В. И. Гливенко 
о накрытии униформного А-множества таким же В-множеством, а именно: 

Если № — жесткая база А“-операции и @= Е, ...пз} — таблица 


ПВ„-множеств (или А.„,-множеств) такая, что каждая точка множества 
В {хз ({Еъ, ... п) есть точка /Л-однозначности таблицы ф, то существует 


таблица @’ = {Н»ъ, ... пы} ВЕо.-множеств (или ВВ„в-множеств) такая, что 
Ньы, ...п, > Ен,...пь И каждая точка множества В {у} ({Н», ... п} есть точка 
М№-однозначности таблицы ©’. 

Аналогичные теоремы можно установить для случая «р-значности», 
где р — некоторое натуральное число, и «конечнозначности». 

1. Пусть № — жесткая база* некоторой 855-операции. 

Точка х называется точкой ЛМ — р-значности последовательности 
множеств {ЁЕ„}, если существует р и только р различных цепей базы №, 
в ядра которых входит точка х. 

Через № обозначается множество всех цепей, каждая из которых 
содержит по крайней мере дзе различные цепи базы М. 

Через Фх» обозначается 85-операция, которая отбирает точки, входя- 
щие не менее чем в два различных ядра, определяемых цепями базы М. 

Через Фу 1» будем обозначать 85-операцию, которая отбирает точки, 
входящие не менее чем в (р +1) различных ядер, определяемых цепями 
базы М, т. е. точки, определяемые 05-операцией Фу, но не являющиеся 
точками / — А-значности, где К <р. 

Пусть № — некоторая база 55-операции. Обозначим через №” множество 
всех цепей базы М, которые содержат натуральное число п. На совокуп- 


* Пусть М — база некоторой 55-операции. Цепь у 6 № называется жесткой цепью 
базы М, если она не содержит в себе никакой другой цепи базы №. 
База М, состоящая из одних только жестких цепей, называется жесткой базой 


[см. ()]. 
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ности баз № и {/\"} построим 4-систему К, содержащую все конечные 


пересечения баз этой системы. 
Будем говорить, что класс множеств Я и база М находятся во вполне 


правильном отношении, если: 
1) класс множеств Фу (#) инвариантен относительно счетных сумм и 


пересечений; 
2) при любой базе МЕК имеет место соотношение 


Фи (Е) < Фи (Я). 


ЛЕММА. Если класс Я и база № находятся во вполне правильном 
отношении и базы М, и М, принадлежат 4-системе К, то 


Фм,_м, (Е) < Фм(#). 


Доказательство. Пусть {Е„} — последовательность множеств. 


класса Я. Чтобы получить множество Фм,_м, ({Е„}), достаточно положить 
@„=0, если п является элементом каждой цепи базы Мь, но не является 
элементом каждой цепи базы М:, и положить ф„ = Е» во всех осталь- 
ных случаях. Тогда 


Фы, ({6.}) = Х [6= » ПЕ =Фы, м, (4). 


ЛЕМ: пет 1*ЕМ,—М: пет 


Отсюда следует, что 
Фм,-м, (Е) < Фы, (Е). 
А так как, в силу вполне правильного отношения, 


Фм, (=) < Фк(=), 
то и 


Фы, м, (8) с Фх{(#), 


что и требовалось доказать. 
Если Я есть класс В.- или СВ.-множеств и Фу есть, соответственно, 


В В = 
В”- или Ве-операция, где В < ох (база № предполагается жесткой), то усло- 
вия вполне правильного отношения класса Я и базы М№ выполняются. 
ТЕОРЕМА 1. Если класс 8 и база № находятся во вполне правиль- 


ном отношении, то 
Фр» (8) < Фм(=). 


Доказательство. В работе А. А. Ляпунова (7) доказано, что при 
выполнении условий данной теоремы имеет место соотношение: 


Фн- (Е) < Фи (8). 


Пусть теперь р=2. Каждая цепь базы [М№.2]* содержит по крайней 
мере три различные цепи базы /. Следовательно, найдутся такие два 
различных натуральных числа п, и п., что: 

Со и 

1) иро Одна ИЗ цепэй входит в М *и не входит в М№"*, т. е. входит 

в базу М *—М *; вторая цепь входит в №", но не входит в №", т. е- 
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входит в базу №"* — №"; третья цепь не входит ви в №", нив №"*, т.е. 
входит в базу М — № —№"*, 

2) либо одна из цепей входит в \№"""*; вторая цепь входит в №, но 
не входит в №"*, т.е. входит в базу №": — №": третья цепь не входит 

в №", т. е. входит в базу № — №", 

3) либо одна из цепей входит в ух вторая цепь входит в №", но 
не входит в №", т. е. входит в базу №* — №"*; третья цепь не входит 
в №"*, т. е. входит в базу М — №; 

4) либо одна из цепей входит в М""*. вторая цепь входит в М№*; но 
Я в №, т.е. Входит в базу №" — №":; третья цепь входит в 

‚ но не входит в №", т. е. входит в базу №" — №". 

С другой стороны, всякое объединение трех цепей, удовлетворяющих 
перечисленным возможным случаям, составляет цепь базы [М№.2]*. 

Следовательно, для любой последовательности множеств {Ё„} класса 
Я справедлива формула: 


Ф/м.21* ({Е„}) — рю ПР, ({Е„}) Ф ‚тп, ({Е„})- Фики, _ мп, ({Е*}) - 
т.т, 
= Фи, ({Е„}) ы Фены. ({Е„}) а ({Е„}) <: 
Е Ф;т,т, ({Е„}) с Ф т, м, ({Е„}) с а ({Е„}) = 
== Ф тм, ({Е„}) # Фа у, ({Е„}) г Фут, мп, ({Е„})]. (1) 


Так как класс Я и база /М находятся во вполне правильном отно- 
шении, то 


Ф/м.21* (=) с Фи (=). 


В общем случае каждая цепь базы [/М№р]” содержит по крайней мере 
(рР-- 1) разных цепей базы №. Следовательно, найдутся такие р попарно 
не равных натуральных чисел п;, п,,...,Пр, которые Зорро распреде- 


ляться в цепях относительно друг ты Ср Сь + -.. +Ср=27 воз- 
можными различными способами. Тогда для каждой цепи базы [М-р]* 


должна удовлетворяться хотя бы одна из С возможных комбинаций 


этих распределений. 

В результате мы получим формулу для Ф/м.р:* ({Е»}), где {Е„} — лю- 
бая последовательность множеств класса #, аналогичную формуле (1), 
где сумма распространится на всевозможные системы попарно не равных 
натуральных чисел п, П.,...,Пр, а каждый член этой суммы представит 
сумму Ср 1 слагаемых из произведений с (р-+ 1) сомножителями, пред- 
тавляющими собой 85-операции над последовательностью множеств {Е} 
с соответствующими базисами из 4-системы К, построенной на базисах № 
и {№}. А так как класс Я и база /У находятся во вполне правильном 


отношении, то отсюда получим, что 
Фрм.р1* (#) < Фн(8), 


чта и требовалось доказать. 
Обозначим через Ф/м.р1*” операцию, отбирающую ядра тех цепей операция 


Ф/ур]*, Которые содержат натуральное число п. 
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ТЕОРЕМА 2. Если класс Я и база № находятся во вполне правиль- 


Ном отношении, то 
Фмр"" () < Фн(Я). 


Доказательство. В работе А. А. Ляпунова (7) доказано, что при 


выполнении условий данной теоремы 
— — 
Фу." (Е) < Фу (=). 


Легко видеть, что при р = 2 


Фим.з1* ({Е„}) = У, Фу _ и, ({Е*})- Фит, кт ({Е $) Фи мп мы ((Ет}) + 


п, п: 


п.п 
- Фут, ({Еп})- Фут мт ({Е"})-Фу_м= {Е} 
5 Ф пм, ({Е„})- Фут, _ м ({Е»})- Ф ами ({Е„}) с 
+ Ф пл, ({Е})- Фуп_ п, ({Ет})- Фу, мт (Е 


+ му [Ф упп, __ уп, ({Е„})- Ф пл, тм, ({Е„})- Фу кпп, _ мпл, ({Е„}) ко 
ыы 
Е Флупп,п, ({Е„}) ы Ф пл, пп, ({Е„}) : Фиш ({Е„}) - 
+ Ф пп, ({Е„}) Е Ф уп, _ мл, ({Е„}) < Ф п пл, ({Е„}) еы 
-- Ф ил, ({Е„}) ы Ф пл, _ мпл, ({Е„}) ы Ф тп, _ пп, ({Е„}), 


я 


где множества Е, принадлежат классу Я. Так как класс # и база № 
находятся во вполне правильном отношении, то отсюда следует, что 


Ф =" (Я) < Фи(8). 


В общем случае при определении Ф, +" ({Е»}) надо сумму, служащую 
для определения Ф„„*„ ({Е„}), разбить на две суммы: первую сумму 
взять по всевозможным попарно различным натуральным числам п, п;, 
П›,...,Пр—1, ГДе п — данзое фиксированное натуральное число, а сла- 
гаемые этой суммы строить так же, как и слагаемые суммы, служащей 
для определения Ф/ур:.({Е„}); вторую сумму взять по всем попарно 
различным натуральным числам п., п.,...,Пр, ни одно из которых не 
совпадает с данным натуральным числом п, слагаемые же этой суммы 
строить так же, как слагаемые суммы, служащей для определения 
Ф/(мр1* ({Е„}), закрепив только дополнительно у каждой базы 85-опера- 
ции число п. А так как класс и база М находятся во вполне пра- 
вильном отношении, то отсюда следует, что 

Ф/ ур" (Е) с Фи(Е), 
что и требовалось доказать. 

Обозначим через В {\г}* Операцию, которая отбирает точки, входящие 
не менее чем в (р--1) ядер В; „-цепей, т. е. точки, получаемые 
В {м}-Операцией, но не являющиеся точками {№} — А-значности, где А <р. 

Следствие. Если № — жесткая база В*-операции, то власс Вино: 
жеств инвариантен относительно операции В {х}}-, а также относительно 
всех операций В {рта т отбирающих ядра тех цепей операци В{ць}ь, 
которые содержат кортеж (п:, п.,..., пу). 


| 
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Действительно, так как М — жесткая база В“-операции, то класс 
П.-множёств инвариантен относительно В; у}-операции. А так как 


В-множества и операция В {у} находятся во вполне правильном отно- 
шении, то 


Е {к}. (=) (== В {м} (=), 


где = — класс А„-множеств. Следовательно, класс А.-множеств инвариан- 
тен относительно операции Н{„„}-. 

Пусть /\ — класс трансфинитных индексов {8(2)}, Е класс всех 
множеств, представимых в виде [В (5) = ©], где 8(5) 6». Класс \ назы- 


вается регулярным по отношению к классу множеств Я, если для всяких 
двух функций В, (51) и В,(1), входящих в »), 


[В (2) > В (2)] ЕЯ, 


и вполне регулярным, если, сверх того, для всяких двух множеств 
Е ЕНи Е, ЕЯ можно подобрать два индекса В, (5) и В,(5) таких, что 


Е; = [В, (2) = 9], Е, = [В, (2) = О], 


и равенство В, (2) = В. (7) выполняется только для точек хЕЁ, . Е, 
[см. (°), (°)]. 

ТЕОРЕМА 3. Если № — жесткая база операции Фу, \ — класс вполне 
регулярных трансфанитных индексов по отношению к классу множеств Е, 
находящемуся во вполне правильном отношении с базой № и инвариант- 
ному относительно операции Фу, то для всякой последовательности 
множеств {Е} класса # таких, что каждая точка множества Фк ({Е„}) 
является точкой не более чем № — р-значности, последовательности {Е„}, 
найдется такая последбвательность множеств {Н»} класса ВЯ, что 
Н, > Ел при любом п и каждая точка множества Фу ({Н„}) является 
точкой не более чем М— р-значности последовательности множеств ({Ни}). 

Доказательство. Так как класс трансфинитных индексов › 
вполне регулярен по отношению к классу множеств Я, то в этом классе 
выполняется первая теорема отделимости [см. (5), (3)]. А так как класс Е 
находится во вполне правильном отношении с базой № и инвариантен 
относительно операции Фу, то он инвариантен и относительно операции 
Ф!лр1* и всех операций Ф'„“п. Тогда на основании теоремы А. А. Ля- 
пунова [см. ($), () *] в классе множеств я будет выполняться вторая 
теорема кратной отделимости по отношению к операции Фу. 

Так как из выполнения для данного класса множеств первой теоре- 
мы об обыкновенной отделимости и второй теоремы о кратной отдели- 
мости следует выполнение первой теоремы кратной отделимости [см. (1), 


* Эта теорема гласит: если Х — класс регулярных трансфинитных индексов по 
отношению к классу множеств # и Фу — 85-операция такая, что класс множеств 
Я инвариантен относительно всех 8$-операций Фууп, то для всякой последовательно- 
сти {Е„} множеств класса Е найдется последовательность {Н„} множеств класса 
С= такая, что 

Н,„> Е, — Фут ({Ет}) и Фу ({Ни}) = 0. 
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теорема ТУ], то в классе множеств Е выполнится первая теорема кратной 
отделимости по отношению к операции Ф/(мр]*. 

Согласно условию теоремы, 


Фгмр1* ({Е}) = 0. 


Следовательно, существует последовательность множеств {Н„} класса 


ВЯ таких, что 
Их ся. И и ЧФ мр1* ({Н„}) — 0. 


Это значит, что каждая точка множества Фи ({Н»„}) является точкой 
не более чем № — р-значности последовательности множеств {Ни}, что 
и требовалось доказать. 

Так как А”-индексы таблиц ВЕ.-множеств (или ВА.в-множеств) 
вполне регулярны по отношению к классу КВ„-множеств (или ВЕ„в-мно- 


жеств), то имеет место 
Следствие. Если №М— жесткая база В“-операции и ©={Е»п,,..., п} — 


таблица В„-множеств (или В„в-множеств) такая, что каждая точка 
множества В{м} ({Еъ.,п.,...,т}) есть точка не более чем {№} — р-гнач- 
ности таблицы ©, то существует таблица ©' = {Нь,,..., п} ВВо- мно- 
жеств (или ВЕв-множеств) такая, что Нь,,..., т, Еь,,..., пи 
каждая точка множества В{м} ({Нп,,...,"}}) есть точка не более чем 
{№} — р-значности таблицы ©’. 

2. Пусть № — жесткая база некоторой д5-операции. 

Точки х называются точками ./\-конечнозначности последовательности 
множеств {ЁЕ„}, если они являются точками № — р-значности данной 
последовательности множеств при любом натуральном числе р. 

Обозначим через №" множество всех цепей, каждая из которых со- 
держит по крайней мере счетное число различных цепей базы №. 

Через Фь.. будем обозначать 85-операцию, которая отбирает точки, 
входящие не менее чем в счетное число ядер 05-операции Фх, т. е. 
точки, получаемые Фу-операцией, но не являющиеся точками М-конечно- 
значности. Через Ф,-„ будем обозначать операцию, отбирающую ядра 
тех цепей операции Ф,+., которые содержат натуральное число п. 

ТЕОРЕМА 4. Если класс Я и база № находятся во вполне правиль- 
ном отношении, то 


Ф-- (Е) < Фх(=) 


Фи (В) < Фл (2). 


Доказательство. Действительно, 


Фх-. ({Е„}) РЕ, П Фр1* ({Е„}), (2) 


Р=—1 


где {Е„} — любая последовательность множеств класса Е. Так как класс 


множеств = находится во вполне правильном отношении с базой М, то, 
на основании теоремы 1, 


Фа" (=) с Фх(=). 
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Следовательно, согласно соотношению (2), 


ты (=) < Фх (=). 
В силу формулы (2), 


ФЕ ({Е„}) == П Ф ур, (Е). 
р—1 


Согласно теореме 2, 
Фр] (8) < Фи (Я), 


следовательно, 
Ф--„ (8) < Фл (=), 


что и требовалось доказать. 

Обозначим через В{у}** операцию, которая отбирает точки, входящие 
не менее чем в счетное число ядер В „;-цепей, т. е. точки, получаемые 
В { у}-операцией, но не являющиеся точками {М№}-конечнозначности. 


Следствие. Если № — жесткая база В“-операции, то класс В.-мно- 
жеств инвариантен относительно операции В {}*», а также относитель- 
но всех операций Е {у}*-т...п,, отбирающих ядра тех цепей операции 
В, которые содержат кортеж (п., п.,..., ть). 


Действительно, так как класс А.-множеств # и операция Ве} нахо- 
дятся во вполне правильном отношении, то 


Ву). (®) < Ви} (®), 


а так как класс А,-множеств инвариантен относительно В; }-операции, 
то он инвариантен и относительно операции В { х}-*. 

ТЕОРЕМА 5. Если № — жесткая база операции Фу, ^ — класс вполне 
регулярных трансфинитных индексов по отношению к классу множеств 8, 
находящемусяу во вполне! правильном отношении с базой № и инвариантному 
относительно операции Фу, то для всякой последовательности множеств 
{Е} класса Е таких, что каждая точка множества Фи ({Е„}) является 
точкой М№-конечнозначности последовательности множеств {Е„}, найдется 
такая последовательность множеств {Ни} класса ВЕ, что Нь > Е, при 
любом п и каждая точка множества Фм ({Н„}) является точкой не 60- 
лее чем М-конечнозначности последовательности множеств {Нп}. 

Доказательство. Действительно, в силу условий теоремы, 
в классе & выполняется первая теорема отделимости [см. (°)]. А так как 
класс Я находится во вполне правильном отношении с базой М и инва- 
риантен относительно операции Фил, тоон инвариантен и относительно опера- 
ции Ф,** и относительно всех операций Ф „**». Тогда на основании теоремы 
А. А. Ляпунова [см. (°), (3)] в классе множеств Е будет выполняться вторая 
теорема кратной отделимости по отношению к операции Фу». Отсюда будет 
следовать выполнение в классе Я первой теоремы кратной отделимости по 


отношению к операции Фу», [см. (18), теорема ГУ]. 
Согласно условию теоремы, 
Фу ({Е}) = 0. 
3* 
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Следовательно, существует последовательность множеств {Н„} класса 


ВЯ таких, что 
Ни > Ев и Фу» ({Н"}) = 0. 


Это значит, что каждая точка множества Фм ({Н„}) является точкой 
М№-конечнозначности. 

Следствие. Если М— жесткая база В“-операции и © = {Ел,... п} 
есть таблица В.-множеств (или В„в-множеств)] такая, что каждая 
точка множества Ву} ({Ет,... „„}) является точкой {М}-конечнозначно- 
сти таблицы множеств ©, то существует таблица 6’ = {Н»п,...т} ВВо- 


множеств (или ВВ -множеств) такая, что Нт,... т, 2 Еп,...пк Ш ка- 
ждая точка множества В {м} ({Н»,... тк}) является точкой {М№}-конечно- 
значности. 
Сталинградский педагогический институт Поступило 
им. А. С. Серафимовича 29. Г. 1954 
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М. М. ДЖРБАШЯН 


ОБ ОДНОМ НОВОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ 
И ЕГО ПРИМЕНЕНИИ В ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым). 


В работе строится теория интегральных преобразований с ядрами 
особого вида, являющихся естественным обобщением интегрального пре- 
образования Фурье на системе лучей. Доказывается, что для них сохра- 
няют силу основные положения теории Планшереля—Ватсона для инте- 
гралов Фурье. 

Далее, дополняются результаты работы автора (9) о параметрическом 
представлении некоторых классов целых функций. Полученные в этом 
направлении теоремы представляют собой существенное развитие известной 
теоремы Палей — Винера (19) о целых функциях экспоненциального типа. 


Введение 


До опубликования работы М. Планшереля (!) в 1910 г. в теории 
классического интеграла Фурье были известны лишь теоремы о сходи- 
мости в обычном смысле. Планшерель показал, что теория интегралов 
Фурье имеет более законченный вид, если рассмотреть оператор Фурье 
в пространстве функций С, (— со, + ©5). 

Для комплексной формы преобразования Фурье теория Планшереля 
утверждает следующее [см. (1), (2)]: 

ТЕОРЕМА. Пусть  вещественная или комплексная функция 
1(@&) Е Г, (— со, + со) и пусть 


1 С ; 
=—— ау. 1 
Аа (1) 
Тогда существует функция Е (2) Е Г, (— оо, + со) такая, что 
+ со 


а \ 12 (2) — Р (а, с) 42 =0. (2) 
бе 
Обратно, функция 
1 (е,) = уз } Рем ау (3) 
в среднем сходится к }(т), т. е. 
+ со 
вт {|/(2) —/ (а, 5) 4 =0; (4) 
а—>-+< 


—© 
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— 


при этом имеет место равенство Парсеваля: 


+ о -Ноо 


Кира = Рау (5) 
и, кроме того, почти всюду на (— со, - со) имеют место формулы: 
а Е —1ху 1 
е — 
а УЕ Чу ) ий (6) 
5 
4 е' И —1 
—\— : 7 
Пе ых 5 Рау (7) 


Таким образом, теория Планшереля устанавливает, что существует 
полное равноправие между представимой интегралом Фурье функцией 
и континуальным аналогом последовательности ее констант Фурье — пре- 
образованием Фурье этой функции. 

Заметим, что функция 

%й.2 


1 (в, в) = у ны (8) 


— целая, порядка1 и типас, поэтому утверждение (4) теории Планшере- 
ля одновременно устанавливает, что любая функция класса /., (— со, + со) 
может быть в среднем аппроксимирована целыми функциями экспо- 
ненциального типа, тип которых стремится к бесконечности. 

Из теории Планшереля, в частности, вытекают следующие два ре- 
зультата [см. (?), гл. Ш, стр. 126 — 127] о преобразованиях Меллина, 
которыми мы часто будем пользоваться в настоящей работе. 

ТЕОРЕМА А. Пусть } (5) 6 Г. (0, + со); тогда интегралы 


Е (5, а) = ( 7 (1) 1—4, а>0 (=) (9) 


| нежуо 


на линии $ = + #й(— © << + о) при а-> + со всреднем сходятся к 
некоторой функции Е (5), где Е (5 + я) ЕЕ, (— со, -+ с5), а функции 
‚3 а 
(в.а) = = \ Е (5) =: 4 (10) 


% : 
==> — $4. 
2 


на полуоси (0, -- со) при а—> -- со в среднем сходятся к функиии ] (т). 
При этом имеет место равенство Парсеваля: 


Илрае- У и(Е+ы[ 4. (41) 


ТЕОРЕМА В. Пусть ]1(2) Е Г (0, + со) и у, (2) Е Г, (0, + оо), а Р, ($) 


1 : 
а 1. ($) ($= >И, —©<<[Е+ оо) — их преобразования Меллина в смы- 
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сле теоремы А. Тогда имеет место обобщенное равенство Парсеваля: 
+ 
\^ ФФ = \ (8), 4-54. (12) 


ея 


2 
Для функций класса Г, (0, + со) теория Планшереля формулируется 
для синус-и косинус-преобразований Фурье и имеет такой же закончен- 
ный вид [см. (2), гл. Ш, атакже теоремы 3 и 4 настоящей работы]. 
Существуют и другие преобразования типа синус-и косинус-преобра- 
зований для функций класса Г, (0, + со) [см. (2), гл. УП]. Все эти пре- 
образования характеризуются наличием двух функций К (2) и # (2) таких, 


что при некоторых условиях, налагаемых на функцию ](5), преобразо- 
вание вида 


со 


в =(/@ ау а (13) 


0 


в том или ином смысле обращается при помощи преобразования вида 


1 (а) = | в (ау) 49. (14) 


Г. Ватсон (3) [см. также (2), гл. УШ] впервые построил общую теорию 
таких преобразований в классе Г, (0, со) для случая, когда Й (5) = К (2). 
Результаты Ватсона были развиты и дополнены И. Басбриджем (“), 
Е. Титчмаршем (5), М. Планшерелем ($) и другими. Случай несимметри- 
ческих ядер, т. е. случай, когда А (5) = # (5), был исследован Кобером (?) 
[см. также (?), гл. У]. Из результатов Кобера отметим следующий: 

ТЕОРЕМА. Пусть функции к(5 + я) иН (5 = я) удовлетворяют 
условиям: 

1 : 
зир |к (5+ #)|< +, зар |н(5—#)| < +, 
оо +05 7 —оо< {оо 


2. к(5+#). н(5—#)=1 5 


— преобразования Меллина функций 


к (1+8) н(++#) 
А 


те 1, 6 
3 559 7-й 


Пусть, далее, 


= ® (2) 


Тогда заданная функиия ] (1) Е Г. (0, - со) имеет два преобразования: 


со 


в аи, в Уфа, = 9) 


принадлежащих к классу Г» (0, -- со), причем почти всюду на (0, ©) 


о а, = ея г) (уу (46) 
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и имеет место равенство 
со со 
| вк (2) в, (в) аз = \ |1 (2) 4. (17) 
0 0 
В работе автора (8) на основе асимитотических свойств целой 
функции 


со 


2” 1 
Еь (а, №) = р. (-=<в<®, >=) (18) 
п=0 


была построена теория обобщенных преобразований с несимметрическими 

ядрами вида и Е, (2; р) и была доказана следующая теорема о 
представлении функций в смысле обычной точечной сходимости. 

| ТЕОРЕМА. Пусть функция $(у) непрерывна на полуоси [0, + ©3], 


имеет ограниченную вариацию на любом отрезке [0, В] и удовлетворяет 
условию 


|2 (2) |291 #2 < оо, рт, Ор". (19) 
0 
Обозначим 
ФИ | бе (20) 
0 
и 

С (ш, с, р, в) = 
1 
> 


А есету ЗЕ : 
= = | т" | Фе №) Е, (ше %; р) 89—14 + 
0 


зи | ы Ф @е т) Е. (иде 3; в) 2—1 а) : (21) 
0 


Тогда: 


И 
а) если и>0 и при р=-5 в=1, а при >= Ор! то 


(1) = Нш С(ич,рьв); (22) 
6) если при в=- в =1, а при >> О<ь<1, то 
5 (+0 = Ншб (0, 2,6, в); (23) 
в) если при > 1 ив 0, то для любого ш-Е 0, |атеш| > 
Вш бр, =. (24) 


Результат этой теоремы позволил получить представлевие непрерыв- 
ных функций, заданных на произвольной системе лучей, исходящих из 
начала координат комплексной плоскости. Таким образом был построен 
интегральный аппарат, являющийся естественным обобщением интеграла 
Фурье. 

В настоящей работе строится теория прямых и обратных преобразо- 
ваний с ядрами вида е-, Е, (2; в) в классе [.. 


НОВОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 137 
и 
Рассматривая поведение таких преобразований в комплексной области, 
мы строим здесь интегральный аппарат, являющийся естественным обоб- 
щением интеграла Фурье, для представления функций, принадлежащих 
к классу Г., на произвольной конечной системе лучей, исходящих из 
начала координат. 
Полученный интегральный аппарат позволяет доказать, что для про- 
извольной конечной системы лучей {Г}, исходящих из одной точки ком- 
плексной плоскости, можно построить целые функции нормального типа 


ы 8 
и определенного порядка р> 5, сходящиеся в среднем к заданной 


функции, принадлежащей к. классу Г, на {Г}. 

Таким образом обобщается приведенная выше теорема Планшереля, 
согласно которой функции класса [,, (— со, + со) могут быть в среднем 
аппроксимированы целыми функциями экспоненциального типа. 

Полученные теоремы об интегральном преобразовании в классах Г, 
с ядрами вида_е—?, Е, (2; р) позволяют существенно дополнить ряд ре- 
зультатов работы автора (?) о представлении целых функций, интегри- 
руемых по лучам, исходящим из одной точки комплексной плоскости. 

Таким образом, получен ряд теорем о параметрическом представлении 
определенных классов целых функций конечного порядка р — и нор- 
мального типа. Эти теоремы являются естественными обобщениями из- 
вестной теоремы Палей и Винера [см. (1)] о параметрическом предста- 
влении целых функций экспоненциального типа, принадлежащих к классу 
Г. (— со, - со). 

Настоящая работа содержит четыре параграфа. 

В $1 изучаются некоторые свойства функции 


рее ьчна р <ь<+9) 


к п : 
при 55 <«<2“— 25 И вычисляется ее преобразование Меллина. Затем 


устанавливаются некоторые тождества между преобразованиями Мелли- 
на функций 


3 


Е (57 ея; ва) зи и. 


В $2, на основании результатов $ 1, устанавливаются прямые и об- 
ратные теоремы типа приведенной выше теоремы Кобера о преобразова- 
ниях в классах Г,(0, -- со) с ядрами 


ее . п } 
= Ну 1 
Е, оРуве Е Е ЕЕ, 


` В $3 устанавливается сходимость в среднем обобщенных преобразо- 
ваний и строится аппарат интеграла типа Фурье в классе Г, для про- 
° извольной конечной системы лучей, исходящих из одной точки комплекс- 
ной. плоскости. Далее доказывается теорема о приближении в среднем 
целыми функциями на данной системе лучей. 
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р рее рееаи Е Е нененнЕИи 
В $ 4 определяются классы целых функций А., Въ, Со, О.(р)и по- 

лучаются параметрические представления для указанных классов. 


$ 1. Вспомогательные преобразования и тождества 


1°. Некоторые свойства функции Е» (2; №). Как в настоя- 
щем параграфе, так и во всей данной работе мы существенно будем 
опираться на асимптотические свойства целой функции, определяемой 
рядом Тейлора вида 


Еф (2; в) = У, Геи, (1.1.1) 
П—=0 


где р>0 и — ©<в< - © — произвольные параметры. 

Легко видеть, что при любом р целая функция Е, (2; р) имеет по- 
рядок р и тип 1. Отметим также, что целая функция Е, (2; 1) известна 
под названием функции Миттаг-Лефлера и в литературе обозначается 
через Е ‚ (2). 

е 


Асимптотические свойства функции ЕЁ, (2; р) в различных частях пло- 
скости 2 при |2|->со были изучены в работе (11). В работе автора (8) 
указанные асимптотические свойства были несколько уточнены в том 
смысле, что мы имеем полные данные о поведении функции Е, (2; п) 


1 е 
(*>5) при любом значении параметра | в замкнутои плоскости 2. 


Мы приводим здесь формулировку основных асимптотических свойств 
функции Е, (2; №), доказательство которых содержится в работе (3). 


ЛЕММА 1. Пусть р> — и число В определяется из следующих условий: 


1 
р < <= пра 5 «р< 


(4.1.2) 
25 <В<- при р>1. 
Тогда: 
а) если |агв 2| < В, то при |2|-> со 
Е, (2; в) — рав) е° | 0(;): (1.1.3) 
6) если |агр2| >В, то при |2|-> << 
| 4 
Е, (2; в) = 0(;). (1.1.4) 


При этом отметим, что при определенном выборе параметра р в форму- 


лах (1.1.3) и (1.1.4) член 0(;) может быть заменен членом вида 0(-: 


ее } 1 
Что касается асимптотических свойств функции Ес (2; в) при р=-, 


то здесь уже при любом р мы не имеем представления о ее поведении 
в замкнутой плоскости 2. В этом случае лишь известно, что если 
| ат 2|< т, то при |2|-> со з 


чаю а 
Е, (ца те? +0(+). (1.1.5) 
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Но в частном случае, когда р =1 или р=2, очевидно, что 


Е, (2; 1) =е1У1, Е, (212) = ВУ 
2 > И 
и, таким образом, нам известно поведение функций ЕЁ, (2; 1)и Е, (2; 2) 


о 


2 2. 


во всей замкнутой плоскости 5. 
Обозначим при х >. 0 
в 


ся (беж Ва (1.1.6) 


и докажем следующую лемму. 


ЛЕММА 2. Если в — и а то при 35 <*< 2—5 


ер (2; ©) 


ЕД, (0, + <<). (1.1.7) 


Доказательство. Выберем число 8 >> 0 так, чтобы при О<х-д 
имело место соотношение: 


|, (5° са, +1) |< ры: ОЗ (4.1.8) 


Тогда при 0 <2<6 для любого 0 <«<_2м будем иметь: 


ер (т; а.) 2 
з 5 Га г (1.1.9) 
Но р>-, по условию, поэтому из (1.1.9) следует, что 
и, (1.4.10) 


для любого О< их 2т. 
Покажем теперь, что если В, >0 — достаточно большое число, то 


п п 
при 5, << 2—5. 


Е «) 


и о, (1.1.41) 


Очевидно, что из (1.1.10) и (1.1.11) будет следовать утверждение (1.1.7) 
леммы. 

Пусть В определяется из условий (1.1.2). Если В<«<2*—В, то, 
по асимптотической оценке (1.1.4) леммы 1, при х > А, >0 найдем: 


< = Ся т и (1.1.12) 


6 


е (2; ©) 


т 
ея 
где С, — постоянная, не зависящая т ей 
Из (1.1.12), в силу условия 85 -- 5, следует, что при В<«< 
<2*—В 


че &) 


ЕГ, (Ва: + оо). (1.41.14') 
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Пусть теперь 5 «< В или жж —В << 2 — >. ; тогда, по оцен- 
ке (1.1.3) леммы 1, при х>. В, >0 будем иметь: 


ер (2; 9) 


< (ы— +-—) (1.1.13) 
д? 
где С, — постоянная, не зависящая от т. 
Так как х16Г,(А,, {+ оо) и, в силу условия кам += леммы, 


и р РЕ, (В,, | <<), то из (1.1.3) заключаем, что 


— ®) 


ЕД, (В, + с<) ам 
при 5 << В или ра я 
Из (1.1.11'), (1.1.14”) следует (1.1.11), и таким образом лемма доказана. 
В дальнейшем мы дополним результат этой леммы и покажем, что 


рые 
2 

2°. Преобразование Меллина некоторых функций. До- 
кажем следующую лемму. 

ЛЕММА 3. При 0< Ве; <1 имеют место формулы: 


утверждение (1.1.7) справедливо и в том случае, когда р = 


со 


$ С 
\ ВР 14 т = сз", (1.2.1) 
0 
1 — с03 х ты РА > 5 
= - 4: = шт, (4.2.2) 
0 
Е В ое 
— ая 14х = НЫ Ета 9 (1.2.3) 
0 


Доказательство. Известно [см. (12)], что при —1< Ве; 1 


\ эид а*ч4е = Г (5) ма ^®, (1.2.4) 
0 


откуда следует, что при 0<Вез<2 и, тем более, при 0 Ве; < 1 
имеют место равенства: | 


со 


и ая-иье = Г ($ — 4) “а > ($— 1) = — со, 
$ 


т. е. формула (1.2.1). 


Для доказательства формулы (1.2.2) заметим, что из (1.2.4) для лю- | 
бого #> 0 получим: 


\ 311 5. 23—45 = ГГ (5) чп > ь (1.2.4) 
. 


НОВОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 144 


Пусть 0<:<1 — любое фиксированное число, тогда при {> з для 
всякого А. 0 


> (1.2.5) 


о | 


А 
| зал ига | < 


Из (1.2.5), по известному признаку равномерной сходимости несоб- 
ственных интегралов [см. (12), стр. 701], будет следовать, что для любого 
0<‹с<1 интеграл 


со 


\ 310 7. 12° | (1.2.6) 
1 


равномерно сходится для значений # > =. Но очевидно, что при 01 
интеграл 


1 
= с. 9-е (1.2.6') 
0 


равномерно сходится для всех значений #20. Поэтому при О«<с<1 
интеграл 


со 


\ эт. 29-х (1.2.6") 
б 
равномерно сходится для значений параметра {>в и, следовательно, 
при 0< Ве; <1 интеграл 


[> ®) 

® . 
\ 91 {х. 28—14 
б 


_ равномерно сходится для значений параметра {>> =. Таким образом, по- 
лагая 0< Ве; 1 и интегрируя формулу (1.2.4') по Е в пределах (е, 1), 
получим, поменяв слева порядок интегрирования: 


со 


\ Е 0825145 = (1 — в!) Г ($) а (12) 


: 1—$ 2 
д 
Далее, если Вез =с и О«<с< 1, то имеем оценку: 
со со 
= 


| и — — 27 дз «2 о? 4х = (5) ^ эт? и, и” 24и, (1.2.8) 


при этом интеграл справа, очевидно, сходится. Из (1.2.8) следует, что 
при Ох Ве; < 1 


со 


Пиа \ 009 ар 0. (1.2.9) 
р =—0 [2 
д 
Из (1.2.7) и (1.2.9) следует формула .(1.2.2). 
Что касается формулы (1.2.3), то легко видеть, что она является 
следствием формул (1.2.1) и (1.2.2). 
3°. Асимптотическое поведение одного интеграла. Для 
дальнейшего нам необходимо выяснить асимптотическое поведение 
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интеграла 
- 


(р) = \ еее, 0<Вез< 1, (1.3.1) 


п 
2 


п 
2 


когда р-> + со. Докажем следующую лемму. 
ЛЕММА 4. При 0 Вез< 1 


„2 
5—1 рт 
м - РУ (р) = ге—#. (1.3.2) 


Доказательетво. Имеем: 


са и р” т (п—1+3) > 
Ир = У ) ани =2 5 м 
по = 
и 


Разобьем ряд (1.3.3) на сумму двух рядов, в которых суммирование 
производится соответственно по четным и по нечетным значениям п, 
тогда будем иметь: 


п5 - п 75 
60$ —- со рп 1 (®«-т +3) 
И (р) =2 1—$ +2 У сл 2—1 $ к 
ти 
рат эт (= — =". с05 => 
= 
+2 ЕЕ +1)! 21+ $ але > 
п=0 ‹ 


— воз ^® $ (— 4)" р" т < ВЕ мы К 
2сов 2 2 (-1 (2)! (28 — 1 - $) Е 281 =. (3 (28-11 (п 5) г 
-еы Е 
= ПЕРА. - 2с0— > (— 1) тг азии к 
0 
бы реп 1 соз 
. п 
-- 251 > > — 1)" В ети = 
т - бо 
— 2603 а 2 (с05 рх — 1) ах - 2т зе шт рх ах =2 —_— 
0 0 
р Й р 
0$ < — 1 
— 2р!-3с03 ^^ == аи 4 -- 2р-$ яп = ее Гоа ЩЕ 
| 


Так как 0< Ве; < 1, то из (1.3.4) следует, что 
тв Р*—Щ (р) = 2соз —® еее 21ах -- 
р-» 
о 


- 29т = \ ее 2—1щт. (1.3.5) 


0 
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Из (1.3.5), в силу формул (1.2.1) и (1.2.2), получим: 


м р’ ЧУ (р) = 2008 > —_ 91 > - 


т ры те с08 > = = =. 


$11 $, 
откуда, по формуле дополнения 


Г($)Г(1— $) = 
следует утверждение (1.3.2). 


зш ду ? 


пк = 
р в плоскости 2 разрез по лучу аге2 =, где 55 << — 


а (#>2 5). 
ай в разрезанной таким образом плоскости 2 ту ветвь функ- 
ея Л ь 
ции 22—01 @=У+и, о << + о}, которая на полуоси 


0<< -- со принимает значения ехр {[6 (5 | № — 1) — 1] 1022} и обозначим 
через (в контур |2|= А, лежащий в указанной плоскости с разрезом 
аго 2 =. Тогда справедлива 
1 а 
ЛЕММА 5. Если р > а +, то при $= ть 
(—-0<2<э) 
: 211 
| \ Е, (2: Дарение — 2, 1.3.6 
АИ: в ( Е ) Г (2 — $) ( ) 
Доказательство. Обозначим через о, и и соответственно 
те дуги окружности |2| = К, пробегаемые в положительном направлении, 


на которых аго5 изменяется в пределах 
я ок п п п *| 
О 2 ‚ [ 26 26 , Я . 


Очевидно, имеем: 


С Ба ено-ме = | Е,(в в ее 


1в\ КИ 
- \ Е (2; в + 1) 268—014 -- \ Вр (2; в А) 2 Ю-1 да. (1.3.1) 
12) 8) 


Вычислим пределы трех интегралов, стоящих справа в формуле 
(1.3.7), которые мы обозначим соответственно через У, (В), У, (В) и7У.(В). 
Имеем тождество: 


и (В)= \ {Е (2; | Е 1) гв 02—# 2е2?} де(з-+Ни-1)—14 т 


2 
и. 


Е 5) ева = У, (В) + У, (В). (1.3.8) 
‚6 
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Так как Ве $ = Е ‚ то при А>В,, в силу оценки (1.1.3) леммы 1, 


имеем: 


в(— с, в (-х) — 


|У. (В) < А = с, в' (С, >0), 


откуда, в силу условия в<-—+ _, заключаем, что 


Нш У, (В) =0. (1.3.9) 
В—>-< 


Далее, для интеграла У‚(В) после замены 2 = Ве? получим выра- 


жение 


= 
У, (В) = 8—6 \ о ь. 
= 
— 56-0 \ ее 17 (В), (1.3.10) 
+ 


а из (1.3.10) и предельной формулы (1.3.2) леммы 4 найдем: 
. 2 м 


Из (1.3.8), (1.3.9) и (1.3.11) следует, что 


- 23 
Докажем, что 
Пш У, (В) = Нш У, (В) =0. (1.3.43) 
В—>- = В>+® 


Так как соответствующие оценки при доказательствах вполне анало- 
гичны, то мы ограничимся лишь установлением второго из предельных 
равенств (1.3.13). 

Заметив, что в интеграле У,(В) аге2 изменяется в пределах 

п п п п 
[= я «| ‚ где 5 << <2*=— 25 › Получаем, что при т У, (В) =0 


к 
при всяком В. Если же << < 2*®— в разберем отдельно три 


случая: 
1) > 25 <“ < В, 
2) а и 
З кие т. 


26 


где число В имеет тот же смысл; что и в лемме 1. 
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В случ 
учае 1) мы опять напишем тождество вида (1.3.8) для дуги /®: 


У. (В) = {Е (в) — разве" побьет 4 
(3) \ 
7: 
резон — У, (В) + У, (В). 
9) 
Ё 
Так как оценка (1.1.3) леммы 1 справедлива при | ага 2| < В, то снова 


будем иметь: 
Пш У, (В) = 0. 


ЕВ—>+® 
Что касается интеграла У,(Ё), то заметим, что при 5— < агро 2 < В 
| ; Ара 
|2] = В, 
Ве 2? = А* соз Вр < 0, 
так как из определения (1.1.2) числа В следует, что > <№< 0 при 


1 
любом >> =. Поэтому имеет место оценка: 


п 


У, (В) < \ ых е ть 
[У, < \ в=р(«— 5) 5 
Пе. 


откуда получаем, что Пт У.(В) = 0. Таким образом, в случае 1) дей- 
В—>- < 


‚ ствительно 
Пи У. (В) =0. (1.3.13) 
В—> + 


В случае 2) используем оценку (1.1.4) леммы 1; тогда при В > А° 
имеем 


- с 
дак’ Я сия’ В, 


где С, — постоянная, не зависящая от К. Из этой оценки, в силу того 
1 1 
чтор < —- + -> ‘получим равенство (1.3.13): 
В случае 3} оценки, проделанные для случая 1), полностью повто- 


яются, и мы снова получим равенство (1.3.13'). 
‚ У 


Из (1.3.7) и предельных равенств (1.3.12) и (1.3.13) следует утвер- 
ждение (1.3.6) леммы. 
1 


40. Преобразование Меллина функции Ёь (22 ей „--1) хи. 
1 1 1 
По лемме 2, при р>о и 5 << += 
е» (5; «) х 1ЕГ, (0, + со) 


„ п п 
для любых значений о из отрезка [= ‚ ж— = < 
По теореме А из теории преобразований Меллина, приведенной во 
введении нашей статьи, следует, что на линии 


ЗЕ-И (-ю <) 


4 Известия АН, СССР, серия математическая, № 2 
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м ЗНАНИЕ ОО ЕЕ ВВ 
интегралы 


\ 60“) и-шр, а>0, (1.4.4) 
1 


при а-> — со сходятся в среднем квадратичном к некоторои функции. 


Л 
Однако мы покажем здесь, что при Вез = —_ интеграл 


сходится в обычном смысле, и вычислим его значение. 
Докажем одну из основных лемм этого параграфа. 


1 -. 
ЛЕММА 6. При >55 р ее для значений ть 


<< 2*ж— Я имеет место формула 


\ Е, (ге; в + 1) теб 0-1 ар = 
0 


ЕС (в3=5). (1.4.2) 


Г(2—$) 1— с тз+и 0 
Доказательство. Рассмотрим функцию 
Е (г; ь-- 1) Ри —1 
Го к п 
в плоскости 2, разрезанной по лучу аге2= и, где ны <«<2т— 55; 
при этом выбор ветви функции 22°+#——1 тот же, что и в по 3. 
ад г-а отдг- И Сбозначим ро Г. (В;=) замкнутый кон- 
и тур, пробегаемый в положительном напра- 
влении и образованный окружностями 
[= ОА (Е 


и двумя краями разреза агё 2= & (<|2|< В) 
(см. рис.). По теореме о вычетах, имеем: 


Е (аз в + 1) 6-04: =0. (1.4.3) 
Г\В;=) 


Напишем эту формулу в развернутом 
виде, учитывая выбор ветви функции 
2281101 в нашей разрезанной плоскости. 


Имеем: 


В 
е—2т—а)э(+и—1) \ Еф (ге®; в Т) ее ат + 
= 
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+ Е ен — 
1 у 
=. 
— стар (-Ри—1) \ 1 (ге; в 1) ев) — д» Е 


= 


и \ Е, (ау № Е 1) 226-+и- ще — 0. (1.4.4) 
& \ 
4 
Заметим, что при Вез = —-, если =е>0 — достаточно малое число, 
имеет место оценка (1.1.8), поэтому для таких е 
2 
2 е (— >) 


| Е, (2; № - 1) 228+и—0—14} Ред: #7 2ке 


& 


1 
Отсюда, в силу условия в > >, получим: 


[ша \Е.(2; р 4) а --9-142 — 0. (1.4.5) 


=>0 [ 


Совершая предельный переход в (1.4.4.), когда =->0, в силу (1.4.5) 
получим тождество: 


В 
езае(з-Ни—1) {ети де 1} \ Ри [Ре в 5Е 1) ез+и-Ибфй —= 
0 


сы \ Е, (2; в + 1) 2+1 д; (1.4.6) 
1В у) 


при этом интеграл в левой части (1.4.6) абсолютно сходится при любом 
конечном В, так как, по условию, В 
Перейдя к пределу при А -> -- < в обеих частях тождества (1.4.6), 
в силу формулы (1.3.6.) леммы 5, получаем формулу (1.4.2.). 
Обозначим 


И 


_в. (8: = ( ть —  б.е’емь-Е зи; (1.4.1) 


1—$ 
0 
ее 
тогда, как нетрудно видеть, после замены переменной г=х? формула 
(1.4.2) может быть записана в следующем виде: 
в 
$| — — ра (з+и—1) 
Фо ($; ®) 2то е Е ] , (1.4.8) 
1—8 — ГО—® 1 соб 


4* 
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: ы 
Отметим, что эта формула получена нами при значениях р =. те = 


И Л п 5 
лажу для любого 5, << 2—5. 


> р 1 : 
Для дальнейших целей выясним поведение функции $5 (= и; “) 
при {-> + со. Имеет место 


ЛЕММА 7. Если р> = ‚ то для всех значений в <а«< 2 Е 
существует постоянное число М такое, что 
в, (3 +1; «|< м (+). (1.4.9) 


Доказательство. Заметим сначала, что из формулы дополнения 


г(9га—э = 


911 75 


при => {и (-<< < + о) следует: 


1 ь У —и 
Ее р 
|г (5 +й | уеЕ>У* Ре (1.4.10) 
Поэтому из (1.4.8) имеем: 
р» р ЗМ 9 (1.4.11) 
а 


Пусть #- - со; тогда из (1.4.11) находим: 


|6, (+ +в =) < мые * 


где М, — постоянная, и так как, в силу условия «< ж— = : 
= г ар — 2*р < 0, то 
1 : 

|6, (= +й; а )\ < М, при 1-> + оо. (1.4.12) 

Пусть теперь #-> — со; тогда из (1.4.11) следует, что 
:. ь т а 
|6, (5 вы “) < м8 ) в 

где М, — постоянная. Но «> т ‚ поэтому 

|6, (5+ +1; «)| < М, при #> — <. (1.4.12') 


Из (1.4.12) и (1.4.12') следует утверждение (1.4.9) нашей леммы. 
Отметим, что мы доказали лемму для всех значений в не- 
смотря на то, что формула (1.4.8) была нами установленй при 
1 1 1 4 
пы 
Это обстоятельство будет использовано для дополнения результатов 


лемм 2 и 6 в случае, когда в=-> с 
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ъ 1 п 
Из доказанной леммы легко следует, что при р > = и ря <“ < 


п 


6, (++ и; «) 
26. (450,455) (1.4.43) 


=——# 


2 
Следует отметить, что при и и в. Г - - -1 утверж 
- 5 5 в 5 5 Утверждение 
(1.4.13) является простым следствием из формулы (1.4.2) и леммы 2, 
если применить теорему А. 
5°. Некоторые оценки. Приведем некоторые оценки, которые 
в следующем пункте будут использованы для распространения резуль- 
татов лемм 2 иб на случай, когда р=-—. 


2 
Обозначим 


В. =(в- + Ооо (1.5.1) 


и заметим, что А, 2р > > (п> 0). 
ЛЕММА 8. При $ = Вие®, п> пт имеют место оценки: 


‚еее 


< 


ИЕ ет (8— и) 


У окр (они-то — пра, м 3 < 191, Бы 
<+ 


-ехр {В (к —«)зт $}, если |Ф| 


для любого р> 0. ть 
Доказательство. Для 5 = Вье® имеем: 
[4 — е2426-—и)]2 — се ато те 1—2 еп зт 9 п 2 пр (В. с0$ф — в) = 


— е—272Е и 31 + {ет п, 310 Ф -- е—2еЕ и зтФ — 


— 26032 пр (В, созФ — в)} =е` *7?Еп 19} (9). (1.5.3) 
Если < << > ‚ то из определения функции }($) следует, что 
71 ($) 2 е2теВ из т $| — 2. (1.5.4) 


Если п>. п, то из (1.5.4) заключаем, что 
1 
1 (9) > 5 евивтя, к. (1.5.4') 
Далее, для всех ® при $ = Аие® имеем: 


пень — е—2Виз1$. (1.5.5) 


[е 


Из оценок (1.5.4’), (1.5.5) и из формулы (1.5.3) следует первая 
оценка леммы. 
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Й и 
Для установления второй из оценок заметим, что функция /($), 
п 


определенная в (1.5.3), четна в отрезке [- = ) | . Поэтому доста- 
точно оценить снизу функцию / ($) в отрезке Го, | . Имеем: 
р (©) = 2жрВ„ {[е7 те — слоте] совф — 
— 2 зщ 2жр (Ви с08Ф — №) 3119} > 4 поА» {2 прВ с08Ф — 
— 23112 пр (В, с0$Ф — р} 9119. 

Отсюда следует, что при 0<®<- ‚ ели п> п, достаточно большое, 
Г (Ф)>0. Поэтому, в силу четности функции ] ($), для |Ф| < — имеем: 
19) > (0) =2А— с082 тр (В, —в)} = Аз тр(В, —в) = 

= Ави ( п + 5) ==4. (1.5.6) 
Из (1.5.3) и (1.5.6), в силу (1.5.5), получим вторую оценку леммы. 
ЛЕММА 9. При ; = Ве®, когда |$| <->, имеем: 
10 | Г (Ве!) | = А созФ 105 В — В с03Ф — 
—- 108 В — Возше + 0(1), (1.5.7) 
где О(1) равномерно ограничена для всех значений |191 <-—- при В>-[ оо. 


Доказательство. Известно [см. (13)], что для любого е>0 
в области |атб5| <п—е (0<е< т) имеет место формула 


1 1 
в+-=5-) 1085 — 5 +5 1052" — 


— 


@ + 2 «т (5), (1.5.8) 


[© ®] 
—( $ 
о 
где — ==. <$(0 < 0, а т(5) — целое число. 
Положив в (1.5.8) 5 = Ве? и беря вещественные части, получим 
(1.5.7). 
Из лемм 8 и 9 получается следующая оценка, которая будет нено- 
средственно использована нами ниже. 
Обозначим при 5 = Ве® 


р [нее] 
е 


Е (3; В») = (1.5.9) 


И 
Г($) 1 себе-м |` 


ЛЕММА 10. При ыы ' 25 << ж— > ‚ когда п> п имеют 
место оценки: 


Р(®; В.) < СИЕ, а при © 


Л 


<>, (4.5.40) 


Е (ф; В») С, Вы (1) т" приФ<—>, _— (4.5.40) 


где С1, С, и С; — постоянные, не зависящие от Ви и $. 
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ЕВ Из оценки (1.5.7) следует, что при $5 = Але®, 
|] < А 


же 
Въ 5 13ШФ| 


1 — Ге \Вп 003$ 
ЕЯ м.УЕ;, (=) е : (1.5.14) 


где М, — постоянная, не зависящая от А, и Ф. 
, 


Из первоВ оценки (1.5.2) леммы 8 следует, что при ч<+<> 
$ = Я, пт 


р [5 +22 и] 
е — — Е п зш Ф 
Е . (1.5.42) 
п п 
7 — 
+ [$ +96-и] 
о (1.5.43) 


Заметив, что 55 << 2—5, из оценок (1.5.41), (1.5.12) и (1.5.13) 
получим оценку (1.5.10). 

Из оценки (1.5.11) и из второй оценки (1.5.2) при 0 <+<- полу- 
чим для п > Пу: 


Ви 003 Ф Ви "= Не й | 3шф 


Р(®; В») < УЕ, ыы г ‚ (45.44) 
а для ——<?<0 получим: 
Ел с03 Ф Е © (по) | 311$ | 
Е - ] 
| (®; В) | <—"У В» (®,) я Е бы 


Из последних двух оценок и следует оценка (1.5.10’) леммы. 

6°. Распространение результатов лемм 2 иб на слу- 

1 
чайр =. В пункте 4 мы получили формулу: 


со 1 
\ Е, (бе; ри 2 = 


0 


1 Р —ар (ви—1)] 


2пр е о 
= ГО-$ 1 с те (Ве= >) , (1.6.1) 
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1 : 1 1 
справедливую при. любом р Зее ‚ ели — «р г — Е для всех 


ЕР п п 
значении 55 < «< 21 — Зр* 


1 
Так как, по лемме 2, Е, (лем, „ -- 1) 16 1[,(0, { оо) при ука“ 
занных ограничениях на параметры р, р и о, то, по теореме А, 
при х > 0 : 


1 
Во (ат ем; в ан = 


5 На й сх —а (ви 1)] 


В 2пр е ы 


——@ 
2 


Заменив переменную интегрирования $ =1—$;:, напишем последнюю 


формулу в виде: 
1 
Е (29 2“; р + 1) 2—1 = 


Е 
иг. - : [ ар (и) 
== |1 Сы %, Ре бы , 
я += ы \ Гая) 1 ею т ее о 
— —1а 
2 


ЛЕММА 11. При р > 5 4 с р +— для значений 4 


< — т имеет место формула: 


ь 
Ер (те е!®; в + 1) тит = 


: а. т : [5 — #1] 
Е тр е 2 
`2тё ) ГО 1 сю? "4 (=>0). — (1.6.3) 


— — 15 
2 


Доказательство. Рассмотрим функцию 


В [5 += и] 
ы- по -6 ей 
© = тат ее 


4 ы 
в полуплоскости Вез 2-5 ‚ когда р>. —- т = <= — -- — и пара- 


. =—з-|. 


метр х изменяется в промежутке Е р) 


2 
ый 
В полуплоскости Ве; > —- эта функция голоморфна, кроме нулей 


функции 
тр (з—и) 


В з (1.6.5) 


где она имеет простые полюсы. 
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Функция (1.6.5) обращается в нуль в точках 
$ =Ар1--рк (= 0+4, +2, ...), 
но в силу условия - < Пе +— ‚ из этих нулей в полуплоско- 
сти Ве; > —— лежат лишь нули 
ЗЕ рае р (в ==0; 12, ыы): 
Из (1.6.4) имеем: 


1 


р ья оееь (= е1°°)® 
не {Ф ($} = ни ($ — 5%) Ф ($) = — 21 ЕТ. (1.6.6) 


Пусть, как и в 155, 
В, = (в) +в Оо) (1.6.7) 


Обозначим через Г„ контур области ШО„, являющийся ‘пересечением 
2 4 
круга |5|< А» с полуплоскостью Ве; > о 


‘‹ Функция Ф(5) голоморфна в области ШО», кроме точек 5х = р в 
(&=0,1,2,...), где она имеет простые полюсы с вычетами (1.6.6). 
Поэтому 


С © ивуй 


>=: ( Ф(5)& = — = 5 ет (4.6.8) 
1 
Обозначим через - =,” точки пересечения окружности |5 | = А» 
с прямой Вез=—; тогда, очевидно, 
Пт А;* = со. 
Напишем формулу (1.6.8) в развернутом виде: 
ия р 1. и 
1 р =— 2 6.) ' 
= \ ФО \ ФФ& —з Е 
1 е 18 Ви 
А 
Ве = 
Обозначим” 
т \ Ф(5) 45. (4.6.9) 
|8 |=Ви 
Ве >> 


В силу обозначения (1.5.9) и определения (1.6.4) функции Ф($), при 
д > 0 имеем: 


з 
[У»| < 26 \ Е ($; Вл) 2" °°8 9—1 р. 


п 
р. 
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Отсюда, используя оценки (1.5.10) и (1.5.10'), получим: 


т 
17< И ("а (2) ""' а, (4.6.10) 


-в 
- 
Е 


где Сз и С, — постоянные, не зависящие от п. 
Выберем п>. п, настолько большим, чтобы при фиксированном х > 0 
мы имели: 


С 1 ы 
Н, ЗЕ и_< ет. (1.6.11) 


т 


Тогда, очевидно, при п > п, 


Ви с03 
шах (=) ТА (1.6.12) 
<< 
Одновременно при п.п, будем иметь: 


2 Вл с0$ - 2 

<=)” "< (е А >= 
Ех 0 0 

в 


п 


рая РА 
< \ е ® *"° ф® < \=- В фо". (1.6.13) 
0 0 


Из (1.6.10) и оценок (1.6.12) и (1.6.13) получим, что при п> п, 


С > 1 
|У„| < У» ы +2в-}, (1.6.14) 
откуда следует равенство 
Ша У, = 0. (1.6.45) 


Отсюда и из тождества (1.6.8’) выводим: 


наи ре 
т ие (бет 
ея. | Е ош 
> -18.* 
в 
= 4—1, (Ре, в | 1). (1.6.16) 


Заметим, что из формул (1.4.7) и (1.6.4), определяющих соответ- 
ственно функции ф, (2; «) и Ф($), следует, что . 


Ф ($) = ав = 2 


—1. 
) 


поэтому после замены 1 — 5 = 5; предельное равенство (1.6.16) напишется 
в виде 
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Я Фе (51; а) ь 
59 $1; а а , 
р т | \ а = 2—1, (д?е; в + 1). (1.6.16') 
8 


Формула (1.6.3) леммы будет доказана, если мы покажем, что ра- 
венство (1.6.16’) сохраняется, если в его левой части числа АВ» могут 
быть заменены любыми числами а„, удовлетворяющими условию 


< а<... <<... Ша =- о. 


п> © 


Положим, что {а„} — такая последовательность и обозначим 


— На 
1 бе (5; <) 
5: \ а (1.6.17) 


1—$ 
1 


— = 
2 


Т (а) = 


Для данного п >. 1 число К»„ определим из условия 
* ® 
а В 
Вк„ < "< К 


и заметим, что по определению 
о 1 
НИ, 


В» = (в =)" +ь. 


Отсюда легко видеть, что при п_>. № 


ЕВ №" (4.6.18) 
Из (1.6.17) по лемме 7 имеем: Г 
‹ ВК 
. 1 1 х м (Г. 
[И (@) У (Ве) <-> шах |6, + =) ты] < 
Вк 4 — Вь 
одре ен ить «Бы (1.6.19) 


где М, — постоянная. Из (1.6.16), (1.6.18) и (1.6.19) следует, что 


ай 
Пи У (а) = 2—1, (19 е®; в Тя (225220) 


п—> со 


и лемма полностью доказана. 
Докажем теперь лемму, являющуюся конечной целью пувктов биб. 


Л 1 С 
ЛЕММА 12. Если о -- з — в — -- то то для всех значений “ 
из отрезка [5 ‚ 2 — > 


е› (2; ©) 


1 
Еф (дРе; и = За = АЕ [5 (0; - ©). 
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Кроме того, имеет место формула 


со 1 => а 
\ Е (т® е!°; ь - 1) 2 24х = ки 2—4х = 


0 


© 


; — 4 #1) 
е 


"2тпр т 6 (5; ом 
т 1 сте — 1—5 (Вез ыы ной (1.6.20) 
причем в случае р = => интегралы понимаются в смысле сходимости в 


среднем на линии Ве$ = >. 


Доказательство. Утверждения этой леммы в случае, когда 
>-—, содержатся в леммах 2 и 6, если иметь в виду обозначения 
(1.1.6), (1.4.7) и формулу (1.4.8). Таким образом, остается установить 


1 
справедливость леммы для случая р = 75. 


Формула (1.6.3) леммы 11 в этом случае принимает вид: 


+ @, ($; =) 
Е: = г |) а (20), (4.6.29) 


тт 
2 1 


——1 


но по лемме 7 


|6, (5+ ий; <) < м зоо ребныюе\ 
поэтому у 
&, (5+ и; =) 
= ЕД, (— со, + оо). (1.6.22) 
тай 


Из (1.6.21) и (1.6.22), по теореме А, заключаем, что 
Е (— 27°; р 1) 22 6 Г, (0, со). 
2 


Поэтому из (1.6.3), по теореме А, следует, что на Вез = > 


©. (5; п) 
= лм. \ И 
а—--со 


(2; +1 *Н14х. (1.6.23) 


ра 
2 


ее р 


Лемма полностью доказана. 
7. Тождества для преобразований Меллина двух 
частных функций. Для дальнейшего нам нужно установить неко- 
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торые тождества, которым удовлетворяют преобразования Меллина сле- 
дующих функций: 


е» (2; а) 


т 


а (+) Ех — 
ре: ви ТР т (474) 


Е ах 
4 1 1 4 
В лемме 12 было доказано, что при р> т Е > идля 
Е 2 п 
всех значений > «а 2ж— 2> СУществует интеграл 


26 
@е (5%) Г е(1а) 1 
ОЕ НЫ ЧИНА Е рее ры С, =— 
И \ м. (Вез= - ), (1.7.2) 
вообще говоря, в смысле сходимости в среднем на линии $ = р +й 


{— ®<{< -+ о); при этом в случае в интеграл существует в 


обычном смысле. Мы имеем, что при указанных ограничениях, налагае- 
мых на параметры р, № и о, справедлива формула 


к -. —а #1] 


р ний 2тр! ска а 
аа о. (Вез 5 >)- и 
Обозначим, далее, 
н(=) =) 
: Р- 2=ы \ —- л—щх, 0 =: Вез < 16 (1.7.4) 
0 


тогда, по формуле (1.2.3) леммы 3, 


$ 


.т 

= — 
НС® (5) =Г(5)е’*’, 0<Ве;< 1. (1.7.5) 
Установим некоторые тождества, которым удовлетворяют ‘функции 
© ($; ®) и я (5) при указанных выше ограничениях, налагаемых на 


параметры р, в, а и на $5. 


ЛЕММА 13. При р> ее А г --, когда в = —}- о 


(— >< <{< + ©), справедливо тождество: 


ее  @-и) ©, (1 в: >) НС» (5) 2 


т 
= (1—ы) 


+е йо (@ о = =) НР (5) = р (1.7.7) 


или эквивалентное ему тождество 


ге 
ры > а 


в: раба-ок 


г. (5 2=— >)н® ар (1.7.7) 


к 
®— (1—и) 
0? 
Доказательство. Очевидно, достаточно установить лишь тожде- 
ство (1.7.7), так как тождество (1.7.6) получится отсюда заменой 
я 


“ 4 
$ =1—5:, при которой прямая Ве $ = 5 переходит в прямую Ве $, = 5. 
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Из формулы (1.7.3) получим: 
‚5 в 


о 2пр Ее 
©, (5; >) со а Ге 1 — е р(в-и—\ (1.7.8) 


ето (в ил) & ® (ви) 
е Г) 


2 , 
Фи а ау ее 


Из (1.7.8) и (1.7.8') следует равенство 


ео т ба 3 п\ #18) _ _ 2 __ 
2 в, (5%) 2 6, (52=—2)е р Гг(— 5), 


умножив которое на е "Г (1 —5), получаем: 
„=> (1— УР. (5; 5.) ‚2 @-9 Г (4 — 5) -ы 
+ ез Ию ©, (5 Жж — Е Я —®Г(1— $) = 25. (1.7.9) 


Но по формуле (1.7.5), при Ве = 


Н® (4 — 5) ГИ — зе 0; (@.7.5') 


отсюда и из (1.7.9) следует тождество (1.7.6). 
Если г то имеет место второе основное тождество между функ- 
циями ©, ($;%) и о 


ЛЕММА 14. Прир>1, к +>, когда = И (-[<=< 


<1< + <), для значений параметра о удовлетворяющих условию 
0<е<ж(1—5), (1.7.10) 
справедливо тождество 
аа. (52 и °) НС (4 = 
Ве = а— в. (ее +) 5 а—)=0 (1.7.11) 
или эквивалентное ему тождество 
5 @- в. (а = 2 ы. ‹) Н(® (5) + 
ы (1—з: ЕЕ °) Н“^ ($) =0. (1.7.42) 


Доказательство. Очевидно, достаточно установить лишь тожде- 
ство (1.7.11). Из условия О следует, что 


п п п 


и поэтому м. в доказываемом нами тождестве значения 
‚= ва 
вить) и бя Но) 


имеют смысл и могут быть вычислены по формуле (1.7.3.) 
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Из формулы (1.7.3), в силу (1.7.8), имеем: 


Вы бедны 
?\ 26 — Т@а-® 1 еб = 


И к 
2по = 5 0 — р (з+и—1) __ 
ГИ) 1 сте © а 
п — = 
о (1.7.43) 


Из этой формулы получим: 


у 


©. (5; а -- > ыы °) = ее "+Р) ( и. (5 п) = 


5207. 
— се т 
Е в, (во). (1.7.14) 


Умножим обе части (1.7.14) на "Ну @+0, Г(1—5); тогда будем иметь: 
е и 55 - «) = (1—8) Г (1 ечх 5) Е 
-- а (5 О °) 2-9 Г(1—$=0 
е ) 26 е ) 


откуда, в силу (1.7.5'), следует тождество (1.7.11). 
В заключение этого параграфа приведем еще одну простую лемму. 
ЛЕММА 15. Функция Н“® (5) равномерно ограничена на линии 


= (2-2 << +=): 
А +8) |< У». (1.7.45) 


Доказательство. Мы имели: 


|“) у ([#|< + ®°), 


откуда, в силу формулы (1.7.5), следует: 


Н“® (+ +#) =И2= 
| < 


ИИ ЧТВ у, 


$ 2. Прямые и обратные преобразования в классе Г, с ядрами 
типа Фурье 


На основании результатов $ 1, в настоящем параграфе будет постро- 
сна теория прямых и обратных преобразований в классе Г, с ядрами 
вида 


е1ХУ — 1 : Е а 
т уе Е» (29 уе"; в 1) д" 
рн: ху 
о е —1 
1°. Преобразование в классе Г, с ядром вида т 


и его обращение. Как в этом пункте, так и на протяжении всего 
параграфа на параметры р и р накладываются условия: 


1 1 1 1 
р: (2.1.1) 
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ТЕОРЕМА 1. Для любой функции в (9) из класса в (у) у—1 Е Г, (0, + оо) 
формула 


(=) де 1 и—1 ит. 
= ты ВЯ (24.2) 
определяет почти всюду функции ]“+)(х) и }^)(т), принадлежащие к 
классу [ь (0, + оо). 

Двойственная формула 


8 (у) у = 
ы т и 


0 
* ы Зое. 
ео Вауее в -1) а(а) 42|} (2.1.3) 


также имеет место почти всюду на (0, | со); при этом имеет место 
формула Парсеваля 


Ма (уу ау = р Ил (2) Раз + РИА (2) | ах. (2.1.4) 


0 
Доказательство. Обозначим 


со 


@ (5) = уз (у)у"-т ау; (2.1.5) 


> 


тогда, по теореме А, 


Но, по лемме 15, 


| (;+#)| <У2х, 
поэтому имеем также: 
т ®Н(® (+ +#)в(;—и) 61, (—, + =). (2.1.6) 
Если обозначить: 
о. 
К (2; а) = 0 ^ \ Н(® (5) 6 (1 — 5) 245, (2.1.7) 


|= 


то, по теореме А, существует предел в среднем 


=) =. ры (жа) = 
а—> с 


> |= 


ат 
— (2*6) 2 
от 211 


о 
\ Н“® (5) 6 (1— $) 2—8, (2.1.8) 


э|ы 
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причем 
= (2) 6 Г, (0; + оо). (2.1.9) 
Из (2.1.7) имеем: 
у АЕ 5 +1а 
Я (и; а) аи = р - 


—— 14а 


х 


мм са-) и 
Ей 


откуда, в силу (2.1.8) и (2.1.9), после предельного перехода 
а—>-- <, получим формулу: 


‚ когда 
о ет 
(=) (2то) 2 бы — 
(у (и) 4 = ©") \ би). 2440) 
0 д 
ВРЫРА 
Здесь интеграл справа существует в обычном смысле. 
Но из формулы 


Н(+) (5) 


со 
е1У — 1 
4—5 == 


$—1 
. м ау 


Н“=) (5) 


для любого х > 0 заменой переменного у = ху, получим: 


со 
ие е-*ХУ — 4 
1—$ Е 
0 


$—1 
и * ау 
Следовательно, 


Н(=) (5) 1-3 
Ах 
1—$ 

есть преобразование Меллина функции 


е=ХУ — 1 
+ 


О Ве; 0 


В силу этого замечания и теоремы В, из (2.1.10) следует, что 
х 


ен иШ—1 
\/ (ими = Е (ФУ, 
т. е. почти всюду на (0, -{ оо). 
(+) %. 1 ас е У — 1 
Обозначим 


и—1 
ее. <. 


со 


= (в) 2° 14. 


0 


ЕЕ) ($) = 
Из (2.1.8) мы имеем также 


со 


(кр) ® Н(® ($)6(1—з) = \ П=? (2) =’ ‘ат; 


0 
б известия АН СССР, серия математическая, № 2] 


(2.1.12) 


(2.1.13) 


(2.1.14) 


(2.4.41) 


‚ФФ ь 
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при этом обе формулы (2.1.13) и (2.4.14) справедливы на линии 
ЗЕЯ (— 01 >). 
Из (2.1.13) и (2.1.14) следует функциональное уравнение 


Е) (5) — (2щр)- Н(® (5) 6 (4—5) (2.4.15) 
или эквивалентное ему уравнение 
РС) (1 — 5) = (216) > Н(# (1 —$)С (5), (2.1.15'} 


1 ь 
также справедливое на линии $ = 5 {И (—- ю<:< о). 


В лемме 13 было доказано, что имеет место уравнение 
— тар (‹. п) > (4 
2р=е "в 6, ($ х)Н 1 - 
ый ($; Зе >) НР (1 — 3). (2.1.16) 


Умножим обе части (2.1.16) на С (5); тогда, в силу (2.1.15), будем 
иметь: 


1. .п 
Соус (в) = 6, (5) РСА + 
аа. (5 2= — х) Е (1—5) (2.1.17} 
‘на линии = (— << + о). 
Обозначим 
— +1а 
2 
1 
8 (у; а) уе = 5: \ С (5) у *45; 
1 х 
а 
тогда 
ВЕ 
у 2 
1 С ( ал 
Ес аи и = \ С (2.1.18} 
0 1 


Но, по теореме А, 
8 (9) у = 1.1. ш. 8 (у; а) уе, 
а-—-+ © 


поэтому из (2.1.18) следует, что ‘интеграл 
+ 1 


у 
\ в (и) ит аи = > \ _6 (5) у 4$ (2.1.19) 
0 


р 1—$ 


существует и конечен. 
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Разделим обе части тождества (2.1.17) на 


(Эр) (1—3 у 2 


и проинтегрируем по линии = + И; тогда, в силу (2.1.19), получим: 


у м ; ; 
(в (и) ит аи —= (26) 2 [7 (1—5) к те) &(. 6, (25) Ре ) а— 5) и: = 
7 * 


1—$ 


те 2 ыы @ (5 2 — >) 
И уф. (2.1.20) 


1 
Но в лемме 12 было доказано, что когда р. Зв `_ о. то для 


№] -- Е 


> Гм ь п у. 
всех значений х из отрезка [55 - 2" —5. для `` Ве $ = 


Фр (5; ®) 


1—$ 


= \ Е п. ЕЕ Бава (2.1.24) 


0 
Отсюда для любого у >0 заменой х = ух, получим: 


со 


уу = Е» (2? вузе“, в 1) 52° 292, — (2.4.24) 
0 


причем (2.1.21'’) имеет место на линии $ = р +й ([^-ю<{< +) в 
смысле теоремы А. 
Из формулы (2.1.21'), по теореме В, следуют равенства: 


—. в (=) ЕСУ (4 —5$)у ‘4 = 


2 и от Я 
= у Е, (реж; в 1) ах (2.1.22) 
0 
и 
о л 
2 & ( =) НН 
1 р в = 
т 
1 А 
и 
“ЦЕ, (в уе 5; р + 1) 2" 1) (5) ах (2.1.23) 
0 


5* 
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Из формул (2.1.22) и (2.1.23) находим, что 


0 


- : п =. Е ТЕ ха Уз 
(идиш = (орут оз уе В, уе ев +1) 2 У (ааа + 
0 
- 


= м 2 1 
ее (Е, (29 уе 


0 


ЕЕ мы ВЫ 4т\ , 


откуда следует двойственная формула (2.1.3) теоремы. 
Докажем теперь равенство Парсеваля (2.1.4). 
Почти всюду на (0, -- >) мы имели 


С ХУ — 14 2% 
= = ть ; + 5 (уу ‘ау. (2.1.12) 
У 2-8 
Обозначим 
а у 2.4.42 
1 ут в ву 4у; (2.1.12') 


тогда по теореме Планшереля } (2) 6 Г, (— >о, + с), и имеет место ра- 
венство 


+ со со 
р [1 (2) Раз — © [в (у) Руза. (2.1.24) 


Из определения функций /=)(5) и из формулы (2.1.12) следует, 
что 


1 (=) = а Е. (2.41.25) 


К? (— =) при < 0. 


Из (2.1.24) и (2.1.25) следует формула Парсеваля (2.1.4) теоремы. 
Таким образом, теорема полностью доказана. 

В заключение приведем обобщенное равенство Парсеваля для двух 
функций. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть в,(у) и 8,(9) — функц, определенные на 
(0, + оо), причем в: (у) у"-1, в, (у) уе 1, (0, + оо). 


Если 
1 а Геи 1 
Пе) уткой уу (2.1.26) 
0 
и 
1 аг ехи 1 
9) = уе = Е вв (У) уу, (2.1.27) 
то справедливо равенство: 
г 81 (У) в» (у) уе ау = + (2) 9 (2) аз + К (2) © (2) 4+. (2.1.28) 


Доказательство следует из (2.1.4) обычным методом, поэтому мы его 
опускаем. 
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2°. Некоторые следствия из теоремы 1. При частных зна- 
чениях параметров ри р теорема 1 содержит некоторые известные ре- 
зультаты теории интегралов Фурье [см. (?), гл. ПИ. 

Докажем сначала следующую. лемму. 

ЛЕММА 16. Если 8 (у) у—1 6 [,(0, + оо) и 


(т) — а 1 Е 
Г" (2) = = = а. 80) у ау, (2.2.1) 
то 
Ве | [5 (2) 2 @) а =0. (2.2.2) 
0 
Доказательство, Из (2.2.1) следует, что 
о. 
а У 1 
ыы 8, 024) 


Из (2.2.1) и (2.2.1') заключаем, что функции Ур /С® (2) являются пре- 
образованиями Фурье функций, обращающихся в нуль соответственно 
на (0, {+ со) и (— со, 0). Поэтому по обобщенной формуле Парсеваля 
для преобразований Фурье будем иметь: 


< < 
о) 5 @ а =0. (2.2.3) 


.. — © 


Формулу (2.2.3) можно представить в виде 


} КУ (2) /— (2) 42 + | 19 (— 2) (— =) аз = 0, (2.2.3') 


но из (2.2.1) получаем, что 
АА) (— 2} == и › (1) и р )(— 2). —= р (2); (2.2.4) 


отсюда и из (2.2.3') следует наше утверждение (2.2.2). 
ТЕОРЕМА 3. Пусть ‹(у) 6 Г, (0, + со), тогда формула 


А-В (2.2.5) 
0 


определяет почти всюду функцию, также принадлежащую к классу 
Г, (0, { со). Двойственная формула 


9=иИ- 5 Ф. (в) ат (2.2.6) 


также имеет место почти всюду; при этом имеет место равенство 


|2 (ура = | [Фо (а) р 42. (2.2.7) 
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Доказательство. Утверждения теоремы следуют из теоремы 1 
2 
при р = ив =1 (отметим, что при р = 5 параметр в может изме- 
1 5 
няться в силу условия (2.1.1) в пределах << 5) : 


© 1 
Действительно, при р = 5, в = 1 имеем: 


Е: (- 2; 2) = Хе =. {2.2.8) 
2 П—0 


Положим в теореме 1 8(у)=(4) и обозначим 
1+) (2) + 1 (2) =И2Ф. (2); (2.2.9) 


тогда из формулы (2.1.2) получим (2.2.5). В этом случае, в силу (2.2.8), 
формула (2.1.3) принимает вид: 


== у И [(—) (2) -- 7ЕН (#)] 4, 


откуда, в силу (2.2.9), следует формула (2.2.6). 
Из (2.2.2) и (2.2.9) выводим, что 


со 


2 |Ф. (враз = | |9 (2) Рае \ |1 (в) аа, (2.2.10) 


а отсюда, в силу обозначения & (у) = (у), и из (2.1.4) следует форму- 
ла (2.2.7). Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть $(у) 6 Г, (0, - со); тогда формула 


ас 1— 
о.) = ау (2.2.41) 


определяет почти всюду функцию, также принадлежащую к классу 
Г» (0; + со). Двойственная формула 


Е а 


со вы 
та зя \ Ф, (1) 60529 а, (2.2.12) 


Ф (у) = 


также имеет место почти всюду; при этом имеет место равенство: 


}1е (Рау = { [Ф, (раз. (2.2.13) 
0 0 
Доказательство. Заметив, что при в= = ир=а 
ан ОТ и 
я; ХС — "та =", (2.2.44) 


положим 8 (уу=Ф(у) и рассмотрим результат теоремы 1 в частном 
случае, когда р = > ив =. 


НОВОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 167 


Обозначим 
ЕР (2) — 1+ (2 = ИФ, (в); (2.2.15) 


тогда из формулы (2.1.2) для функции Ф,(7) получим представление 
{2.2.11). 


Далее, в силу (2.2.14), в рассматриваемом случае, когда р = 
формула (2.1.3) принимает вид: 


ир = 2, 


== и т еее —) ((2) — #164 (=) аз, 


откуда, в силу (2.2.15), получим (2.2.12). 
Из (2.2.15) и (2.2.2) следует, что 


со 


2} 1Ф, (2) 4 = | |9 (враг | | (вр ае, 
0 0 0 


откуда, в силу обозначения 8 (у) у=Ф(у) и формулы (2.1.4), получим 
равенство (2.2.13) теоремы. 


3. Преобразование в классе [, с ядром вида 
1 1 . т 


УЕ (пруте" 2; в -| 1) 2—1 и его обращение. Теперь мы рас- 
<мотрим обратную задачу — преобразование в классе Г, с ядром вида 
ЕЕ 
С к 


‚и его обращение. Имеет место 
ТЕОРЕМА 5. Для любой функции }(2)6 Г. (0, { >) формула 


ы 
8 = ау | \ Е› (1 
0 


‘’, #1 (2) 33. 
У ет; в Г), (2.3.1) 


где >> и << +>, определяет почти всюду на (0, + с5) 


функции в(®) (у) у", принадлежащие к классу Г» (0, -| со). 
Двойственная формула 


‚(= 


о оду 
2пр |. у 


ль 2 = @—и) 5 \ = 8>) (у) уг 1 ау) (2.3.2) 
0 


также имеет место почти всюду на (0, + со). Существуют постоянные 
М, >0и М, > 0, не зависящие от функции }(х) в 89 (у), такие, что 


со 


| 15С® (у) Ру? 4у < м, | |7 (2) аз (2.3.3) 


Тубдва «м, | ФР ив + | [85 (ууу }. (2.3.4) 
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Доказательство. Шо теореме А, существует предел в среднем на 


линии = ([-ю<{< + о): 


# (в) =: щ ( 7 (2) 1—1 ах, 
а оо ро 


причем 
1 : 
д - <<). 
Из леммы 7 следует, что при >> < ь <> + — - функции 
1 


6+ Г. 2) (5—а) ах с 


® 
принадлежат к классу [., (— со, - о5). 
Если обозначить 


эн 


а 
80 (у; а) у 1 т = 6 в, (5; >) Раз) у * 4$, 


1 
и" 
т на (2.3.5} 
— В + == . п — 
8(—) (у; а) у * я =: (в 2; ж—)Р4—з)у г (5, 
1 
в 
то, по теореме А, существуют пределы в среднем: 
802 (у) уг-1 = 1.1. ш. 89 (9; а) у = 
а-—> оо 
А 
2 
мет 1 т 
РУ \ т (5 5) Ра) у 45, (2.3.6) 
о 
с › (9) Е —= т т т. (— ) а #—1 — 
8^) (у; а)у 
> Но 
«1 
РУ =. М (5 2 2) Раз) у-* 45, (2.3.6') 
рав 
причем 
у" 18С9 (у) ЕЁ, (0, + со). (2.3.7) 
Из (2.3.5) имеем: 
у у На 
>) (и: ата кь № и р: 
\* (ода — он \ в, (5; =) 4—з) 4, — (2.3.8) 
а 
у ] На 
(—) (и: А 
\ О — 5} © (5 жи и ^ аз, (2.3.8') 
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откуда, в силу (2.3.6) и (2:3.6'), после предельного перехода, когда 
а- - с©, получим формулы: 


1 


т } | я 6, (+ =) 

во о т \ АРА РА — 3) у-* 4, (2.3.9) 
0 ы в 

у с (2-2) 

85 (в) ше аш В и РА ив, (2.3.9) 
0 . 1 


причем интегралы справа сходятся в обычном смысле. 
ь 1 - 
Но из формулы (2.1.21'), справедливой на линии $= 5-+й 
([—-<ю<:< -+ со) в смысле средней сходимости, по теореме В и 


из (2.3.9) и (2.3.9'): 


1 м. 
о -% 
2 е 


у 
едет аи = = уе Е, (де убе №; в +1) 211 (2) 42, (2.3.10) 
0 


1 1 ._ ® 


у со 
=> (и) ии-14и = а уе \ Еь (дв уРе '%; в 4 1) 4-11 (2) ат. (2.3.10') 
ФЕ. ;: о : 


Из (2.3.10) и (2.3.10') следует формула (2.3.1) для функций 


8) (у) у 1. 
Обозначим 
ССР (5) = т ‚сш 808 (у) ут уг-тау (&=5 = п). (2.3.11) 
а 


Из (2.3.6) и (2.3.6') следует, что при $ = >. +#й 


| | 
а их Вх) 1 (-) Ш—19/3—1 0 
(2кр) "6, ( >) Ра Ем (ууу, 
(2.3.12) 
1 


(2=р) * &, (& р >) Е(1— $) = ыы 1. ш \ 86) (уу туза ау. 


Ея т, 


Из формул (2.3.11) и (2.3.12) следуют функциональные уравнения: 


1 


.9.10} 


1 
> (8) = (26) * 6, (5; 2т— >) Е(4— 3), 
Ффевведливые на линии $ = ь {и ([-ю<< +). 
р 
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Уравнения (2.3.13) эквивалентны следующим: 


6 (4—5) = (20) * @, (1 а =) Е (5), 
т (2.3.13') 
65) (4—8) = (2*6) *@, (1 — я ж -2)Р (5), 


1 , 
также справедливым на линии $ = -> и. 


4 ; 
В леммые 13 было доказано, что на линии $ = > | И имеет место урав- 


нение: 
2кр = а ©. (1 — 5; =)но ($) + 


0-9 6, ( И >) НС ($). (2.3.14) 


Умножим обе части (2.3.14) на Е (5); тогда, в силу (2.3.13'), будем 
иметь: 


Еи ее пра 
{2ру® (зе а № НС (5) 6+ а—Э-4ез НС (5) 62 (4—). 
(2.3.15) 
Обозначим 
5 На 
7 (а: а) = 5 \ Е (5) < :а$; 
5-4 
тогда 
е 5 На 
\ 1 (и; дв =>. \ т 2-45; (2.3.16) 
° но, по теореме А, 
1.1. т. та) —= 
А Е 
поетому из (2.3.16) еледует, что существует интеграл 
1 Но 
р х 
1 Е (5 № 
= \ ТО аа = \ 1 (а) ди. (2.3.47) 
Вы 4 ® 
З 


Разделим обе части тождества (2.3.45) на 


`(2тр)* (1—5) 27—12 (=>0) 
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1 : 
и проинтегрируем по линии $ = -- -- И; тогда, в силу (2.3.17), получим: 


к Но 


х п 2 
4 — —@-ь) 1 {= 
и аа е 2 Е т \ —- 54—94 + 
м. 
ны 
рые 
а нор 
ет | Оба) я]. (2.3.48) 


> 
2 


Но для любого х>0 мы имели формулу (2.1.11), поэтому, по теоре- 
ме В, имеем: 


1 ы 
> р 
4 Н(=) = 1х 1 
о аира (2.3.49) 
0 


Я 


оо 
2 


Из (2.3.18) и (2.3.19) выводим: 


РЕ мы —у 
бои = 2 1 Е фи ву 
© 
2. ву —4 


те (у) у" 4) (2.3.20) 


0 


откуда следует двойственная формула (2.3.2) теоремы. 
Переходим к доказательству утверждений (2.3.3) и (2.3.4) теоремы. 
Для преобразований Меллина (“*(5) функций &* (у)у’" выше 
были получены формулы (2.3.13), откуда, по теореме А, выводим: 


оную = 8, (5 Нар =) (5 —#) |, 


и У © 


7’ %/ 
(2.3.21) 
(я › (у) уз ау = быв, (5+8; = )Р (и) | 


. 1 1 Л 1 
Но, по лемме 7, для любого р>-, << = та при всех зна- 


5 п пк 
И — --| имеем: 
чениях а из отрезка |5>, 2* > и 


‚ев 916, (+1); 9|<м «<< @329 


где М, — константа, не зависящая от { и ©. 
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Из (2.3.21) и (2.3.22) следует, что 
со + © 
1 1 АБ . 
Иа (уви-ау <м°-я | (5—8) [4% — (23.22) 
0 — © 


а так как, по теореме А, 
\ Ра = т | (3 +8) 4, (2.3.23) 


то из (2.3.22') и (2.3.23) получаем оценку (2.3.3) теоремы. я 
Наконец, из тождества (2.3.15) имеем, что на линии $ == зе й 


(—=<1<+ о) 
2тр | ($) < 2] НС” (5) Ра +2“? ($) 16° 4—8) [*, 


откуда, в силу леммы 15, интегрированием получим: 


ааа Пеано (аа 


(2.3.24) 


Отсюда, разделив обе части (2.3.24) на 2х, по теореме А найдем: 


т |7 (2) Раз < 2 |189 (У) у ‘+2 |8 (У) Р уз ау, 
0 

т. е. мы получили оценку (2.3.4) теоремы. 

4°. Два случая равенства Парсеваля в теореме 5. Вопрос 
о том, имеет ли место равенство Парсеваля для двойственных функций 
7(5) и 8+) (у) у" теоремы 5 при ах Е параметров р 
и р, подчиненных лишь условию р >. = 5 у < + ‚ пока остается 
открытым. 


Однако для значений в=- и р=1 при соответствующем подборе 


параметра р для двойственных функций }(5) и 8(+) (у) у!-1 равенство 
Парсеваля справедливо. Рассмотрим эти случаи, известные также в клас- 
сической теории интегралов а в классе т... 


ТЕОРЕМА 6. а) Если р=- ав=1 или р=2, то для функций 


1 (2) и =) (у) ут теоремы 5 имеет место равенство Парсеваля: 


\ [1 (2) [ах = \ [8 СР (9) [уе 2 ду + \ 18) (у) [уе-2ау. (2.4.4) 
0 о . 0 
6) Если р=1ир=1, то имеет место равенство 


лад рае = | паб д Рау + |8 фра. = (242) 


0 ' 0 0 
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Доказательство. а) Пусть р = Е ‚ тогда двойственные формулы 
(2.3.1) и (2.3.2) теоремы 5 примут вид: 


&С®) (у) уе = а Е, (— 2293; в + 1) 2—1] (да) (2.4.3) 


0 2 
и 
1 [Тара 
Ге == > (уу + 
0 
тафша С У 1 
у) у ду, (2.4.4) 
0 
где, по (2.4.3), & (у) = &? (у) = 8© (у). 
Если р =1, то, учитывая формулу 
зш ху 


аа, д, 


мы из (2.4.3) и (2.4.4) получим двойственные формулы 


на С вау 
== ат = 1 (2) а (2.4.5) 
и 
> а Сза- 
тей в (у) ау, (2.4.6) 
0 


выражающие результат теоремы 3 из теории классического интеграла 
Фурье. В данном случае равенство (2.2.7) теоремы 3 принимает вид 


й со со 
> 1/2) Раз = \ [в (4) ау, 
| 0 0 
а так как 5 (у) = 2(® (у) = =) (у), то отсюда следует равенство (2.4.1) 
теоремы 6 для значения р =1. 

Если же в =2, то, в силу формулы 


1 — соз ху 


Е. (2,9 


й 


двойственные формулы (2.4.3) и (2.4.4) принимают вид: 


со 


1 па Де 
Е о 1 (+) аз, (2.4.1) 
0 
и 
Ча, (2.4.8) 
0 


где 8 (у) уЕГД, (0, + оо). 
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Но двойственные формулы (2.4.7) и (2.4.8) выражают собой результат 
теоремы 4. Поэтому в нашем случае равенство (2.2.13) теоремы 4 при- 
нимает вид: 

1 С 2х — ы 2 2 
5} 17 (2) Раз = | [в (у) уз а. 


0 0 


Так как 549 (у) = 2) (у) =#(У), то отсюда следует равенство (2.4.2) 
теоремы 6 при значении (+ = 2. 
6) Заметим, что при р=ь =1 


4 


ыы 2 
Е; (2; 2) = я, ам (2.4.9) 
п=0 


Поэтому в нашем случае двойственные формулы (2.3.1) и (2.3.2) теоре- 
мы 5 принимают вид: 


НЯ (еее, (2.4.10) 


1 4 С Ни а С а= Ев 
7(®) = у= | т \ 5 + = 8) (у) 4 . (2.4.11) 
0 9 


Из формулы (2.4.10) по известной теореме Планшереля получим ра- 
венство (2.4.2), точно так же, как это было сделано в конце доказа- 
тельства теоремы 1. 


$ 3. Сходимоеть в среднем обобщенных преобразований. 
Приближение целыми функциями на лучах в комплексной области 


В настоящем параграфе мы дополним результат теоремы 1 и докажем 
основную теорему о приближении в среднем к функциям класса /., (0, + со) 


Я 
целыми функциями порядка р>>-, тип которых стремится к бесконеч- 


ности. В конце параграфа приводится общая теорзма о приближении 
в среднем к функциям, принадлежащим к классу Г, на лучах в ком- 
плексной области, целыми функциями, тип которых стремится к беско- 
нечности. 

Приводимые результаты представляют собой естественное развитие 
теоремы Планшереля, утверждающей возможность приближения в среднем 
к функциям, принадлежащим к Г, (— <, -- со) (т. е. принадлежащим 
к классу Г, на двух лучах, исходящих из одной точки и составляю- 
щих угол ^), целыми функциями порядка р =1, тип которых стремится 
к бесконечности. 

1°. Дополнение теоремы 1. Имеет место 
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ТЕОРЕМА н Для вы р 8 (У) из класса 8 (у) у 1 ЕГ, (0, + ©} 


Л 
если р > и 5 — |? = +5 имеет место предельное соотношение: 


йе паг т 
Иш — 2 Е - —1/—) Е 
ты &(у)—е рывяя е; р) 2-1) (2) 4 
= ара г — - = з 
Е. = \^, (друге №; р) ант [СВ (2) а | ум-зау =0, (3.1.1) 


где, как и в теореме 1, 


1 а С 1ху 
И (2) = у == \ ву Чу Е Г, (0, + со). (3.4.2) 


Доказательство. В дополнение к обозначениям теоремы 41 вве- 


дем следующие обозначения: пусть для любого в > 0 
(=) 
15 (2) = Е ри, (3.4.3). 
0 при #0, 


1 


вЫ ут уу у В, (еруте®; в -- 1) 1 ДЗ (2) аа, (3.1.4). 


ЗЫ С А, 
(У = урду |" Е (еруве" ®; в + 1) #1192) а) —- 


. ® 


Е |" Ц, -. те =*82; р -| 1) 2-14) (94а (3.1.5). 


— Иж ау 


Заметим, что так как функции /<+) (2) и (т) (5) принадлежат к классу 
Г. (0, + со) по теореме 1, то по теореме 5, 
88 (у) уе 6 Гь (0, ©) 
и при любом ‹ >0 | , 
858) (у) ут 6 Гь (0, оо). 
| Далее, так как 
Е а = 


со + . П 
На Бату" е®; вии 42|, (84.6) 


0 


то, по неравенству (2.3.3) теоремы 5, из (3.1.6) имеем: 


©1565 (9) — 55 (Руна ду < М, | |® (2) Ра, т. 


в 0 


где М, — константа, не зависящая от с. 
Из (3.1.7) следует, что 


(=) (У) уе-1 = 1.1. ш 84) (У) ут. (3.1.8). 
в—--< 
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Но из формулы (2.1.3) теоремы 1 и из обозначений (3.1.4) следует, что 


—=; аи) 


В = | в (уе (у) уе} (3.1.9) 


Если мы обозначим 
{1— 


р 


—$ ) г. ) 
в. (уу е & #0 (уу -е ы #2) (у) у = 


1 


‚п = Е. 
Й |= > (1 би вет %; и + 1) 211“) (5) = |+ 
0 


— Ул 


1 1 Ри 2 


г Г еее. в + 4) 2—5 @е] (3.1.10) 
0 


то из (3.1.8) получим: 
8 (у) ут = 1.1. м. 8, (у) ут. (3.1.11) 
в—> {< 


Утверждение теоремы (3.1.1) легко следует из (3.1.11), если заметить, 
что 
1 1 > Е 
Ра м) 


-а [у Г | ВЫ | 
ду [Вр вуте №; в) = зу У 2 Геи) 5 


ви (2. 
а ЩЕ а" 1 ся 
— а | ы Г(и + пр) }. «|- 
ы Ее В чи 

\Е@ = вез; в) * 4 = у Е,(х?у ве"; в). (3.1.12) 


0 


зна 
= 


2°. Приближение в среднем на луче (0, + со) целыми 
` 
функциями порядка >, 
конечности. Докажем следующую теорему. 
1 


ТЕОРЕМА 8. Пусть рот и То 5+5. Если в, (у) — произ- 


тип которых стремится к бес- 


вольная функция из класса 


со 


} | (у) В убме-е-т у << + оо, (3.2.4) 
то функции ; 
т ВЕ ем 1 ы 
=) (2) = а \ ито 21 (у) у: ау (3.2.2) 


0 


принадлежат к классу Г, (0, -{ оо). 
Целые функции порядка р и типа с >0, определяемые по формуле 


О С Е © р 
А у} Ве (22 22; в) хи 7) (2) ар | 
[о 


о . 95 


\ 5, ОЕ в) 21/9 (2) ах, (3.2.3) 


9 


та 1 


нк УЕ 
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сходятся в среднем к в, (у), когда <-> - со, в смысле 


„Ви 1 & (9) — бо (у) уже 4у = 0. (3.2.4) 
0 
В случае, когда р>.1, для функций @,(=) справедливо следующее ра- 
венство: 


со 


] и —е— вы п п 
И 14 =0, с «э«ж-т. (3.25) 


Доказательство. Формула (3.2.4) легко следует из теоремы 7. 


1 
Действительно, обозначая 8 (у) = в, (у?), из (3.2.1) получим, что 
в (уу 1 Е Г, (0, -+ оо). Отсюда, по теореме 1, следует, что функция 


е ХУ: — 1 


18 (2) = те, м ви 1949 (3.2.6) 


принадлежит к классу Г. (0, + оо). Из (3.2.6) простой заменой перемен- 
ного 9, = у° получим представление (3.2.2). 

Для функции 8(у) имеет место утверждение (3.1.1) теоремы 7. Заме- 
ной переменного из (3.1.1) получим (3.2.4), если примем во внимание 
обозначение (3.2.3). 

Остается установить, что при р >. 1 справедлива также формула (3.2.5). 

Цо лемме 14, при р>> 1, р <> + когда $ = + й (—-2< << о), 


имеет Место тождество 
Е) 4х п (= РТ 
р 6, ($; ел +е)н (1—$ + 
в - = + °) Н® (4—5) =0 (3.2.1) 


для значений параметра «, удовлетворяющих условию 


0<<2=(1—5). 


О в 
Как в теореме 1, обозначая для $ => +И (—©®<1< + о) 


С (5) = | < (уулу ау, 
0 
(+=) (5) =. | =) (2) и ат, 
0 
получим: 


(> 
6о 
(©’е) 
—7 


Рау) Ни — 3). (3.2. 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Умножив обе части (3.2.7) на С ($), из (3.2.8) найдем: 
+ @-и) мы ид 
м 6, (5 > +6) 7 ($) + 
= а-в) 2 
Е в, ( ЕЕ че) (4—3) =0. (3.2.9) 
Разделим это уравнение на 
2=ё (1 —з) у" (у>0) 


1 з 
и проинтегрируем по линии $= 5 ТИ (— << <&{< + ©); тогда по- 
лучим: 


5—2 (-; г. +) 
ЕР 4 ? \°* 2 — 
о аа "РР 1—3) @ + 
2й й 
те 
— Но 
—— (1-й 14 ь 8, (5; 2 я «) —8 г(— 
тыс = \ и ЕС? (1 — 5) & =0. (3.2.10) 
а 


Но, согласно формуле (2.1.21’), для любого = <«<2=— 3 иу>0 
равенство 


Фр (5; «) 


4—$ 


; г у: 
уме Е, (Ру ве, в 1) 4х 
0 


1 - 
имеет место на ЛИНИИ $ =>. {ий (— <<< + <) в смысле теоремы А. 


Поэтому, согласно теореме В, тождество (3.2.10) принимает вид: 


7" ав с р а +=) 
е ? уе Е, (вузе 2 ;в-+ 1) 5 1(ДЪ (5) 45 + 
о 
ав) ® ща А Л 
и вату 1549), оо о. (20) 
о (3.2.11) 
Это значит, что для любого ® = = + с, = <2<2=—- , почти всю- 
ъ @ ’ 


ду на (0, -- со) имеет место тождество: 


тю а бе, 1: (-^ 
е 3 ба" уе С =); кноеаАю |+ 
о 


аа [бр и (+= 
ев и ЦЕ, (Руте (+). ь-+ 1) 21) | 0. (3.2.12) 


0 
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Пусть для любого с > 0 


[= (2) при 052+, 


(=) Е 
и, {1 0 приз>о О 
Обозначим, далее, 
а © 5 8 (е=— 
о [= =. (= уе + па, 
0 
(3.2.14) 


со 2 г: а 
Е) (у) уф = у | Е (2 уе и: в 1) дер (2) 9х | == 
3 , 


а ( о Е) 
= +в, (= у’е * аи соед | = 
0 


ау 
с > 
= УЕ, (=* у? = :#) жира / (+) (2) ах. (3.2.15) 
2“ 
Отметим, что в формулах (3.2.12) — (3.2.15) параметр © может из- 
меняться в отрезке [= ‚ 2ж— > |, при этом, по теореме 5, имеем: 


ЕС (у) у", РЕ (у) ут 6 Г, (0, + 55). 
Точно так же, как при доказательстве теоремы 7, заключаем, что 


ЕС) (у) уе = 1. 1. ш. 20) (у) уе. (3.2.16) 
, в—>+о 


В силу тождества (3.2.12.), почти всюду на (0, -|- >) имеем: 


ее а —и) 
ее ву уче 1 А-уу=0, = (3.247) 
поэтому из (3.2.16) и (3.2.17) следует, что 


. т 

Е м 
По Е [е 
в—>+<> 


Но, в силу (3.2.15) и (3.2.3), (3.2.18) 


о) 
уе уу} = 0. 


ст (1—5) == т (1—м) . № 
рае "фу = 


Тилюе ит № =) 
=|е * С (=° у’е — ха) аи у (2) ав + 
0 


п с Тм: т 
— — а 5 1 55- 
ры Ге (1 Ц, (= у° | ( РУ звал (2) «2 у 


я 
С аз) уе (26)? . (3.2.19) 
6* 


= в, 
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и 


Поэтому, в силу (3.2.18) и (3.2.19), имеем: 


1 


6, (у? ое) а, =0 (3.2.20) 


со 
Пт \ 
е—>+{< 
0 
п п 
при 5828 =— т 
Утверждение (3.2.5) теоремы получается из (3.2.20) простой заменой 
1 
переменного интегрирования у? = У. 
Теорема полностью доказана. 
3°. Общая теорема об аппроксимации целыми функ- 
циями на произвольной конечной системе лучей, исхо- 
дящих из начала координат. Обозначим через {Г} совокупность 
лучей 


[: 2% 6 =12.....М), 


Ва 
О=з< <... 3 тм, Е 
исходящих из начала координат. 
Обозначим, далее, 
п 
« = тах а Е 3.3.2 
1<<п\ Фа — Фк] ( ) 


ТЕОРЕМА 9. Пусть ра и > Е =: — = . Для произвольной 


функции Е (2), определенной на {Г} и удовлетворяющей условию 


(2) [2-14 | < + =, (3.3.3) 
03 
существуют целые функции С. (2) порядка о и типа сз, для которых 
Вы | |2 (2—6, (а ве-е-Ьа| 2 0. (3.3.4) 
> + < {т} 


Доказательство. Из условия (3.3.3) следует, что 


со 


\ | Р (гегек) [2 тзи-2—1 т < 4 сою (= Ра. 


0 
откуда, как в теореме 8, заключаем, что фупкции 
ЯН © хе 
(и) — е аа. РЕ рир— 
К (2) = 2 ое) 4 (6 1,2,...,п) (3.3.5) 


+ и? 
о аа 


принадлежат к классу Г. (0, | со). 
Обозначим 


а С о 
с ее 7] 1 |, (2 И и эк) в) диф > (ада) - 


та | хо +) 
+ е = И (& 2е - ,) 1—1 А+) (5) а : (3.3.6) 
0 
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() 
Очевидно, Сх’(2) (К =1,2,...,п) есть целая функция порядка ри 
типа э. По теореме 8, имеем: 


2 рф 1 
пои [Е (ге'®®) — С®) (ге т®) [В гаи адг—=0 (К=1,2,..., п) (3.3.7) 
и 
Им (1) (те®) |2 Р—РЫ—1 г — 9—9 ЕТ. 5 
а. <“) (ге®) [27 =0 {9 м р ИА 
(3.3.8) 
Но, по условию, 
= — И ат ВА 
я Я а 7 } | 
поэтому из (3.3.8), в частности, следует, что 
Ни \ |С(о (ге) [В ти т = 0 (УК, ВА=1,2,...,п). (3.3.9) 
<> + < 
Обозначим 


бь (2) = № 65° (2); 


К—1 


тогда из (3.3.7) и (3.3.9) будет следовать: 


та \ | Е (ге®®) — 6. (ге ®) [В таие-о- т = 0 (К =4,2,...,п), (3.3.40) 


ЗНАЯ 


т. е. утверждение (3.3.4) теоремы. 

Покажем, что теорема 9 содержит в виде частного случая одно из 
основных утверждений теории Планшереля из классической теории 
интегралов Фурье, о котором говорилось во введении. 

Именно, покажем, что если Ё(у) Г, (— со, +{ со), то, обозначая 


+ оо 
р 1 а ети 2 

7 () = ут | — = Ра, (3.3.11) 

7 с 
= ва 3.3.1 
6, (2) = у ое 1 (2), (3.3.12) 
будем иметь: 

со 

1 \ 18 (у) — 6. (Рау = 0. (3.3.43) 
Ро 


Рассмотрим результат теоремы 9 в частном случае К =2, когда 
91 =0, Ф, =т, и поэтому х =1. Исследуем случай, когда ф == р = 1: 
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Если РЁ (у) Е Г, (— со, - 29), то, по теореме 9, функции 


о (3.3.14) 


принадлежат к классу Г. (0, {- оо). 
Соответствующие целые функции С (2) (К =1,2) в силу (3.3.6) и 


того обстоятельства, что Е, (2; 1) = е?, примут вид: 


С® (2 == 6% (2) 4х у ее (2) ах, 
; В (3.3.15) 
6° (2) = уе ао — У еек б® (2)1а. 
0 0 
Из (3.3.15) имеем: 
- 
6, (г) = 6® (2) + 6® (2) = У \ ее [1—) (2) + 59 (2). (3.3.16) 


Но из формул (3.3.14) следует, что 


ПО -т Т РФа+ 
а ем пабе 
ЕР те > \ —м_ 794. 
0 —= 


Таким образом, обозначая 


К ›(®) + АР (2) =1@), 


мы для целой функции (3.3.16) получим представление (3.3.12), а по- 
этому, по теореме 9, будет иметь место (3.3.43). 

В заключение заметим, что, таким образом, теорема 9 содержит ап- 
парат интегралов типа Фурье для представления функций на произ- 
вольной системе лучей, исходящих из одной точки [комплексной пло- 
скости. 


$ 4. Параметрическое представление некоторых классов 
целых функций 


Теоремы об обобщенных преобразованиях, доказанные в $ 2, позво- 
ляют существенно дополнить ряд результатов работы автора’(9) о пред- 
ставлении целых функций конечного’ порядка и нормального типа, ин- 
тегрируемых по лучам в комплексной области. 

В этом параграфе устанавливается, что полученные нами в указанной 
работе представления являются параметрическими представлениями для 
соответствующих классов целых функций. 
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о < 
1. Параметрическое представление целых функций 
нормального типа, интегрируемых по лучам. Обозначим 


через А‹ совокупность целых функций ] (2) порядка << и типа 


<‹, для которых 
се. р р : 
$ (= "| До рю = (4.4.4) 
0 


ТЕОРЕМА 10. Класс А. совпадает с множеством а: функций 
7 (=), допускающих представление 


1(2) = \ Ев; в) $ о) 9, (4.4.2) 


1 1 1 
ль ЗЕ ц 


об) Ре: 42 < + оо. 


0 


(4.1.3) 


Доказательство. В теореме 3 работы (9) было доказано, что 
произвольная функция ](2)6 А. допускает представление вида (4.1.2), 
где $ (5) — некоторая функция из класса (4.1.3). 

Таким образом, нам остается установить, что любая функция } (2), 
представимая формулой вида (4.1.2) при условии (4.1.3), когда 
их в— =+-, является целой функцией порядка р и типа о и 
удовлетворяет условиям (4.1.1). 

Из (4.1.2), в силу (4.1.3) и неравенства Шварца, получим: 


1 


д? 


ив!<| 


1 
Е 
| (ФР „4 |8. (02; в) сле] — 


|= =——%|н 


С: | Е (° [21 в) |, —_— @14 


где С, — постоянная. Из определения (4.1.2) функции ] (2) и из оценки 
(4.1.4) следует, что она пелая, порядка р и типа с. 

Нам остается доказать, что для функции }(2) сходятся интегралы 
(4.1.1). 

Из (4.1.2) имеем: 


р *) = | Е = » : 2) $ (2) *—1 ар, (4.1.5) 
0 
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откуда после замены 1=у’, =’ получим: 
— + — 1 р ыы ИЯ Е 
Гу’ е ")=-- („* у’е ®; в) (2° аи, (4.1.6) 
в 

причем условие (4.1.3) примет вид: 
ое 
(+ (=*) 
0 


В силу формулы (3.1.12), будем иметь: 


есь ры (4.1.3) 


п рить а 
0 
аи’ В) 24, (4.1.7) 
5 


где (2) =%(2°) при О< то и 3(1) =0 при х>с и, очевидно, в 
силу (4.1.3), 
2 (2) Е Г, (0, + оо). 


Из (4.1.7), в силу того что 3(5) Е Г, (0, + со), по теореме 5 заклю- 


чаем: 
Ц (> о =) 
0 


1 


Но после замены у’ = { условие (4.1.8) принимает вид (4.1.1) и таким 
образом теорема полностью доказана: 


2 
у ду < + оо. (4.1.8} 


И 


Обозначим через В. класс целых функций порядка > = и типа 
<, для которых | 
1е1а) [2 292 2—1 1 Ех ь : 1 
|7 @е {< о ПЕТРУ (4.1.9} 


0 
п к 
при 5<%“<*—-,. 
Для целых функций класса В. имеет место следующий результат. 
ТЕОРЕМА 11. Класс Въ совпадает с классом целых функций } (2), 
допускающих представление в виде 


7 (=) = \ Е. (52; в) $ (5) о а, (4.1.10) 


ен 
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4 1 1 
где о кант и 


сР 


\ 15 (5) Ри 42 + оо. (4.1.14) 


0 


Доказательство. То обстоятельство, что любая функция 
1 (2) © В‹ допускает представление вида (4.1.10) при условии (4.1.11), 
доказано в теореме 3 (Ъ13) работы автора (°). 

Таким образом, нам остается установить справедливость обратного 
утверждения, что любая функция }(2) вида (4.1.10) при условии (4.1.11) 
принадлежит к классу В.. То, что эта функция целая, порядка о и 
типа < с, устанавливается точно так же, как и в теореме 10. Остается 
показать, что при условии (4.1.11) функция ](2), определяемая по 
(4.1.10), удовлетворяет также и условию (4.1.9). 

1 и 


После замены ри. ?=л” из формулы (4.1.10) имеем: 


0 
где, в силу (4.1.11), 
| |ф @) Рах < + оо. (4.1.43) 


0 
1 
Пусть © (2) =1 (52°) при 0 <; и 9(2) = 0 при х›> с; тогда, в силу 
(4.1.13), $ (2) Е Г, (0, + оо). 


Обозначим 


э 


Е (= Ш: < (1) 2—1 ат ( => +8); 


+ 


2 = 


тогда известно, что 
4 . 
Е(5 я) ед, (оо, 9 
1 1 1 1 
Из леммы 7 следует, что при рэ и о" 
г (3 +8; «) Р(—#) ее 


для ‘любого «6 [= ‚2ж — = : 
° Обозначим 


на 
2 
И Л м 8 . 
ты ЕН 45; 4.1.14 


— —& 
2 
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тогда, по теореме А существует предел В среднем 
у (у; «) = 1.1.1.8 (9; я; а) у 1 = 
а {со 


1 ; 
— со 
я 


ВАЗа \ @, $; ) Е (1—3) у "45 _ (44.45) 


п я п 
для 52 <<" — 5; при этом 


в (у; а) уг—1 6 Г. (0, + оо). (4.1.16) 
Как при доказательстве теоремы 5, из (4.1.15) получим: 
( 11 РЫа э 
= 8, м 
\з (и; «) и" щи = У : \ Г я) у-ва, (АА) 
5—5 


откуда, в силу теоремы В, следует: 
со 


м 3. 
Це «) Е Е, (т? у’; в + 1) 21-1 (2) аз. 


Поэтому почти всюду на (0, + >) 
= ря 
"( Еь (2? у? е!а; р + 1) 2—1 (5) а = 
о 
ыы роты уе == 
— Уж @ч 


0 


а 
. Е 
Е (у; ®) у а? 


ри Е 


а — Е (°у? ея; в) 1и-14 (д°) ах, (4.1.48) 


= 


в силу формулы (3.1.12). 
Но интеграл справа в (4.1.18) сходится в обычном смысле, следо- 


вательно, на (0, { со) имеем: 


Е 
Вуду уе, ы\ь Ре ааа = (44.48) 


при = Зи <2=— у. 
Из (4.1.12) и (4.1.18') ъыводим: 
1 
= . 4 
ууу (уе ее) = У тр (у; о) у", 
откуда, в силу (4.1.16), следует: 


< МИ 
] ® а и: 
[А (у? с) В узи 2 4у < + со (<<). (4.1.19) 
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1 
Из (4.1.19) заменой переменного у? = 1 получим, что для функции 
7 (2) выполняется условие (4.1.9). Теорема доказана. 
27. Обобщение теоремы Палей и Винера. Отнесем к классу 
С. все целые функции #(2) порядка р (1 <р<2) и типа «о, для ко- 
торых существуют интегралы 


) 


0 


2 


Вл (#5) 2—1 (+ <в< -. а =) (4.2.1) 


7 


ТЕОРЕМА 12. Класс С. совпадает с множеством целых функций 
7 (2), допускающих представление вида 


1 


1() = \ Е, ((1оув) $ (в) ея а, (4.2.2) 
вв 
2де 5 а < 5 ях ы и 
ры 
} ФФ [2-1 42 < оо. (4.4.3) 
— 


Доказательство. В теореме 5 работы (?) было доказано, что при 
О `функции класса С. представляются в виде (4.2.2), где $ (5) — 


некоторая функция, удовлетворяющая условию (4.2.3). 
То обстоятельство, что при условии (4.2.3) функция / (2), представляемая 
в виде (4.2.2), целая, порядка р и типа с, устанавливается так же, как 
в теореме 10. Таким образом, нужно лишь доказать, что эта функция 
удовлетворяет также условиям конечности интегралов (4.2.1). 
Действительно, по теореме 11, при условии 


сР 


Пса ($ <#<+++) 


функция 


с? 
Я (2) = \ Ер (125; в) ® (5) 02—1 а 
о 
удовлетворяет условию 


С (4.2.4) 


0 
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Аналогично, при 


ы 1 1 1 
\ 1$ (2) [2 [2—1 42 - со (3<#<++5). 
1 

—в? 


функция 
0 


1» (2) = \ Ер (129; №) ® (+) 2—1 ав 


удовлетворяет условию 


[2 >] 


{1 (ага) [121 Е < оо, |=— = | >>. ь (4.2.5) 
0 


Но 
1 (2) = 71 (2) + 1. (2) 


и поэтому из (4.2.4) и (4.2.5) следует, что для функции }(2) имеет 


место неравенство: 
со 


(бе ре Е оо, (4.2.6) 


0 
когда х одновременно удовлетворяет двум условиям: 


п 


Я . Е. 6: ' 
«+72 и | >. (4.2.6) 
Условия (4.2.6'), в частности, имеют место, если 


п : 


Отсюда и следует утверждение о конечности интегралов (4.2.1). Теорема 
доказана. 

Из доказанной теоремы в частном случае, когда р =р =1, следует, 
что класс целых функций ] (2) экспоненциального типа «о, удовлетво- 
ряющих условию 

оо 
ие) 42 < оо, (4.2.1) 


—© 


совпадает с множеством функций, представимых в виде 


#(2) = \ ет2ф (5) 4, (4.2.8) 


где $ (2) ЕЁ, (—с,°). Это утверждение составляет содержание известной 
теоремы Палей и Винера (19). 

Не останавливаясь на других возможных обобщениях теоремы Палей 
и Винера, приведем теоремы о параметрическом представлении целых 
функций целого порядка р>1 и нормального типа «с, удовлетворяю- 
щих обычным условиям интегрируемости по лучам. 
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Обозначим через Д.(р) (р>1) класс целых функций ] (2) порядка 
Р>1 и нормального типа «с, удовлетворяющих условиям 


2 
а зы со 


итееевр 


ее. (4.2.9) 
(5 а. п=0,1,2,...,2р—1). 


ТЕОРЕМА 13. Класс О.(р) совпадает с множеством целых функций 
1 (2), представимых в виде: 


и 


Р—1 ср (1 Г? 
та) =» нех ы Фи (5) 2214, (4.2.10) 
—=0 ва 
1 > 
где 5 << > +5 и 
2 
(о) [о Фо (&=0,4,.... р 1). = (4.2.44) 
1. 
ср 


Доказательство. В теореме 5 * работы автора (3) доказано, что 
:. 
при в > 5 любая целая функция порядка р>1 и типа < ‹, удовлетво- 


ряющая условиям (4.2.9), представляется в виде (4.2.10), где %; (5) 
{Е =0,1,.... р—1) — некоторая функция из класса (4.2.14). 

Докажем теперь обратное утверждение, что при условии (4.2.11) 
функция (4.2.10) — целая, порядка р, типа <с и удовлетворяет услови- 
ям (4.2.9). То, что функция (4.2.10) — целая, порядка.р и типа <о, 


— очевидно. 
Обозначим 
1 
ор а МК 
Те (2): == \ ва (5+5) "о; в фк (2) 9"РЪ-1 45; (4.2.12) 
т 
—е® 
тогда имеем: 
1 
°. м р) па 
Да (2) = | Ее р $; м фк (6) 92" 4. (4.2.13) 
1 
ор 


Из (4.2.13), в силу теоремы 10, аналогично тому, как это было 
сделано при доказательстве предыдущей теоремы, заключаем: 


Е (4.2.14) 
0 


* В доказательство этой теоремы вкрались иезначительные опечатки. 
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ООН Есииииииия 


если « одновременно удовлетворяет следующим двум условиям: 


|($++1)=+| >25 и |+) ==>. (4.245) 


Но мы имеем 


р—1 
1(й)= У (а), 
. к=0 


поэтому 


со 


| (ее) ВР < ба, (4.2.16) 
0 


если « одновременно удовлетворяет условиям (4.2.15) при & = 0,1,2,... 
.... р— 1. Однако нетрудно видеть, что только при 


1 фа 
=—*|-- ==. — = ....2р—1 
и=—=(5+(+5)>) п=0,1,...,2р—1) 
условия (4.2.15) удовлетворяются одновременно для всех К = 0,1,2,... 
...,р—1. Отсюда и следует доказательство теоремы. 
Очевидно, при р = =1 доказанная теорема содержит известный ре- 
зультат Палей и Винера, о котором говорилось выше. 
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ЗАМЕЧАНИЕ Ю. Л. ШМУЛЬЯНА ПО ПОВОДУ СТАТЬИ Ю. М. ГАВРИЛОВА 
«О СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ» * 


_ Теорема 1 статьи Ю. М. Гаврилова в более общем виде может быть 
сформулирована так: 

Пусть А, — положительно определенная, а А,— симметрическая ма- 
трицы. Для того чтобы спектр произведения А’‘А, лежал в интервале 
(—1, 1), необходимо и достаточно, чтобы матрицы А+ А, и АА, 
были положительно определенными. 

Эта теорема может быть доказана более просто следующим образом. 

Оператор А; `А, будет симметрическим в скалярном произведении 


[#, у] = (Аах, У). 
Действительно, 


[АГ “Аз, У] = (Ах, у) = (т, 4,9) = (Ах, Ат" Ау) = [, Аз "АБУ. 


Отсюда вытекает вещественность спектра А! ‘А, и существование ба- 
зиса из собственных векторов А: “А, с вещественными компонентами. 
Если спектр А; "А, лежит в интервале (—1, 1), то 


— [1,2] [АА <, (2-0). 
Отсюда 
— (4,2, 2) < (Ах, 2) < (Ат, 2) 
или 
ЕЯ. —0 
Необходимость доказана. Достаточность следует из обратимости рас- 
суждений. 


* Известия Ак. наук СССР, сер. матем., 18 (1954), 87—94. 
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журнала»: 
Количе Годовая 
Названия серий ство номе-| подписная 
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Д. К. ФАДДЕЕВ 
К ТЕОРИИ ГОМОЛОГИЙ ДЛЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП ОПЕРАТОРОВ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Вводятся новые группы гомологий, определяемые группой и задан- 
ной в ней подгруппой и обобщающие брауэровские системы факторов 
в теории алгебр. С их помощью изучается связь между группами гомо- 
логий группы и подгруппы в случае, когда индекс и порядок группы 
взаимно просты. 


1°. Пусть @® — группа, а — аддитивно записанная @®-операторная абе- 
лева группа. С” (©, а), 2” (©, а), В" (©, а) и Н" (©, а} обозначают, соот- 
ветственно, группы (неоднородных) цепей, циклов, границ и гомологий 
при граничном операторе 5, действующем на п-мерную цепь } по формуле: 


т 
и > а ее — 


т РН == ие ты 
Е ре ВИ ть, 11, 15, .-. па Е ©. 


Пусть © есть подгруппа ®. Выделим в группе цешей (циклов, границ, 
гомологий) подгруппу следующим образом. 6-цепью будем называть цепь, 
удовлетворяющую следующим требованиям: 


(5) А Е а 


(6) ужо = ст ВоВ 
(6з) АР а Е 
прилюЮбых ‘1, 2, .., 2. СОУСЕ: 


Нуль-мерными 6-цепями будем считать элементы а, остающиеся инва- 


риантными при применении операторов из %. 
Если сопоставить обычным способом [см. (')] п-мерным неоднородным 


цепям (п-{Р 1)-мерные однородные, то 6-цепям окажутся сопоставленными 
цепи К, обладающие, кроме правой @®-однородности 
х 
Ржхкьх, пах от 
еще левой ®-однородностью по каждому аргументу: 


ужинка миа == и 


при 1, 12,..., ие ©, У, у уе: 

Такие цепи рассматривал Р. Брауэр в связи с теорией алгебр при 
л+1=3 [см., например, (2), $ 133]. 

Очевидно, что п-мерные 6-цепи образуют. группу, обозначим ее через 
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ООО ОВЕН 


С" (©, ©, а). Б-цепи, являющиеся циклами, будем называть Ь-циклами. 
Группу 6-циклов обозначим через 2 (©, $, а). 
Установим, что граница 6-цепи есть 6-цепь. Пусть 


ЕС» (6, 9, а), п>21. 
Тогда 


(57). #9 


ли Зи 


ыы ь х 
- У, (— и а х В Ио == (= Ган Рек 

+=1 

Требование (5,) для 8] выполняется в силу (6) для ]. Требование (,) 
выполняется для 8} в силу ($,) для [, с использованием (5,) при Е = 1 
и (5.) при =п. Наконец, ($3) для 8] выполняется в силу (5.) для ]. 
Легко проверить справедливость утверждения и при п = 0. 

Группу границ 6-цепей будем обозначать через В» (©, %, а) и фактор- 
группу 2% (©, 9, а) / В (©, ©, а) — через Нь (©, $, а). 

Если © есть нормальный. делитель ©, то значения 6-цепей, в силу 
(5) и (55), зависят лишь от классов смежности, которым принадлежат 
аргументы. Далее, в силу (5;), значения 6-цепей принадлежат подгруппе а 
элементов а, остающихся инвариантными при применении операторов из ®. 
Поэтому группа Н!(®, 9, а) изоморфна И” (©/5, а5). 

Каждому классу 6-гомологий < 6 Нь (©, %, а) естественно сопоставляется 
класс гомологий }.ю = + В" (©, а) ЕН” (©, а). Очевидно, что Х осуще- 
ствляет гомоморфное отображение НЬь (©, ®, а) вН" (©, а). Этот гомомор- 
физм мы будем называть подъемом. 

Цель данной работы заключается в следующем. Пусть © — конечная 
группа порядка $ =й^, &® — ее подгруппа, порядок А и индекс А которой 
взаимно просты. Как известно, 

ЕН” (©, а) =0. 


В силу взаимной простоты Й и К, группа ИН” (©, а) разлагается в пря- 
мую сумму двух подгрупп Я. (©, а) и Н? (©, а) так, что ЕН" (©, а) =0 
и РИ: (©, в) =0, и такое разложение единственно. Имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Н; (©, а) изоморфна некоторой подгруппе Ну (®, а) груп- 
пы Н” (%, а). Группа Но ($, а) есть прямое слагаемое Н” (%, а). Изомор- 
физм Н: (©, а) на Но(®, а) осуществляется оператором ограничения \, 
сопоставляющим каждой цепи [6 С” (©, а) цепь {Е С" (5, а) со значениями 


ао а фь (ут, Ех у.е 5). 


Далее, Н (©, а) изоморфна Нъ (©, ®, а). Изоморфизм осуществляется 


подъемом ). 

Частный случай этой теоремы, когда ® есть нормальный делитель 6, 
установлен в работе Хохшильда и Серре (3). 

Из первого утверждения теоремы 1 непосредственно вытекает 

ТЕОРЕМА 2. Если ® — конечная группа, то Н” (©, а) изоморфна 
прямой сумме групп Ну(3, а), где % — силовские подгруппы ©, взятые 
по одной для каждого простого делителя порядка & группы ®. 


> п 
Действительно, Н" (®, а) есть прямая сумма своих Р:-компонент, где 
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8=р.. „рт. Каждая из них, в силу теоремы 1, изоморфна Но (%;, а) 
где $; есть силовская р;-подгруппа группы @®. 

В случае, если а — периодическая группа’(а также для некоторых 
других случаев) теорема 2 установлена в работе автора (“). 

2°. Докажем первое утверждение теоремы. Легко видеть, что оператор 
ограничения ‹ отображает Н. (©, а) в0. Действительно, если ® 6 5% (©, а), 
то Ко =0 и, следовательно, К (№) =0. Но и о -=0, ибо ше НМ" (5, а), 
и порядок ® равен #. Следовательно, цю = 0. 

Введем в рассмотрение группу | функций / на классах смежности 6 
в разложении ® по $ со значениями ва. В группе } определим опера- 
торы из ® по формуле: 


7 


Г (2) =[ (621) при 26. 


Группа | содержит подгруппу а’ константных функций [,, т. е. таких, 
что ], (р) =а при всех р. Группа а’, очевидно, операторно изоморфна а: 

Известно [см. (5)], что Н” (©, |) изоморфна Н” ($, а). Изоморфизм осу- 
ществляется «оператором ограничения» 7, сопоставляющим цепи РЕС” (®,а) 
цепь ЧРЕС" (9, а) со значениями 


а РР 


где: =, -59,; ... ‚у, Э. 

Определим некоторое гомоморфное отображение с группы Н" (%, а) 
в группу Н” (©, а). Пусть } 6 2” (5, а) и РЕ2” (6, ]], причем }=\Е. 
Равным или гомологичным }/ соответствуют гомологичные ГР. Далее, по- 
ложим 


(ОР)... и ХР, (), 
[2] 


где и — такое целое число, что Ки + № =1. Ясно, что 08 =03, так что в 
отображает пиклы в циклы, границы в границы и, следовательно, гомо- 
логичные циклы в гомологичные. Если «Е Н" ($, а), то через св обозна- 
чим тот класс гомологий из Н” (@, а), которому принадлежит сЁ, где Ё — 
цикл, для которого ЁР =} принадлежит «. В силу сказанного выше, 
5 не зависит от выбора } и ГР. Очевидно, что с есть гомоморфизм Н” (®, а) 
в Н" (©, а). Образ при гомоморфизме с входит в Н; ©, а), ибо из йю =0 
следует йо = 0. ' 
Рассмотрим цепочку отображений 


Н? (©, а) Би" (9, а) > И? (@, а). 


Покажем, что с, =1 (на И; (©, а)). Пусть «ЕН; (©, а) и } — цикл из 
класса «. В качестве цикла Ё, для которого \ЁР = }/, можно взять кон- 
стантный цикл со значениями 


Е (р) р Е 
Далее, 
(аж = Е (р) = ий]. 
6 
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Следовательно, с = ийо = в — йо = ©, т. @. 91 = Вы з 

Отсюда заключаем, что ‹ есть изоморфное отображение Н; (©, а) 
в Н" (9, а). Образ И? (®, а) при отображении ‹ (совпадающий с образом 
всей группы _Н" (@®, а) при отображении 1, ибо :Н”, (©, а) =0) обозначим 
через Ну (, а). Классы гомологий, составляющие Но (9, а), состоят из 
циклов группы 9% в а, продолжимых до циклов группы © ва. 

Рассмотрим оператор 10. Он отображает Н” (©, а) на Но ($, а), причем 
элементы из Нь (9, а) отображаются на себя. Следовательно 


И” (9, а) = Но (%, а) + На ($, 9), 
где И} (9, а) есть ядро отображения :2. Действительно, если © Е Н” (9, а), то 
—= во - (®« — во). 


Первое слагаемое принадлежит Н› (%, а), второе — НТ (%, а). Очевидно, что 


Но (9, а) ПИ! (5, а) =0.. 


Итак, Но(%, а) есть прямое слагаемое в И” (5 ‚а). Первое утверждение 
теоремы 1 доказано полностью. 

3. Докажем, что подъем ) отображает Нь (©, ©, а) в Н* (©, а). Для 
этого докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Если ® есть подгруппа конечного индекса Ё группы @® (ко- 
торая сейчас не предполагается конечной) и } есть 6-цикл, то Е] есть 
Ь-граница. 

Из этой леммы непосредственно следует, что ). отображает Нь (©, ®, а) 
в Нь (©, а). Действительно, если с 6 НЪ (©, %, а), то, в силу леммы, Ё® = 0. 
Следовательно, и А\о == 0, т. е. 5 Е Н% (®, а). 

Доказательство леммы. Пусть / есть в-цикл, т.е. } удовлетво- 
ряет требованиям (6,), (5,), (53), и 5} =0. Тогда 


1х, Жи = 1 хих., Хх: .--, Хит ТЕ. 
п 
ев ар РЕ +: Хи + (—1)" ее (1) 
1—2 
В силу (5:), [..х,„..,х„, рассматриваемая как функция от первого 


аргумента хт,, зависит лишь от класса смежности р в разложении © по $, 
которому принадлежит т,. Обозначим через © цепь со значениями 


=> 
5х», ча» Ка ^^ И 
Хх: 


При суммировании предполагается, что 2, пробегает систему пред- 
ставителей по одному из каждого класса смежности. Покажем, что в есть 
6-цепь. 

Действительно, 


\) р 
бух», о = 2 Ух» ..., Хи Е о Х*, ..., Хи 5 5х, ...› Жа) 
х, х! 


ибо ту пробегает систему представителей из классов смежности. 
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Далее, 
К За = 
- Ры ав ОРУ И ви ы а 
х: 1 
но УХ 1... › Хи, 
Наконец, 


ре ти у р) 
ЕЕ — р, Ха.» Хпу ауди И оо, ОК 
х, Хх 


Таким образом в удовлетворяет всем требованиям (6,), (6,), (6). 

Просуммируем обе части равенства (1), предполагая, что 2, пробегает 
систему представителей по одному из каждого класса смежности, и при- 
мем во внимание, что 2.5, тоже пробегает систему представителей из 
классов смежности. Получим: 


Ех, с: Жи к 5х... Хла НЕ УЕ в. а. а 


2 


+ 


х:, .-. Хи’ 


т. е. А} =02, что и требовалось доказать. 
4°. Докажем, что \ отображает Нь (®, 9, а) на Н, (©, а). Для этого 
достаточно доказать, что каждый цикл из Н. (©, а) гомологичен 6-циклу. 
Пусть } СоЕН. (©, а). Тогда ю = 0, и, следовательно, +] = 88, 
&6С” * (9, а). Построим цепь 2, ЕС” ' (®, а) так, что 4. =8; это, оче- 
видно, можно сделать. Тогда 


(/— 681) = / — 6, =0. 


Таким образом } гомологичен циклу /—08,, обращающемуся в 0, 
если все аргументы принадлежат ©. Поэтому можно предположить с са- 
мого начала, что (}=0. Легко видеть, что при п=1 каждый такой 
цикл ][, для которого ‹} = 0, есть 6-цикл. Действительно, по определению 
одномерного цикла, }х, — ]ж»х, Е ]х = 0. 

Положим 1,= 6%, 1›=1. Получим |» =). Положим теперь 
1. =УЕ6%®, 2, =х. Получим ]», = ]х. Таким образом } есть действительно 
Ь-цикл, и для п=1 наше утверждение доказано. 

Дальнейшее доказательство будем проводить по индукции, для осуще- 
ствления которой будет нужна следующая 

ЛЕММА. Любая ®-операторная абелева группа а может быть погру- 
жена, в качестве допустимой подгруппы, в @-операторную абелеву груп- 
пу 5, для которой все И" (®, 5) =0,п>1, 9 — любая подгруппа ®. 

Доказательство. В качестве В возьмем группу функций от одного 
аргумента, определенных на ® со значениями в а (т. е. группу одно- 
мерных цепей). Операторы определим по формуле 


Г (г) = 1 (2 "|" (, 6®). 


Группа 6 содержит, в качестве допустимой подгруппы, групиу кон- 
стантных функций, которая, очевидно, операторно изоморфна группе а. 
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Докажем, что все Н" ($, 6) =0. Пусть / 6 7” (©, Б). Тогда 


ты ‚мина (2) = ь; |[-= 1 р ЛЕ ‚ил (2) к 


=1 


4 (— 1)" р. тд = 0, у... е®, 26©. (2) 


Пусть ® = Ур= У 9р — разложение @® по ©, в — система представите- 
лей из классов смежности. т. 

Пусть 2!= ур и, следовательно, 2=0 У 1, Обозначим через 
бу,....шт_1 ФУНКЦИЮ ОТ 2 с0 значениями 


бл, ...› У п-т (2) тЫ [1», ..., Уп» И (© °)" 


— 
Заменим в равенстве (2) 2 нар ,‚ у! —на у и осуществим автомор- 
физм у '. Мы получим: 


п—1 } 
О о (2) Е УС 1) ‘ви, У а» 8 Уп (=) ыы 


$=1 
+ (— 1)" (а, ши М + (1) дл, ... (а) =0 
С другой стороны, 


а Ут _- 2 
д ищи (био © РОТ = Пс поль И 


Итак, предпоследнее слагаемое в левой части предыдущего равенства 
есть (—1)” ое ое (2), и, следовательно, } = (—1)" 68, что и требова- 
лось доказать. 

Допустим что (в условиях теоремы 1) уже доказано, что каждый 
цикл 67” * (©, а) такой, что ‘/ =0, гомологичен 6-циклу при любой 
группеа ив этом предположении докажем то же самое для п-мерных циклов. 

Пусть 6 2” (©, а) и /{=0, п>2. Погрузим а в Ъ, согласно лемме. 
Тогда ]=88, где ЕС” " (©, Б). Так как ‘}{=0, то 8 (16) =0, т. е. 
862” "($, Б). В силу свойств В, в=84, где 96 С” *(%, 5). Построим 
96 С" * (©, 5) так, что 4: = 4. Тогда + (# — 84,) =Ои/=8 (в — 84). 

Таким образом можно считать, что | =08, ВЕС" ' (©, 5) и #=0. 

Сделаем теперь естественный гомоморфизм Ъ на Б/а, обозначая класс 
смежности, содержащий ВЕБ, через. Ь. Распространим этот гомоморфизм 
на группу цепей, обозначив через & цепь из С” * (©, 6 /а) со значениями 


(=)х,.... аа ны Хи 


Ясно, что 58 =6е и ш= шв. Применив этот гомоморфизм к равенству 


/ =08, получим 86 =0. Далее, из в =0 следует 1ё = 0. В силу индук- 
ционного предположения, 


РЕ2Ь (©, $, 6/ а), 9ЕС"-> (@, 6 / а). 


где 


Найдем цепь 46 С” *(®, 5) такую, что 4=9. Это, очевидно, мож- 
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но сделать.‘ Тогда } = 08 ==0(8 — 64) ив — 4 =р 62” \ (®, У, 6 /а). Итак, 
можно считать, что } =88, &6С” ' (6,6) и 862 (©, 5, 5/9). 

Рассмотрим некоторое специальное сопоставление элементам Б/а 
элементов Б. 

Это’ сопоставление будем осуществлять независимо для каждого класса 
сопряженных: элементов по отношению к автоморфизмам 6 /а, порождае- 
мым элементами ©. Пусть с@Б /а — элемент, выбранный из одного такого 
Е и пусть 5’ есть совокупность всех элементов <6®, для кото- 
рых с*=с. Индекс группы ©’ в % обозначим через #'. 

Выберем произвольно элемент сЕЪ так, что с = с, и положим 


(д=№ Ус. 
4 
Ясно, что п (с) =йс и [* (6) ==\6) при - 69’. Далее, при любом уЕ У 
положим п (с“) = [п (с)]". 
Каждому элементу из класса сопряженных с с окажется сопоставлен 


посредством т один элемент из В, ибо если с" =с**, то и 


км =}. 


Таким же образом п определяется на всех классах сопряженных элемен- 
тов. Итак, нам удалось построить такое отображение х (конечно, не гомо- 
морфное) группы В/а в группу В, что 

1) если с" =, то [= (6) = (6), 2) *®ф=ш. 

Построим теперь цепь рЕС” * (®, 5) так, что 


Е и (вх, ... да 


где, как и раньше, о — такое целое число, что йи + Ко =1. 
Цепь р есть 6-цепь. Действительно, равенства 


* 


ЕЕ ЕЕ 


а А т Рх, ... хр 1» Ух, Хи —1 


вытекают из аналогичных равенств для &, в силу однозначности отображе- 
ния тм, а равенство р... или = Рх,...,хи_, ВЫТекает из аналогичного 


равенства для #, в силу свойства 1) отображения т. Далее, 
Ха. ро 
Теперь легко завершить доказательство. Имеем: 
{= пь/ + Ки = 8 (вов) + Кий = 8р + 8 (пов — р) + №]. 


Так как #0 —р=0, то №8 — рРЕС”`' (®, а) и 8(155 — р) ЕВ" (©, а); 
Ки} также принадлежит В" (©, а), бр, как граница Ь-цепи, есть 6-цепь, и 
значения др принадлежат а. Следовательно, Зре2ь (©, 5, а). 

Итак, цикл / гомологичен 6-циклу 5р. 
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5°. Остается доказать, что ) дает изоморфное отображение Нь (©, $, а) 
на Н. (©, а). Для этого достаточно доказать, что если Ь-цикл есть гра- 
ница цепи из С” (©, а), то он является границей 6-цепи. 

Для доказательства введем оператор $ в группе цепей С" (©, а) по 


формуле: 


5. 2 ра — —1 
(57), ..., хи = ИМ ь”, Фа, + +. ит. 
ЗИ, +. 11165 


Очевидно, что 5/ Е Сь (©, %, а) и $ есть гомоморфное отображение. 
Легко видеть, что $6 = й85. Действительно, 


ока = СТ ка 


—1 тах 
ИзхзУ, ,..., Ут 17 ттт +2 


У, ...›Уп--2 
п 
уу 
о и 3 В, - 
> АИТ ИИ рита 
— 1)уп-1 фИп-+тт+1 — 
а ( 1) аа АВ и! 
5 “ттт 
= м Ут+1 
вает. ыы 
У, Ут--1 ы 
т : 
— 4) Уп 
НЯ НИИ есче 
ИЕ о В и 
Упах = 
сора а РА 
У, ттт 
== 1 
Пусть /6 25 (©, %, а) и / =, вЕС" " (©, а). Тогда з/= №" у. 
Найдем целые числа и; и ®, такие, что "и, + А = 1. Тогда 


=] + шщй" р= К] | и, 5} = Е] + и,568 = в. Ё/ + и,й 658. 
Но э,К/ Е ВЬ (©, 9, а) изе ЕСЬ * (©, $, а). Следовательно, 6 Вь (©, ©, а), 


что и требовалось доказать. Теорема 1 доказана полностью. 


Поступило 
18. И. 1954 
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Н. П. СОКОЛОВ 


О ПУЧКАХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ КУБИЧЕСКИХ ТРОЙНИЧНЫХ ФОРМ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа представляет собой распространение полученных автором ранее 
[см. (т)] результатов применения пространственных матриц к исследова- 
нию вещественных кубических тройничных форм на случай пар и связан- 
ных с ними пучков этих форм. 


Введение 


В разделе Г обобщается известная теория элементарных делителей 
квадратных )-матриц на полиномиальные кубические матрицы. Имея 
в виду применение этой теории к пучкам плоских линий третьего по- 
рядка, автор ограничился рассмотрением полиномиальной кубической 
матрицы п-го порядка и пучка кубических п-арных форм над полем ве- 
щественных чисел в случае, когда п =3. Однако многие из определений 
и теорем $ 1,3 сохраняют силу и в общем случае. Далее, указывается 
ряд алгебраических и арифметических инвариантов пары и связанного 
с ней пучка вещественных кубических тройничных форм. 

Как геометрическая интерпретация полученных результатов, в разделе 
П рассматриваются регулярные пучки вещественных плоских линий 
третьего порядка. Для пучков с наивысшей характеристикой  соответ- 
ствующих полиномиальных кубических матриц дается полная классифи- 
кация и указываются канонические виды их уравнений. Метод, приме- 
няемый при исследовании этого наиболее интересного случая, очевидно, 
может быть распространен и на остальные случаи. 

Терминология и обозначения, употребляемые` в настоящей работе 
согласованы с предыдущей работой (*). 


РАЗДЕЛ 1 


ИНВАРИАНТЫ ПАРЫ И СВЯЗАННОГО С НЕЮ ПУЧКА ВЕЩЕСТВЕННЫХ 
КУБИЧЕСКИХ ТРОЙНИЧНЫХ ФОРМ 


8 1. Симметрическая полиномиальная кубическая матрица над 
полем вещественных чисел и ее элементарные делители 


Возьмем пучок вещественных кубических. тройничных форм 
в + %5, (1.1) 
где р, у— переменные параметры, а формы 


3 
ИЕ > Ааву2аТвту, = 5 Вову Хаб (1.2) 


3 
&, 6, —1 «, В, У=1 
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ге о ЛА ШП ВЕ: 


с соответствующими симметрическими кубическими матрицами 
А = || Аивя |, В = || Ваву | (*, В, 1=1, 2, 3) 


образуют базис пучка. 
Соответствующая пучку (1.1) матрица 


Ц (№, у) = ВА + УВ (1.3) 


является частным случаем симметрической полиномиальной кубической 
матрицы 

М (в, у) = [Мох (в, У (@, В, т=1, 2, 3), (1.4) 
элементы которой — двойничные формы одной и той же степени от 6, 
у над полем вещественных чисел. 

Определение 1.1. Будем называть симметрическими веществен- 
ными элементарными преобразованиями матрицы М (р, у) следующие 
операции *: 

(а) умножение 7-го сечения каждой ориентации на одно и то же про- 
извольное, отличное от нуля вещественное число {Ё; 

(6) прибавление к {-му сечению каждой ориентации 7-го сечения соот- 
ветствующей ориентации, умноженного на один и тот же произвольный 
полином ф (р, у) с вещественными коэффициентами (, } — любые из зна- 
чений 1, 2, 3). 

Операцию (а) будем сокращенно обозначать символом 


а операцию (6) — символом 
[+ 96, 


Замечание 1.1. Элементарными преобразованиями типов (а) и (б) 
можно совершить операцию 


(в) [2—7], 


заключающуюся в перестановке 1-го и /-го сечений каждой ориентации. 
Замечание 1.2. Симметрические вещественные элементарные пре- 
образования матрицы М (в, у) равносильны линейным преобразованиям 


я | 
1. = Уаш(в, У) Х; (&«=1,2, 3) 
= 
соответствующей кубической формы, причем коэффициенты а; (в, У) этих 
преобразований являются, вообще говоря, полиномами от р, у над полем 
вещественных чисел, а детерминанты преобразований не зависят от р, 
у и отличны от нуля. 

Определение 1.2. Две симметрические полиномиальные кубиче- 
ские матрицы над полем вещественных чисел будем называть проективно 
эквивалентными в вещественной области, если они переводятся друг 


в друга цепочкой симметрических вещественных элементарных преобра- 
зований **. 


* Ср. (2), стр. 154, 152. 
<< Ср. ©), ето. 177. 


ПУЧКИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ КУБИЧЕСКИХ ТРОЙНИЧНЫХ ФОРМ 203 


Определение 1.3. Двумерным рангом матрицы М (в, у) будем назы- 
вать ранг прямоугольной полиномиальной матрицы 


Мл (в, У) Ми» (в, 5) М,.лз (№, У) М, (в, у) М,ьз (в, У) М»зз (р, У) 
Мл (в, У) Му» (№, У) Муэз (в, у) М» (в, у) М» (№, у) Мьзз (№, у) 
И М, 1з (№, у) М, (в, У) Мьзз (в, у) Мь»з (в, 5) Мьзз (№, у) Мззз (м, У) Н 


'Трехмерным рангом матрицы М (в, у) будем называть наивысший по- 
рядок не равных тождественно нулю кубических детерминантов, поро- 
ждаемых этой матри}. а. 

Определение 1.4. Матрицу М (№,у) будем называть регулярной, 
если ее ранг (двумерный или трехмерный) равен ее порядку, и иррегу- 
лярной — в противном случае. 

Так же, как и для матрицы с постоянными элементами, имеет место 

ТЕОРЕМА 1.1. Ранг (двумерный и трехмерный) матрицы М (в, у) 
является арифметическим инвариантом относительно симметрических 
вещественных элементарных преобразований этой матрицы. 

Кроме ранга существуют еще и другие величины, остающиеся неиз- 
менными при упомянутых выше преобразованиях матрицы М (в, у). Чтобы 
показать это, докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 1.2. Наибольший общий делитель О; (р, >) * порождаемых 
матрицей М (р,у) кубических детерминантов 1-го порядка, где & не пре- 
вышает трехмерного ранга г матрицы М (ь,у), остается неизменным при 
симметрических вещественных элементарных преобразованиях этой ма- 
трицы. 

Действительно, преобразование типа (а) матрицы М (№,у), очевидно, 
не меняет полиномов Д;(р,у). Преобразование же типа (6) приводит 
М (р, у) к матрице 


М' (в, у) = | Мох (в, у) || (@, 8 1=1,2,3), 
где 


Мн (в, у) = Ми (в, >) + ЗМы; (в,5) % (в, у) + ЗМь; (р, 5) $? (в, У) + | 
+ М;уд (р, У) $3 (р, у), 
Мну (в, у) = Миу (в, у) Е 2Мь; (р, У) $ (в, >) + Му (в, У) $? (р, У), 
Мил (в, у) = Мнк (р, у) Е 2Маз (в, У) $ (в, >) Му (в, У) $? (р, у), 
М; (в, у) = Ми (в, 5) + Му (в) 9,5), 
Муз (в, >) = М. (6, 5) + Мл (,) 9 (У), 
Мзвь (в, У) = Ма (в, >) - Мик (в, у) $ (в, 5), 
М‚з; (в, 5) = Муз (в, 5), Мун (в, >) = Му (р, У), 
Му (в, 5) = Мль (в, 5), — Мыь (ву) = Ми (в, 5) 


* Так как ШО; (и, у) является двойничной формой от ци у, определенной с точ- 
ностью до постоянного множителя, то старший коэффициент у Д, (и, у) берем рав- 
ным единице. 
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(:, /, К — последовательность в некотором порядке цифр 1, 2, 3). Отсюда 
следует, что элементы матриц М (р, у) и М' (р,у) имеют один и тот же 
наибольший общий делитель 0, (№, У), если г> 0. 

Заметим, что преобразование типа (6) матрицы 1 (р,у) вызывает сим- 
метрические вещественные элементарные преобразования симметрической 
полиномиальной квадратной матрицы 9-го порядка, составленной из всех 
кубических детерминантов 2-го порядка, порождаемых матрицею М (в, >) 
[см. (*)]. 

Следовательно, если г>>1, то наибольший общий делитель ГП» (в, У) 
этих детерминантов не меняется при упомянутом выше преобразовании 
матрицы М (в, у). Нетрудно убедиться, наконец, в том, что преобразова- 
ние типа (б) матрицы М (р, у) сопровождается такого же рода преобразова- 
нием симметрической полиномиальной кубической матрицы 3-го порядка, 
составленной из всех кубических детерминантов 3-го порядка, порождае- 
мых матрицею М (в, у). Поэтому, если г>>2, то наибольший общий дели- 
тель Оз (№, У) этих детерминантов также остается неизменным, когда 
М (р,у) подвергается преобразованию типа (б). 

Наибольшие общие делители Ш, (р, у),..., кв, У) являются рацио- 
нальными инвариантами матрицы М (в, У). Вместо них введем другие ин- 
варианты, вообще говоря, иррациональные, которые назовем элементар- 
ными делителями матрицы М (в, у). Для их определения воспользуемся 
следующей теоремой. ! 

ТЕОРЕМА 1.3. Наибольший общий делитель порождаемых матрицей 
М (в, у) кубических детерминантов 1-го порядка, где [не меньше двумерного и 
не больше трехмерного ранга г матрицы М (р, у), делится на наибольший 
общий делитель кубических детерминантов (1 — 1)-го порядка, порождае- 
мых той же матрицей. 

Теорема очевидна, так как для матрицы М (р, у) всякий кубический 
детерминант 1-го порядка, где 2<1<.г, является линейным однород- 
ным выражением от кубических детерминантов (: — 1)-го порядка. 

Определение 1.4. Назовем линейным множителем матрицы М (р, У), 
трехмерный ранг которой равен г, всякий линейный множитель ар | 6» 
наибольшего общего делителя Д,(р,у) кубических детерминантов г-го 
порядка, порождаемых этой матрицей. Пусть /; — показатель наивысшей 
степени этого множителя, входящей в разложение 1); (в, у), причем + = 0. 


Введем в рассмотрение целые неотрицательные числа е;, определяемые 
равенствами 


е; =Д — Дл (1 <#<»). 


Тогда те из выражений (а -- 55)*, в которых показатели е; отличны от 
нуля, будем называть элементарными делителями матрицы М (в, у), соот- 
ветотвующими ее линейному множителю ар -{- Бур [ер. (4), стр. 324]. . 
Элементарные делители матрицы М (в, у) могут быть как веществен-. 
ными, так и мнимыми; в последнем 
в комплексные пары. 
Пусть 


случае их можно сгруппировать 


(аль Е 61у)®, (азы -Е 65у)е:,..., (ав Е Вл) 
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— все элементарные делители матрицы М (в, у), причем среди линейных 
множителей адь -- 6» (7=1,2,...,К) могут быть и пропорциональные 
друг другу. В дальнейшем особенно важным является вопрос о показа- 
телях е,, е›,...,‚е» степеней линейных множителей. Для обозначения этих 
показателей, не пользуясь явной формой элементарных делителей, введем 
символ [ее›...е„], который будем называть характеристикой матрицы 
М (в, ») *. При этом в характеристике будем заключать в круглые скобки 
те из чисел е,, е,...,е», которые являются показателями степеней про- 
порциональных линейных множителей, и будем ставить черточку над 
каждым е; являющимся показателем степени мнимого линейного множи- 
теля. Если матрица М (р, у) не имеет элементарных делителей, то будем 
говорить, что ее характеристика [0]. 

Из теорем 1.2 и 1.3 вытекает 

ТЕОРЕМА 1.4. Элементарные делители и характеристика матрицы 
М (в, у) остаются неизменными ** при симметрических вещественных 
элементарных преобразованиях этой матрицы. 


$ 2. Присоединенная, смешанно-присоединенная и составная матрицы 
для симметрической полиномиальной кубической матрицы 
над полем вещественных чисел 


Составим для матрицы (1.4) по известным правилам присоединенную 
матрицу С (в, у) [см. (1)]. Далее, из кубических детерминантов 3-го порядка 
порождаемых матрицей (1.4), образуем симметрическую полиномиальную 
кубическую матрицу 3-го порядка 


М (в, у) = || М. (№, У) || (х, В, 1 129), (2.1) 


а из элементов матриц (1.4), (2.1) образуем для матрицы (1.4) смешанно- 
присоединенную матрицу К (в, *) [см. (*)]. 

Теперь из элементов матриц С (р, У) и К (р, у) можно составить от- 
носительные инварианты Аронгольда © (р, у) веса А и Т(р, у) веса 6, 
затем относительный инвариант 


В(в, >) = 53 (в, )— Тв, 5) 
веса 12 и абсолютный инвариант 


В (в, у 
Ты ее 
формы, соответствующей матрице (1.4). 

При симметрических вещественных элементарных преобразованиях 
матрицы М (в, У) относительные инварианты воспроизводятся, как в этом 
легко убедиться, с точностью до некоторых постоянных отличных от 
нуля вещественных множителей. Поэтому имеет место 


ТЕОРЕМА 2.1. Значения отношения —— 


ные инварианты 5\(р, ,), Т(ф, ъ), В(ф, ») обращаются в нуль, яв- 


97 
при которых относитель- 


) 


* Ср. (5), стр. 88, а также (°), стр. 386. 
*# Пропорциональные элементарные делители считаем одинаковыми. 
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ляются абсолютными, вообще говоря, иррациональными инвариантами, 
а кратности их — арифметическими инвариантами относительно сим- 
метрических вещественных элементарных преобразований матрицы 
М (в, ъ). 

При помощи инвариантов 6 (в, У) и Т(р, У) образуем для матрицы 
(1.4) из матриц С (р, у) и К(р, у) составную матрицу 


(в, У=Т(ь, УС(ь, )— 54, УК, У). 


Как и при рассмотрении вещественных кубических матриц с посто- 
янными элементами [см. (')], нетрудно убедиться, что симметрические 
вещественные элементарные . преобразования матрицы (1.4) вызывают 
такого же рода преобразования симметрических полиномиальных ква- 
дратных матриц 9-го порядка С (в, у), К(ь, у), (р, У). Таким образом, 
имеет место 

ТЕОРЕМА 2.2. Проективная эквивалентность в вещественной области 
двух симметрических полиномиальных кубических матриц 3-го порядка 
над полем вещественных чисел влечет за собой такого же рода эквива- 
лентность соответствующих присоединенных, смешанно-присоединенных 


и составных матриц, являющихся симметрическими полиномиальными 
квадратными матрицами 9-го порядка. 


$ 3. Пары и связанные с ними пучки вещественных кубических 
тройничных форм 


Возвратимся к пучку (1.1) вещественных кубических тройничных 
форм, построенному на базисе (1.2), с соответствующей полиномиальной 
матрицей (1.3). 

Будем называть пучок (1.1) и пару форм (1.2) регулярными или 
иррегулярными, смотря по тому, будет ли соответствующая полино- 
миальная матрица (1.3) регулярной или иррегулярной. 

Подвергая пару форм (1.2) вещественному невырожденному линейно- 
му преобразованию с постоянными, т. е. не зависящими от в, у коэффи- 
циентами, мы тем самым подвергаем матрицу (1.3) соответствующему ря- 
ду постоянных симметрических вещественных элементарных преобразова- 


ний (т. е. преобразований, где в операциях типа (6) множитель ф (р, у) = 


== с0п86). Тогда, согласно определению 1.2, полиномиальная матрица 


первой степени (1.3) переходит в проективно эквивалентную ей в веще- 
ственной области полиномиальную матрицу, которая будет, очевидно, 
также первой степени. Однако, ввиду ограничивающего общность опера- 
ций типа (6) предположения, что множитель (в, у) = сопз6, возникает 
вопрос, могут ли быть получены при помощи рассматриваемых частных 
преобразований все полиномиальные матрицы первой степени, проектив- 
но эквивалентные в вещественной области данной матрице? Для частно- 
го случая регулярных симметрических полиномиальных матриц имеет 
место | 

ТЕОРЕМА 3.1 *. Если две регулярные симметрические полиномиаль- 
ные кубические матрицы первой степени над полем вещественных чисел 


* Ср. (отр: 423: 
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проективно эквивалентны в вещественной области, то они переводятся 
друг в друга цепочкой. постоянных симметрических вещественных элемен- 
тарных преобразований. 


Действительно, если операция типа (6) приводит регулярную симмет- 
рическую полиномиальную матрицу 


И, Ува +В 
к полиномиальной кубической матрице первой степени 
Ц’ (и, У) —= |] Ц авт (м, У) й (х, В, 7 ее и 2, 3), 


то элементы последней выражаются через элементы матрицы Ц(р, у) 
формулами, аналогичными формулам (1.5). Из этих формул следует, 
что множитель $ (в, у) может не быть постоянным тогда и только тогда, 
когда 


Ц, (р, у) == 0, Ц: (м. У) ==, М» (в, У) == 0, 


0 
Мн; (р, у) =0, Ш ж(р, у) =0, Иль(р, У) =0. 


Но тогда ранг (двумерный или трехмерный) матрицы (в, у) будет мень- 
ше трех, и И(р, у) будет иррегулярной матрицей, что противоречит 
предположению. 

Определение 3.1. Две пары (или два пучка) вещественных ку- 
бических форм будем называть проективно эквивалентными в веществен- 
ной области, если от одной пары (или от одного пучка) можно перейти 
к другой паре (или к другому пучку) при помощи вещественного невы- 
рожденного линейного преобразования с постоянными коэффициентами. 

Проективная эквивалентность в вещественной области любых двух 
пар (или пучков) вещественных кубических форм сопровождается такого 
же рода эквивалентностью соответствующих полиномиальных кубических 
матриц *. 

Принимая во внимание теоремы 1.1, 1.4, 2.1, 2.2, заключаем, что 
имеет место 

ТЕОРЕМА 3.2. Если две пары вещественных кубических тройничных 
форм |, Фи], $: проективно эквивалентны в вещественной области, то 
ранги (двумерные и трехмерные) соответствующих’ полиномиальных 
матриц рА-+ УВ и рА, + >В,, их элементарные делители и характе- 
ристики **— одни и те же, так же как одни и те же — значения отно- 
шения , при которых соответствующие относительные инварианты 
5 (№, у), Т(ь, ъ), В(ь, >) обращаются в нуль. При этом соответствую- 
щие абсолютные инварианты Г(р, у) тождественно равны и составлен- 
ные для матриц рА-+ >В и вА, + УВ, присоединенные, смешанно-присо- 


* Эта эквивалентность — строгая, т. е. полиномиальные матрицы переводятся 
друг в друга цепочкой симметрических вещественных элементарных преобразований, 
не зависящих от параметров [ср. (7), стр. 300]. 

** Для краткости будем в дальнейшем обозначать элементарные делители и ха- 
рактеристики полиномиальных матриц мА УВ и вА, + УВ, просто как элементар- 
ные делители и характеристики пар форм }, фи р, 91. 


‘ 
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единенные и составные матрицы соответственно строго эквивалентны 
в вещественной области. 
Рассматривая пучок форм (1.1), мы можем любые две формы 


Я =/ ай (3.1) 
ф’ = р] + * 
этого пучка принять за его базис, если только 
Ра эра 
0. в 
ОЙ (3.2) 


Между элементарными делителями двух регулярных пар форм, принад- 
лежащих пучку (1.1), существует простое соотношение, выражаемое сле- 
дующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 3.3. Если регулярная пара вещественных кубических 
тройничных форм (1.2) имеет элементарные делители 


(елеем к: (3.3) 


то пара форм (3.1), также регулярная при условии (3.2), имеет эле- 
ментарные делители 


(ав -- 5;5) (7=1,2,..., №), (3.4) 
где 
а; = ад: | м, 
ь Ра 97 (1=1, ыы (3.5) 
Ь; — @ 1 —- В. 
Действительно, образуем пучок форм в]' | уф’ и, пользуясь выраже- 
нием (3.1), представим его в виде 


ву 9" = (вар р) АЕ (м - *)3. (3.6) 
Так как р и у не предполагаются одновременно равными нулю, то 
вар + ру и Ур - %5> при условии (3.2) также не равны одновременно 
нулю. Не нарушая общности, можно считать и 0 и ры + ру 0. То- 
гда пучок (3.6) переписывается в виде: 


Бу = (уч), (3.7) 
где 
‚ __ Мы - У2У) 
ре! (3.8) 


Возьмем один из линейных множителей, входящих в состав элементар- 
ных делителей (3.3) пары форм (1.2), и обозначим его через ав + 6%. 
Пусть [ — показатель наивысшей степени этого множителя, входящей 
в разложение наибольшего общего делителя ЛД; (в, у) кубических детер- 
минантов 1-го порядка (1 << 3), порождаемых полиномиальной матри- 
цей (1.3), причем, очевидно, [1 < 1. Тогда каждый кубический детерми- 
нант 1-го порядка, порождаемый матрицей формы в/- Ух, входящей 
в выражение (3.7), можно представить в виде 


(ар -- В) Р(ь, У"), 


` у! г т 
где Р(р, у) — двойничная форма от в; У степени 1—1. Поэтому, на 
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основании равенства (3.7), соответствующий кубический детерминант 
1-го порядка, порождаемый матрицей формы р" - уф’, имеет вид 


[(ава - 65.) в + (ав, + 5%,) я Е, (в, >), 


где Р, (№, у) — двойничная форма от фр, у степени #— [;. 
Следовательно, выражение 
(вв НЫ)", (3.9) 
где 
а’ = ав, +, В =а 6, (3.10) 


входит в разложение наибольшего общего делителя 78) (№, у) кубических 
детерминантов 1-го порядка, порождаемых упомянутой выше матрицей. 

Проводя эти рассуждения в обратном порядке, убеждаемся, что вы- 
ражение (3.9) является наивысшей степенью линейного множителя 
а’к | Ву, входящей в разложение Ш; (№, у). Таким образом, согласно 
определению. 1.4, элементарные делители пары форм (3.1) отличаются от 
элементарных делителей пары форм (1.2) только тем, что линейные мно- 
жители ар | Ру заменены линейными множителями а’и | 6'», причем 
имеют место соотношения (3.10). Следовательно, выражения (3.4) при 
условиях (3.5) действительно являются элементарными делителями 
пары форм (3.1). 

Из доказанной теоремы, в предположении, что 


и =Р-О, *=0, 
ра = 0, у =9= 0, 


‘ 


‚ вытекает 
Следствие 3.4. Если регулярная пара вещественных кубических 
тройничных форм |, х имеет элементарные делители 


(ар -- 5») (=1,2,..., №, 


то регулярная пара форм } = р}, $’ = 94$, где р, а— отличные от ну- 
ля вещественные постоянные, имеет элементарные делители 


(раде + 96) (=1,2,..., №). 

Следствие 3.2. Пары форм |, Фи], $, упоминаемые в теореме 
3.3 и следствии 3.1, обладают одной и той же тарактеристикой, при- 
том также и тогда, когда в нее введены круглые скобки и черточки. 

Замечание 3.1. Если пучок форм (1.1) — регулярный, то, на ос- 
новании следствия (3.2), для каждой пары форм (3.1) этого пучка, 
удовлетворяющей условию (3.2), существует одна и та же характеристи- 
ка (даже в том случае, когда в нее введены круглые скобки или чер- 
точки). Поэтому об этой характеристике будем говорить как о харак- 
теристике регулярного пучка форм (1.1). 

Очевидна следующая 

ТЕОРЕМА 3.4. Характеристика регулярного пучка вещественных 
кубических тройначных форм является арифметическим инвариантом 
относительно вещественных невырожденных линейных преобразований 


с постоянными коэффициентами. 


2 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Замечание 3.2. Относительные инварианты 65(р, 5), Т(в, ›), 

В(р, У) пучка форм (1.1) являются, вообще говоря, формами от р, у 
соответственно 4-й, 6-й, 12-й степени. 
м 
У 
эти инварианты обращаются в нуль, а также их кратности, очевидно, 
не меняются при замене базиса (1.2) пучка форм (1.1) каким-либо дру- 
гим базисом (3.1) при условии (3.2). 

Замечание 3.3. Так как замена базиса (1.2) пучка форм (1.1) 
каким-либо другим базисом (3.1) при условии (3.2) не меняет состава 
пучка, то при такой замене остается неизменной и совокупность составля- 
ющих полную систему инвариантов 


Числа вещественных и мнимых значений: отношения ‚ при которых 


Т(, в), о(Т(, ъ)), г, У), 6, Эс бб,» 96,» 


для всех значений параметров р, У [см. (*)]. 
Это замечание относительно последней совокупности сохраняет силу 
также для пучков, проективно эквивалентных в вещественной области. 


РАЗДЕЛ П 


КЛАССИФИКАЦИЯ ПУЧКОВ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ПЛОСКИХ ЛИНИЙ ТРЕТЬЕГО 
ПОРЯДКА 


8$ 1. Типы пучков © наивысшей характеристикой 


Пусть дан вещественный пучок плоских линий третьего порядка 


ь/ + =0, ео 


базисом которого являются линии } =0 иф== 0. 

Исследование этого пучка ограничим случаем, когда характеристика 
[е, ... ек| соответствующей полиномиальной кубической матрицы Ц (р, у)— 
наивысшая, т. е. е,-{ ... + е; =3. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы наибольший общий делитель Оз (», У) кубических детерминантов 
3-го порядка, порождаемых матрицей Ц (р, у), был кубической двойничной 
формой от |, у, что возможно только тогда, когда ранг (двумерный или 
трехмерный) этой матрицы равен 3, т. е. когда пучок (1.1) — регу- 
лярный. 

Если относительный инвариант 6 (р, у) пучка (1.1) при любых ве- 
щественых значениях параметров |1, у отличен от нуля, то, как нетруд- 
но убедиться, наивысшая характеристика пучка будет [(111)] и все ли- 
нии его совпадают. 


Если же существуют вещественные значения р;, у, параметров, удо- 
влетворяющие условию 


5 (ва, *:) =0, 


то, принимая за базис пучка (1.1) его линии 
А ==] + $ = 0, 
фа =Ер»/ + №2 = 0, 
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где 
А 
в 6 


+0, 


можно представить этот пучок .в виде 


вр + ж, = 0. (1.2) 


Подвергая полиномиальную кубическую матрицу, соотяетствующую пуч- 
ку (1.2), постоянным симметрическим вещественным элементарным пре- 
образованиям, приводящим матрицу формы }, к виду, соотьетствующему 
каноническому виду ГК формы [:, получим регулярный пучок вида 


ьЕ - УФ =0, 


проективно эквивалентный пучку (1.2). 
Линия Г =0 будет тогда одной из следующих четырех линий [см. (2), 
таблицы 1—3]: 


з 73 
‚ + Х:+ Х3=О (эквиангармоническая линия 1-го типа), 
2 
3Х1Х, — Х3 + Хз =0* (эквиангармоническая линия 2-го типа), 
Х} + 3Х3Х. =0 (гиния с точкой возврата), 


ХХ, -+ ХХ. =0 (совокупность конического сечения и касательной 
к нему прямой). 

В соответствии с этим различаем четыре типа пучков с наивысшей ха- 

рактеристикой, рассмотрению которых посвящены следующие параграфы. 


$ 2. Пучки эквиангармоничееких линий 1-го типа 
Пусть 
ИД Ха-- Л, = 0. (2.1) 
Соответствующая пучку (1.3) матрица 


И (в, у) = ВА УВ, 


где А — матрица формы РЁ, а В — матрица формы Ф, порождает кубиче- 
ские детерминанты 3-го порядка, представляемые следующими выраже- 
нИями: 

Из (в, У) —= 3 |- р® (р, У), 112 (>, У) —- 2у [Вуз -- в (р, У)], 


Маз (м, У) = 2у [Вулэр? -- во (№, У)], 


* Это уравнение можно получить’ из уравнения ХЗ -+- ХЗ + ХЗ + 6Х,Х,Х, = 0, 
подвергая соответствующую матрицу операциям: 


= ШП = с и [| | | :2, ит (—3), Пи. ое 
9 


о* 
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Ию (в, 5) = 25 [Вуззр? + Р® (в, У Мивз(в, У) = 2 [Вуззе? -- Раз (в, У), 
Маз (в, у) = 2 [Визр? - Ра (р, У)], Из (и, 5) = 27 [Визе Рз (в, У. 
М (в, у) = 6% [(В,>В1зз — = в-+ РИ (в, У], 
М,» (р, У) = 62 [(В.1>Вьзз — 123) р + Ро (в, У)], 
Ц (в Я = 6 КВызВим — ы. ВЕР, 5, 


где через Р®. (в, у) обозначены двойничные формы г-й степени от в, у 
не делящиеся на р". 

Так как все эти детерминанты, кроме Ц... (л, у), делятся на у, то 
для того чтобы их наибольший общий делитель ДО. (в, У) был кубической 
двойничной формой от р, у, а следовательно, пучок (1.3) имел ‘наивысшую 
характеристику, необходимо, чтобы все они, кроме Ц; (и, у), тожде- 
ственно равнялись нулю. Поэтому 
Визз = 0, В»=0, Вузз= 0, В»з=0, Ви» = 0, Виз=0, Вуз = 0, 
и пучок (1.3) имеет вид: 


(в + >В.) Х1 + (в + >В, >) Х} + (в + >В.зз) Хз = 0. (2.2) 


Здесь возможны следующие три случая: 
Случай Г. Среди В,:1, В.»., Вззз нет равных. Тогда, полагая в 


пучке (2.2) в = — уВззз, получим при у +0 линию 
Ха Х = 0, (2.3) 
где 
ее Вл Бес Вззз 
Вэ а Вззз 


есть конечное число, отличное от 0 и 1. 


Линии (2.1) и (2.3), принадлежащие пучку (2.2), пересекаются в дв- 
вяти точках, из которых одна — вещественная, а восемь — мнимые, 


попарно сопряженные. Принимая эти линии за базис, получаем 
канонический пучок 


(Ш лу) Ха (р >) Хз Е в ХЗ = 0. (2.4) 
Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей пучка 
(2.4), тождественно равны нулю, кроме детерминанта 
М; ьз (в, У) = (в м) (и +Уь, 
следовательно, их наибольший общий делитель 
Ру (р, у) = (в лу) (и Ув 


Кубические детерминанты 2-го порядка, порождаемые той же матри- 


цей, имеют, кроме значений, тождественно равных нулю, также значения, 
равные 


(им) (и +5), ифюь Уь 
Поэтому их наибольший общий делитель 
О, (р (р , У) = эк: м 


Таким образом матрица (и, У) имеет элементарные делители | | пу, 
в У, в, и характеристика пучка (2.4) будет [111]. 
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Относительные инварианты имеют вид: 
5, )=0, Ту У 0), 
В, уе) п), 


откуда заключаем, что А (№, у) и Т(р, у) могут обращаться в нуль лишь 
одновременно, и это будет тогда и только тогда, когда р принимает зна- 
чения 0, —у, —пу, различные между собою. Из пучка (2.4) при этих 
значениях параметров находим: 


пХ1 - Хз = 0, 
(п— 1) Хз + пХз = 0, 


причем 
Ты )=о, г, )=2, сом =2, —еыь 0. 
При значениях |, отличных от 0, —\, — п», имеем: 
Т(ь )=—1, ©(Т(ф, 5) =-1. (2.5) 


Таким образом в состав пучка (2.4) входят эквиангармонические 
линии 1-го типа и три тройки прямых [см. ('), таблицы 2 и 3]. В ка- 
ждой тройке одна прямая — вещественная и две мнимые сопряженные; 
все они пересекаются в одной точке. Точки пересечения прямых в ка- 
ждой тройке отличны одна от другой, а также и от точек, общих всем 
линиям пучка. Последних — девять; одна из них — вещественная, а во- 
семь — мнимые, попарно сопряженные. Эти девять точек расположены на 
прямых каждой тройки так, что на вещественной прямой лежит веществен- 
ная точка (в ней пересекаются вещественные прямые троек) и пара 
мнимых сопряженных точек, а на мнимых прямых лежат сопряженные 
тройки остальных мнимых точек. 

Случай П. Среди В\11, В.о, Вззз имеется пара равных. Пусть, на- 
пример, В, 1: = Во». = Вззз. Полагая тогда в пучке (2.2) последовательно 


р = — УВззз и в = — УВ», получим при у = 0 две линии этого пучка: 
а о (2.6) 
Хз=0, (2.7) 
Принимая их за базис, получаем каноническии пучок 
Ву а (2.8) 


Для соответствующей матрицы имеем: 
Дз (в, у) =, ДР» (р, >) =ь, В; (р, у) =1, 
а потому элементарные делители ее равны р, р, у, и характеристика 
пучка (2.8) будет [(11)1]. 
Вместе с тем находим: 
5 (в, 5) =0, Ти у=рЫфыу, В, )=ЬЫЬУ, 


откуда следует, что Т’(в, у) и В(р, у) могут обращаться в нуль лишь 
одновременно, именно тогда и только тогда, когда у=0 или р = 0. Из 
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пучка (2.8) при этих значениях параметров получаем линии (2.6) и (2.7), 


причем 


Т(ь, У) =5 (Гы у) =2, рьм=2, абы = 0, г (в, У) =1). 


При значениях |, У, отличных от нуля, выполняются условия (2. 5). 
Следовательно, в состав пучка (2.8) входят эквиангармонические линии 
1-го типа, тройка пересекающихся в одной точке прямых, из которых 
одна—вещественная, а две—мнимые сопряженные, и тройка совпадаю- 
щих вещественных прямых. Все линии пучка имеют три общие точки, 
из которых одна — вещественная, а две — мнимые сопряженные; каждая 
из них есть точка соприкасания всех нераспадающихся линий пучка. 
Все три точки лежат на тройной прямой пучка; касательными в этих 
точках являются прямые первой тройки, точка пересечения которых от- 
лична от точек, общих всем линиям пучка. 

Случай Ш. Вл, = В»»»› = Вззз = 0. Тогда пучок (2.2) приводится к 
каноническому виду 


(#5) (Х1-+ Хз + Хэ) = 0. (2.9) 


Его характеристика будет [(111)], причем выполняются условия (2.5). 
Все линии пучка сливаются в одну эквиангармоническую линию 1-го 
типа. 


$ 3. Пучки эквиангармонических линий 2-го типа 
Пусть 
== 3Х1Х. — ХЕ Х8=0. (3.1) 
Соответствующая пучку (1.3) матрица И (р, у) =вА + эВ порождает ку- 
бические детерминанты 3-го порядка, представляемые выражениями: 
И.лз (в) = 2[ — в? Риз (в, 5], Мызз (№, У) = 2[-— в? + Ра (в, 5), 
Мл: (в,у) = бу [-— Виз НР (в, %)1, Иод» (в, у) = бу [— Вьззр? -- Ру (в, У)], 
Мизз (в,у) ее +3 (1,5), Ма (#,5) = 2у[-— Вьззь? +- РУз (в, У)], 
) = — Вззр? ЕР} (р,у)], Цьзз (№, У) = 125 [(Вьзз — В; 1з) в? + 
+ Раз (р, У), 
Иззз (р, У) = 6% [(ВьзВьз — Вуз) + РЗ (р, У)], 
Маез (в, у) = У{— (Ва + В») в? + [Ва В» — В; 1>Влэз — 
— (Вы - В, »5) Вззз + Влзз (Виз + ЗВь»з) — 2ВуэзВьзз] ву -- 
+ КВьь В». — ВВ») Вззз + 2В1з + Вллз (ЗВ Вьзз — В; ззВээз — 
— 2В1зВзэз) + Влзз (ЗВил>Вь>з — 2В, >В: эз) — Възз (В, Вуз -- 2В.>В1оз)] У} 


Так как все эти детерминанты, кроме Ц;:з (в, У) и Ц,з (№, у), делятся 
на у, то, для того чтобы их наибольший общий делитель О. (», у) был 
кубической формой от р, у, необходимо, чтобы все они, кроме двух упо- 
мянутых выше, тождественно равнялись нулю. Поэтому 


Ц, (р,у 


В:зз =0, Вьзз = 0, В; =0, В\л1з =0, В,» =0, 
Ви: + Ву» = 0, Вилл (В:1» = Вь»э) = 0. 
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Отсюда заключаем, что 
В». = — В: =0 
или 
Ву» ая В, 11 = 0, В: = — Во. 
Следовательно, пучок (1.3) имеет вид 


3 (р + >В, 12) хх, + (—в + >В») Хх} + (& - УВззз) Хз =0 (3.2) 


или 
УВ: Ха — З\ВиаХ, Хз ++ (в + УВллз) (ЗХ1Х» — Хз) + (р + УВзз) Хз = 0. (3.3) 
Рассмотрим сперва пучок (3.2). Полагая в нем последовательно № = — уВззз 
и р = ›В.»›, получим при у -Е 0 две принадлежащие пучку линии: 


ЗтХ}Х, — рХ} = 0 и ЗпХ?Х, + рХЗ = 0, (3.4) 
где 
т = Вззз — В», п = Ви» + Въ», р= В» + Вззз 
и, следовательно, 
т+п—р=0, (3.5) 


причем предполагается, что т и р, так же как п и р, не равны одно- 


временно нулю. 
Принимая линии (3.4) за базис, представим пучок (3.2) в виде 


3 (ть + пу) ХХ, + р(—вХ8 + 5) = 0. (3.6) 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей \ (в, у) 
этого пучка, тождественно равны нулю, кроме детерминантов 


Маз (в, у) = — 2ру (ть + пу), Из (в, У) = — 2р?ру (тр + п»). 


Отсюда заключаем, что О. (в, у) будет кубической формой от р, » тогда 
и только тогда, когда п=0 при т-0 и р+0. Тогда, вследствие 
равенства (3.5), т = р, и пучок (3.6) примет канонический вид: 


в о = 0, (3.7) 
Для соответствующей матрицы имеем: 
Дз (в, у) = в?у, О» (в, у) =в, ДБ (в, >) =1, 
а потому элементарные делители ‘ее равны р, р, », и характеристика 


пучка (3.7) будет [(11) 1]. 
Вместе с тем находим: 


5 (в, У) яя 0, Т (р, У) я Алу, В (в, У) быы 1 бр", 


©. 
откуда следует, что Т (в, )°'и В(в,>^) могут обратиться в нуль лишь 
одновременно, именно’ тогда’и только тогда, когда у=0 или р =0. 
Из пучка (3.7) при этих значениях параметров получаем: 


За ХХ =0, (3.8) 
Хз =0, (3.9) 
причем 


Ту =о (+, =2, ре =2, оу =-2, гв, )=1. 
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При значениях (р, у, отличных от нуля, имеем: : 
Тр, ) =—1, ©(Т(р, )) = +1. (3.10) 


Следовательно, в состав пучка (3.7) входят эквиангармонические ли- 
нии 2-го типа, тройка вещественных прямых, пересекающихся в одной 
точке, и тройка совпадающих вещественных прямых. Все линии пучка 
имеют три общие точки, все вещественные; каждая из них есть точка 
соприкасания всех нераспадающихся линий пучка. Все три точки лежат 
на тройной прямой пучка; касательными в этих точках являются прямые 
первой тройки, точка пересечения которых отлична от точек, общих всем 
линиям пучка. 


В случае, если т= р=0 или п=р= 0, очевидно, имеем: 
Ваз = Вззз = — Вуз = 0, 


и пучок (3.2) приводится к каноническому виду 


(2-5) (3Х8Х, — ХХ) =0. (3.11) 

Его характеристика будет [(111)], причем выполняются условия (3.10). 
Все линии пучка сливаются в одну эквиангармоническую линию 2-го типа. 
Обратимся теперь к пучку (3.3). Полагая в нем у = 0, имеем при (+ = 0 
линию (3.1). Полагая, далее, р = —УВ,:›, получаем при У=0 линию 
Ва Х1 — ЗВ. Х, Ха + (Вззз — Вл») Хз = 0. (3.12) 


Здесь мы будем различать два варианта в зависимости от того, будет ли 
Ву: 0 или В =0. 


Вариант Г. В, +0. Тогда перепишем уравнение (3.12) в виде 


Х!} — ЗХ,ХЬ + пХЗ = 0, (3.13) 
где 
= Вззз = В:1э 
Вл 11 
Принимая линии (3.1) и (3.13) за базис, получим канонический пучок 
в (3Х1Х, — Хз + Хз) + (Х1 — ЗХ,Х, + пХз) = 0. (3.14) 


Соответствующая матрица \ (р, у) порождает кубические детерминанты 
3-го порядка, тождественно равные нулю, за исключением детерминантов 


Цалз (в, У) = Цььз (в, у) = — 2 (2 У) (в - п), 


и кубические детерминанты 2-го порядка, которые, кроме значений, то- 
ждественно равных нулю, имеют также значения, равные 


—2 (в + У), —в(в Е пу), — у(ь + п). 


Следовательно, 
Реж У), =. 
Таким образом элементарные делители матрицы Ц (р, У) равны 
ВУ, вм, р-л 
и характеристика пучка (3.14) будет [141]. 
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Вместе с тем имеем: 
5) =0, Ты, = 4+) (+ п, 
В (р, >) = — 16) (и п), 


откуда заключаем, что 7 (№, у) и В(в, у) могут обращаться в нуль лишь 
одновременно, и в вещественной области это будет тогда и только 
тогда, когда |. = — пу. Из пучка (3.14) получаем тогда при у 0 линию 


Х1 — ЗпХ3Х, — ЗХ,Х2 + пХ8 = 0, 
причем 


0 
Т(р, ) = (* (в, у) =2, ОС (№, у) == а, СС (р, У) = — 2). 


При р = — п» выполняются условия (3.10). 

Таким образом в состав пучка (3.14) входят эквиангармонические 
линии 2-го типа и тройка вещественных прямых, пересекающихся в од- 
ной точке. Все линии пучка имеют девять общих точек, из которых 
три — вещественные, а шесть — мнимые, попарно сопряженные. Из этих 
девяти точек на каждой прямой пучка лежит по одной вещественной и 
по паре мнимых сопряженных точек, причем ни одна из них не совпа- 
дает с точкой пересечения прямых пучка. 

Вариант П. В,., =0. Если при этом В\1› = Вззз, то уравнение (3.12) 
имеет вид 

507 (3.15) 


Принимая тогда линии (3.1) и (3.15) пучка (3.3) за базис, представим 
этот пучок в виде 


ь (3525-Х Не 0, 


Полагая последовательно р = — +0 и в=0 при у-=0, будем 
иметь две линии (3.8) и (3.9) пучка. Взяв их за. базис, придем к кано- 
ническому пучку (3.7). | 

Если же В11, = Вззз, то пучок (3.3) имеет канонический вид (3.11). 
Каждый из этих канонических пучков был расемотрен выше. 


$ 4. Пучки линий с точкой возврата 
Пусть 
ДЕ ЗАК, (4.1) 

Соответствующая пучку (1.3) матрица \ (р, у) =рА - УВ порождает куби- 
ческие детерминанты 3-го порядка, представляемые выражениями: | 

Ив (в, 5) = 2[-в* + Ра (р, 5), 

М,» (р, у) = 6у [-— В;1ар? Ро (р, У)], 

АТ. оз (в, У) = У[— 2Вьззр* р (р, У)], 

оз (в, у) = 2% [-— Вузв? + Р® (в, У)], 

Циз (р, У) = 2 [Влззр? Р% (р, >), 

М зз (р, У) = 25 [Взззн? р (р, У)], 
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Ца (м, У) = 25[— 2В\ зв + р (в, У)], 
Ца (р, 5) = 6% [(ВузаВ1зз — Виз) в + Ру (в, У)], 
Цззз (р, у) = 6 [(В1.зВззз — Влаз) в р (№, У)], 
М,зз (р, у) = 2% [(В,1зВззз — ВизВазз) в + Рзз (р, У)]. 
Так как все эти детерминанты, кроме \,»„» (р, у), делятся на у, то их 
наибольший общий делитель О. (р, у) будет кубической формой от р, у 
только тогда, когда все они, за исключением Ц». (р, у), тождественно 
равны нулю. Поэтому 
Виз =0, Вл = 0, В, з=0, В,зз = 0, Вззз =0, В,\»з =0, 
и пучок (1.3) будет иметь вид: 
(№ + УВ, ,) Хх + 3 (р - УВллз) ХзХз = З»В: ХХ» > в УВ.» = 0. (4.2) 
Рассмотрим два случая, когда В;1! = В»зз и когда В! = Вь»з. 

Случай Г. В,., = В,.з. Тогда, полагая в пучке (4.2) последова- 
тельно’ р = — уВьэз и р = —В;:!, получаем при у-Е0 две линии этого 
пучка: 

ХЗ + тХЗ + 3 Х, Хз = 0, 
ЗО. тео 
где 
Вэ Вл» 


т= 8 М... _ РЕ 
В;11 — Возз ' ЗО Ри 3 


Приняв эти линии за базис, представим пучок в виде 


ьХ1 + т (в — 5) Хз + Зп (р — >) Х,Х3 + З»Х3Х: = 0. (4.3) 
Рассмотрим два ‘возможных варианта, 


Вариант 1. Пусть т и п не равны одновременно нулю. Тогда под- 
вергнем матрицу»пучка”(4.3) операциям 


т. [Ш] 2 


В результате получим матрицу 


0 0 
аеОт т ВИвИГ- д 
} и! ": 
———щ 
И я : р р 
но № 
р 0 ' ' 
и 
| 
} у ая Пя Нет 
г ЫВ ЗА аЫЮ Е: НА : (4.4) 
с 
м Н Н : аи 
Пи, 
Пи 4 
АРА 
д 2 


которую можно считать канонической, если т? -|- 4п3 - 0. В этом случае 
ей соответствует канонический пучок 
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в (Х1 -- т} + ЗиХ, Хз) + 3УХЗХ: =0 (4.5) 

с базисом 
ХХ + тХЪ + ЗпХ, Ха = 0, (4.6) 
ХХ: = 0. (4.7) 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей (4.4), 
тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


Щаз (в, У) = — 26%. 
Следовательно, 
Оз (м, У) == ВУ. 
Далее, 
р, (в, У) =1, 


поскольку среди кубических детерминантов 2-го порядка, порождаемых 
той же матрицей, имеются равные 2п?, ть?, —2%. 

Таким образом, элементарные делители матрицы (4.4) равны У, р, и 
характеристика пучка (4.5) будет [21]. Для матрицы (4.4) при всех зна- 
чениях параметров щ, у имеем: 


„ = (в 0, = 0), 
№, У) = |5 (№ =0, уУ-Е0 или в = 0, у=0), 
5 ® О У-О,, 


Всць, у) =44 (№ =0, у 0), —2 (т+4т 0, 
2 (в = 0, у = 0), = | 0 (т? + 4пз >> 0). 


При этом относительные инварианты 6 (р, У), Т’(р, У), В (р, у) тождественно 
равны нулю, следовательно, 


(Г (в, 5) =ОиТ(ь, )=0. (4.8) 

Таким образом в состав пучка (4.5) входят линии с точкой возврата, 
тройка вещественных прямых, из которых две совпадают, и тройка раз- 
личных, пересекающихся в одной точке прямых, из которых: 

а) все вещественны (если при рс(»,›) =2 будет ос (и, ,) = — 2); 

6) одна — вещественная и две — мнимые сопряженные (если при 
ОС (в, у) = д будет АК) 0). 

Все линии пучка имеют общую вещественную точку, являющуюся 
точкой возврата нераспадающихся линий пучка, и еще три общие точки, 
которые все вещественны в случае (а), и одна из них — вещественная, а 
две — мнимые сопряженные в случае (6). Двойная прямая первой тройки 
касается нераспадающихся линий пучка в их точке возврата, а простая 
прямая этой тройки проходит через остальные общие точки; точка пере- 
сечения этих прямых отлична от точек, общих всем линиям пучка. Пря- 
мые второй тройки пересекаются в точке возврата и каждая проходит 
через одну из остальных общих точек. 
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Если т? + 4п3 =0, то, подвергая матрицу (4.4) операциям 


ме а рик: ы— 
2] +[7-УЗ, ИХ. №. 7%. 


приводим ее к виду 


‹ С И 
еее ней | 
! ой: | ; „! Н 
ие |----е-----И | | 
вай | т 
о Е 
т ЗИ ВЕ Уи | 
р: | Ри ; я | (4.9) 
а ть 
рае ркаы йе 
Ар за О Сын ад Г 
НЫ 
0 д бы Иж И, я 
Г 
которому соответствует канонический пучок 
(ХЗ 8х = 0 (4.10) 


с такой же характеристикой, как и у пучка (4.5). Для матрицы (4.9) 
при всех значениях параметров (1, у имеем: 


3 (#=0,*=0,, 
2. - (к =0, 0. али 0. у=0); 
5 (@&+40,5+0, 
1 (=0 >00 пли в Олю =0). 


(в) -| 


бс(»,у) = | 


При этом вьыиюлняются условия (4.8). 

Следовательно, в состав пучка (4.10) входят линии с точкой возврата 
и две тройки вещественных прямых, в каждой из которых две прямые 
совпадают. Все линии пучка имеют три общие точки, все вещественные. 
Одна из них — точка возврата нераспадающихся линий пучка, другая — 
точка взаимного касания этих линий, третья — точка их пересечения. 
Двойная прямая одной тройки касается нераспадающихся линий пучка 
в их точке возврата, а простая прямая этой тройки — в их точке взаим- 
ного касания; вместе с тем последняя прямая проходит через третью 
общую точку линий пучка. Прямые другой тройки пересекаются в точке 
возврата, причем двойная прямая этой тройки проходит через общую 
точку взаимного касания, а простая прямая — через общую точку пере- 
сечения. 


Вариант П. Пусть т=п =0 в пучке (4.3). Тогда он имеет кано- 
нический вид 


Х1 + З»ХХ, = 0. (4.11) 
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Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей \ (р, у) 
пучка (4.11), тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


Мао (в, у) = —2 в. 


Из кубических детерминантов 2-го порядка, порождаемых той же матри- 
цеи, имеем, кроме тождественно равных нулю, также равные ру, —2у?. 
Следовательно, 


Рз(р, у) =вУ, РБ» (р, =у С, (в, у) =1, 


и элементарные делители матрицы Ц (р, у) равны у, у, р, а потому харак- 
теристика пучка (4.11) будет [(11)1]. | 
Для матрицы Ц (р, у) при всех значениях параметров и, у имеем: . 


3 (2-0, У 0), |} (0, У=0), 
п.) =1 2 (в=0, 20), вом =1 1 @=0, 5+0), 
1 @& 50, ›=0), (о (2-0, ›=0.. 


При этом выполняются условия (4.8). 

Таким образом в состав пучка (4.11) входят линии с точкой возврата 
и две тройки вещественных прямых, причем в одной тройке’ совпадают 
две прямые, а в другой — все три. Все линии пучка имеют две общие 
точки, обе вещественные; одна из них — точка возврата, другая — точка 
соприкасания нераспадающихся линий пучка. Тройная прямая пучка 
проходит через точку возврата и точку соприкасания, двойная прямая 
касается нераспадающихся линий пучка в точке возврата, а простая 
прямая — в точке соприкасания; точка пересечения этих касательных 
отлична от точек, общих всем линиям пучка. 

Случай П. В, = В..з. Пусть при этом В,› и В.» не равны одно- 
временно нулю Тогда, полагая в пучке (4.2) последовательно у= 0 
при № = 0 ив = — >В. при У-+ 0, получим две линии пучка: 


Хх +3 Х3Х: = 0, ВХ -- 3 Вл» ХХ» =0. 
Принимая их за базис, представим пучок (4.2) в виде 
в ево (4.12) 


Здесь возможны два варианта в зависимости от того, будет ли В. 0 
или. Во = 0. 

Вариант 1. В... - 0. Не ограничивая общности, мы можем предпо- 
лагать, что В,2› > 0, так как в противном случае достаточно было бы 
подвергнуть матрицу пучка (4.12) преобразованиям 


1.0, Н.С, ШС. 


Поэтому, совершая в этой матрице операции 
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и полагая 
Вуоз 


мы получим матрицу 


З 
| 
, 
ь 


Е 
7-й Е ВР | и 
Р-Р 
ТЕР ов Я рт а 
} 2 } ; у” Н 
сы ся 
И (4.13) 
ра тя ве: ва 
| |; р 
А ао кое ор оитюо и 
т ирина ы 
которой соответствует канонический пучок 
ь (Хх 3 Х2 ХЗ) + > (1х8 + 3Х,Х3) =0. (4.14) 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей (4.13), 
тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


Мо (в, у) = — 29. 
Следовательно, 
Рь (в, 5) = в. 
Далее, 
О» (в, ») =1, 
поскольку среди кубических детерминантов 2-го порядка, порождаемых 
той же матрицей, имеются равные |3, —2у?. Поэтому матрица (4.13) 


имеет единственный элементарный делитель р3, и характеристика пучка 
(4.14) будет [3]. 
Для матрицы (4.13) при всех значениях параметров п, у имеем: 


_ [3 (0, 
а (2—0, +0), 


При этом выполняются условия (4.8). 

Таким образом в состав пучка (4.14) входят линии с точкой возврата 
и тройка вещественных прямых, из которых две совпадают. Все линии 
пучка имеют две общие точки, обе вещественные; одна из них — точка 
возврата нераспадающихся линий пучка. Эти точки лежат на простой 
прямой пучка, двойная прямая которого касается нераспадающихся ли- 
нии пучка в их точке возврата. При / =0 пучок (4.14) будет сизигети- 
ческим [см. (5), стр. 416], так как одна из линий базиса (тройка веще- 


ственных прямых, из которых две совпадают) является гессианом осталь- 
ных линий пучка [см. (°), стр. 236]. 


5 (#0), 


ВС(ь) -| 1-2 = 0,5 Е 0). 
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Вариант П. В, =0. В этом случае В». 0 и, производя в ма- 
трице пучка (4.12) операции 


й а 
|1] Е: , || 1% , 
УВ, 
мы получим матрицу 
и а 
и 
и | 
В ‚д Е РВ + 
и еее 
НН 615) 
ав 
ыы ны 
и о и ин 0 
| о 7 | т 
БЫ г ВОИН 15 
и : | 
ый 
которой соответствует канонический пучок 
в (1+3 ХХ) + эХ8 = 0. (4.16) 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей (4.15), 
тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


М1 22 (р, у) = — 2р°. 
Следовательно, 


В: (р, У) т: вЗ. 


Кубические детерминанты 2-го порядка, порождаемые той же матрицей, 
кроме значений, тождественно равных нулю, имеют также значения, 
равные ру, р, —2р?. Следовательно, 


В» (в, у) = в. 


р. (№, у) =1. 


Далее, имеем: 


Поэтому элементарные делители матрицы (4.15) равны р?, р, и харак- 
теристика пучка (4.16) будет [(21)]. 
Для матрицы (4.15) при всех значениях параметров р, у имеем: 


с: _[5 @=0, 
оо и И 


При этом выполняются условия (4.8). 

Таким образом в состав пучка (4.16) входят линии с точкой воз- 
врата и тройка совпадающих вещественных прямых. Все линии пучка 
имеют только одну общую точку, вещественную, являющуюся точкой 
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возврата нераспадающихся линий пучка, касательная в этой точке — 
тройная прямая пучка. 

Пусть, наконец, В,›› = Вь»› = 0. Тогда пучок (4.2), в котором, оче- 
видно, В;1: = В.›з + 0, приводится к каноническому виду 


(& + У) (Х2- 3 Х2Хз) = 0. (4.17) 
Его характеристика будет [(111)], и для соответствующей матрицы при 
всех значениях параметров р, у, не равных одновременно нулю, имеем: 


г (р, у) =3, Рсым =5. 


При этом выполняются условия (4.8). 
Все линии пучка сливаются в одну линию, имеющую точку возврата. 


$ 5. Пучки совокупностей конического сечения и касательной 
к нему прямой 


Пусть 
Р==ХЗХ. + ХХ, =0. (5.1) 


Соответствующая пучку (1.3) матрица Ц(в, у) =вА + УВ порождает куби- 
ческие детерминанты 3-го порядка, представляемые выражениями: 


Ц» (в, У) = 6 [— в3 р (№, у)],- Ца: (№, у) =бу[— В,ззв? РЯ (в, У)], 
1; з (в, у) = 2 Вззз р Ра (№, у)], 
М1» (в, у) = 25[(2 В; 1з — Вззз) в° (Вл — 2 Ви: Вуз — В, Виз — 
— 2В,1›Вьзз + 2 Вл Ву1з | 2 В: зВ»5з) в + Р\з (№, У)], 
Ц,ьз (в, у) = 2у[-— (В\.з + Вьзз) в р (м, У)], 
Цар (№, У) = 251(2 В: з — В: 1) в* Ру (№, У)], 
М,зз (в, у) = 6? (В, зВззз — Вэ) Р-Р Ра (№, У)], 
Из (в, 5) = 25 [Взззв? -- Рив (в, >), 
Ц зз (№, У) = 2 [(В1, Вззз — В\1з В1зз — 2 В1ъз Вузз + 2 Влзз Вьзз) в 


Ц, з (р, у) = У[3 Ваз ы | в (№, У)]. 


Отсюда заключаем, что О. (и, у) будет кубической формой от шв, у 
только тогда, когда все детерминанты, кроме Ц,». (р, у), тождественно 
равны нулю. Следовательно, 


Вл зз к: 0, Вззз —- 0, В.зз = 0, Виз — 0, Влэз ь 0, Виа =— 0, 


и пучок (1.3) имеет вид 


3 (в + >В.) Х1Х, + 3 (№ - УВьз) ХьХ, + 3 уВуэзХ ,ХЪ -- УВьз Хз = 0. (5.2) 


Рассмотрим два случая, когда В,» Е В,эз и когда В,1. = Вуз. 
Случай 1. В,.› = Вь»з. Здесь возможны два варианта, смотря по 
тому, будет ли В», +0 или В.» =0. 
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Вариант Г. В, +0. Тогда, совершая в матрице пучка (5.2) 
операции 


П- +[. ®), [1+ 0.2%, 


— 


6 = 
ЕЕ. 11 ИТ Вы» | , Шу, 


где 
Вл 


7 ыы 2 (В.2з— В112) ; 


приведем ее к виду, которому соответствует пучок 


3 (в + >В, з) ХХ» -+З (в - >В») ХьХз ия Ух = 0. 


Полагая в нем последовательно ш = — УВ, и ь = —ур2,1. при у 58.0, 
получаем две линии пучка: 


В: Ви 0 о Ро 


где 
. Л 
т=+ =. 
Вуоз— В11> 


Принимая эти линии за базис, представим пучок в виде 
ЗвХаХ, + ЗУ ХХ, Ет(ь — 5) х8=0, 


Соответствующая матрица после операций 


ее. Ш, ГЕИ, ау 


принимает канонический вид 


(5.3) 


где е =" 1. 
Матрице (5.3) соответствует канонический пучок 


в (ЗЖЗХ, -- еХ3) + З+ХаХ, = 0, 6.4) 
имеющий базисом линии: 

9х, += =—0 ХХ, 0. 
Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей (5.3), 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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ИЕН 


тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


Црза (в, у) = — бру. 
Следовательно, 
Рз (в, у) = ву. 
Далее, 
0» (в, У) =1, 
поскольку среди кубических детерминантов 2-го порядка, порождаемых 
той же матрицей, имеются равные — 2?, — 257. Поэтому элементарные 
делители матрицы (5.3) равны У, в, и характеристика пучка (5.4) бу- 
дет [21]. 
Для матрицы (5.3) при всех значениях параметров р, у имеем: 
3 (2-0, У=0,, 
=) (2 =0, у=0 или в +0, у=0), 
4 (2-0, >40), 
Ре, у = 1 (в=0, у 0), 0 (= 41), 
2 (2-0, у=0), сы, | (е=— 14). 


При этом выполняются условия (4.8). 

Следовательно, в состав пучка (5.4) входят совокупности конического 
сечения и касательной к нему прямой, а также тройка вещественных 
прямых, из которых две совпадают, и тройка различных пересекающихся 
в одной точке прямых, которые все вешественны, если при рос, „=2 
будет сс, = — 2, и одна из них — вещественная, а две — мнимые сопря- 
женные, если при вс, ›„=2 будет ос, „=0. Все линии пучка имеют 
общую прямую, совпадающую с двойной прямой первой тройки и с од- 
ной из вещественных прямых второй тройки. Конические сечения пучка 
имеют три общие точки; одна из них, вещественная, есть точка касания, 
другие две — точки пересечения конических сечений; эти точки пересече- 
ния — вещественные или мнимые сопряженные, смотря по тому, будет 
ли Чо, = — 2 или 9, )=0, когда ро ь.›=2. Двойная прямая 
тройки пучка касается всех конических сечений в точке их взаимного 
касания, а простая прямая этой тройки проходит через две общие точки 
их пересечения. 


Вариант П. В... = 0. Если при этом В. == 0, то, производя в ма- 
трице пучка (5.2) операции 


приведем ее к виду, которому соответствует пучок 


З (и >В) ХХ» + 3 (в + УВ:в) ХХ + ЗУХ, Ха = 0. 


Полагая в нем последовательно {1 = — уВьз и в = — В,:.., получим при 
У 0 две линии пучка: 


ое 
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где 
ны 4 
Ви == Вьэз 1 
Принимая эти линии за базис, представим пучок в виде 


За, 4-3 (в —5хХ,Х: =0. 


Подвергая соответствующую матрицу операциям 
+», 1+0.) 


6 


У ших щу® 


мы придем к матрице (5.3), где е = —1. 
Если же в пучке (5.2) В», =0, то, полагая в нем последовательно 
№ = —В.,3 и р= —\В;1., получим при у-Е 0 две линии пучка: 


АХ. 0 р —0. 
Принимая их за базис, будем иметь канонический вид пучка: 
За + ЖОХ. ==) (5.5) 


Замечая, что пучок (5.5) получается из (5.4) при е=0, мы видим, что 
характеристика этих пучков одна и та же, тогда как для матрицы, соот- 
ветствующей пучку (5.5), при всех значениях параметров |, у имеем: 


|. (0, у=0,, 

г (в, У) = = Омь О-или 0, > =0), 
— [4 @& +0, +0, 

Рс (в, >) |4 (-=0, у= 0 или в 0, у=0). 


При этом выполняются условия (4.8). 

Следовательно, в состав пучка (5.5) входят совокунности конического 
сечения и касательной к нему прямой, а также две тройки веществен- 
ных прямых; в каждой тройке две прямые совпадают и все прямые этих 
троек боставляют треугольник, у которого одна сторона — простая пря- 
мая, другая — двойная прямая, а третья — тройная прямая. Последняя 
является общей прямой для всех линий пучка. Конические сечения 
пучка имеют две общие точки взаимных касаний, обе вещественные. 
Простая и тройная прямая упомянутого выше треугольника касаютея в 
этих точках конических сечений, а двойная прямая его проходит через 


НИХ. 
Случай П. В;1› = В.2з. Здесь возможны два варианта, в зависимости 


от того, будет ли В» +0 или В\». = 0. 
Вариант Г. В,». +0. Тогда, совершая в матрице пучка (5.2) опе- 


рации ых 2 
шеи ыным, [ЕН 
3* 
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пд [П. [ПА УЖы, 


где 


приведем ее к виду, которому соответствует пучок: 
3 (р = УВ: 12) (ах, 2 Х3Хз) Е 3*Х, Хз = 0. 


Полагая в нем последовательно у = 0 при № = 0 и р = — >В,1» при у = 0, 
получим две линии пучка: 


аа — о — 0, р - — 0. 
Принимая их за базис, будем иметь канонический вид пучка: 
Зв (Х:Х, ов Х.Х,) = УХ, Х = 0, (5.6) 


которому соответствует матрица 


ЗЕ г 
р Я 
ай 

/ | | 

ТЫ 

мы 
д | (5.7) 

ре 

ВИ 

ы 

У 
ос ря Зав 
Г) Г) 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей (5.7) 
тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


Цоо» (|, У) = — бьз. 


Следовательно, 
Рз (в, у) = вЗ. 
Далее, 
р, (в, У) — $ 
поскольку среди кубических детерминантов 2-го порядка, порождаемых 
тои же матрицей, существуют равные —2?, —2у?, Поэтому матрица (5.7) 


имеет единственный элементарный делитель 
(5.6) будет [3]. 
Для матрицы (5.7) при всех значениях параметров р, у имеем: 


я _ {3 (+0, 
= бо 


в3, и характеристика пучка 
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ь 11 (2 0), 
С (в, у) + ОО 


При этом выполняются условия (4.8). 

Следовательно, в состав пучка (5.6) входят совокупности конического 
сечения и касательной к нему прямой, а также тройка вещественных 
прямых, из которых две совпадают. Все линии пучка имеют общую пря- 
мую, совпадающую с двойной прямой тройки пучка. Конические сечения 
пучка имеют две общие точки, обе вещественные; в одной из них имеется 
соприкасание. Простая прямая тройки пучка проходит через эти точки, 
а двойная прямая касается конических сечений в их точке соприкасания. 

Вариант П. В,›, =0. Если при этом В,„, - 0, то полагаем в пуч- 
ке (5.2) последовательно у = 0 при в 0 и р = — >В,., при у- 0. Полу- 
чаем две линии этого пучка: 


ИХ. ХХ. = 0, Х8 = 0. 
Приняв их за базис, прихолим к пучку: 
Зе 0х, ОХ) +050, (5.8) 


которому соответствует матрица 


Е 


ра 


р —— 0: 


ео 
|] 


и (5.9) 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицей (5.9), 
тождественно равны нулю, кроме детерминанта 


Црза (№, У) = — бр?. 


Оз (1, У) = иЗ. 


Кубические детерминанты 3-го порядка, порождаемые матрицеи (5.9), 
кроме значений, тождественно равных нулю, имеют также значения, 
равные р?, — 2р?, 2ру. Поэтому 


0. (в, у) —= №. 


Следовательно, 


Наконец, 
Вы) =1. 
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Таким образом матрица (5.9) имеет элементарные делители р”, 1, и ха- 
рактеристика пучка (5.8) будет [(21)]. Я 
Для матрицы (5.9) при всех значениях параметров |+, у имеем: 


]3 (0, 

г, =] 1 {=0) УЕ); 
_ [4 &=0, 

с. >= 10 (к ==0, у=270). 


При этом выполняются условия (4.8). 

Таким образом в состав пучка (5.8) входят совокупности конического 
сечения и прямой, общей всем линиям пучка и касающейся конических 
сечений в точке их гиперсоприкасания, а также тройка вещественных 
прямых, совпадающих с общей прямой пучка. Эта тройка прямых яв- 
ляется гессианом ‘остальных линий пучка [ср. (3), стр. 239], следова- 
тельно, пучок (5.8) — сизигетический. 

При В», =0О замечаем, что пучок (5.2), в котором, очевидно, 
В 1; = Вьзз = 0, приводится к каноническому виду 


(и У) (3Х2Х» - 3ХЗХ.) = 0. (5.10) 


Его характеристика будет [(111)], и для соответствующей матрицы при 
всех значениях параметров (1, у, не равных одновременно нулю, имеем: 


г (в, у) =3, вс Е ЕЕ 


При этом выполняются условия (4.8). 
Следовательно, все линии пучка совпадают, образуя совокупность ко- 
нического сечения и касательной к нему прямой. 


$ 6. Категории и типы пучков вещественных плоских линий 
третьего порядка с наивысшей характеристикой 


Все сказанное в предыдущих параграфах о характере линий, входя- 
щих в состав канонических видов пучков с наивысшей характеристикой, 
о проективных свойствах этих линий и характеризующих их признаках 
сохраняет силу* и для данного пучка (1.1) во всех рассматривавшихся 
случаях. 

Объединяя в одну категорию пучки с одной и той же характеристи- 
кои, находим шесть категорий пучков вещественных плоских линий 
третьего порядка с наивысшей характеристикой**. 

Вместе с тем, в зависимости от значений инвариантов  (Т (в, У)) или 
0с (», ›)» ЭТИ категории могут быть подразделены на типы. В прилагаемой 
таблице приведены результаты такой классификации. 


* На основании теорем и замечаний $ 3 раздела Т. 
** Характеристика [(141)] исключена. 
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Категории 


Т. [444] 


п. [144] 


111.[(41)1] 


ТУ. [24] 
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Типы 


Состав пучков 


Й 


И. «(Т(ы, ))= т 


5 (ы-Е0, у-Е0) 
1 С(» у) = [ (и 0, а 
` 2 (ЕО, э=0) 


| 11. ®(Т(и, у) =0 


[5 (и=ЕО, у=Е0) 
= ЕО, ы 
фр) =} 1 И или 
\ иЕО, э=0 
4 Я ее! 
"М0 =: 
РС» ( О —_ 


аниани “анна рек: 29 
— —ы——=—=— ани ащельльь аа = 


| 
| 
] 
| 
з 


Эквиангармонические 
1-го типа. 

Три тройки прямых, в каждой 
из которых одна прямая ве- 
щественна и две—мнимые со- 
пряженные, пересекающиеся 
все три в одной точке. 


Линии 


Эквиангармонические 
2-го типа. 

Тройка вещественных прямых, 
пересекающихся в одной точке, 


ЛИНИИ 


Эквиангармонические линии 
1-го типа. 

Тройка пересекающихся в одной 
точке прямых, из которых 
одна — вещественная и две 
мнимые сопряженные. 

Тройка совпадающих веществен- 
ных прямых. 


Эквиангармонические линии 
2-го типа. 

Тройка вощественных прямых, 
пересекающихся в одной точке. 

Тройка совпадающих веще- 
ственных прямых. 


Линии с точкой возврата. 
Тройка вещественных прямых, 
из которых две совпадают. 
Тройка вещественных совпада- 

ющих прямых. 


Линии с точкой возврата, 

Тройка вещественных прямых, 
из которых две совпадают. 

Тройка различных, пересекаю- 
щихся в одной точке прямых, 
из которых все--вещественные 
или одна—вешественвая и две 
— мнимые сопряженные. 


Линии с точкой возврата. 

Две тройки вещественных пря- 
мых, в каждой из которых 
две прямые совпадают. 


Совокупности конического се- 
чения и касательной к нему 
прямой. 

Тройка вещественных прямых, 
из которых две совпадают. 
Тройка различных, пересекаю- 
щихся в одной точке прямых, 
из которых все — веществен- 
ные или одна вещественная и 
две—мнимые сопряженные. 


Совокупности конического сече- 
вия и касательной к нему 
прямой. 

Две тройки вещественных пря- 
мых, в каждой из которых 
две прямые совпадают. 


Канонические 
уравнения 


(2.4) 


(3.14) 


(2.8) 


(3.7) 


(4.11) 


(4.5) 


(4.10) 


(5.4) 


(5.5) 
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т ——д———ППижвЫ— 


Ф 
|= 
я 
о 
Ф 
|= 
= 
-- 
[= 
Е 
С: 
я 


Категории Типы Состав пучков 


уравнения 


5 0 Линии с точкой возврата. 
Т. р — 
С(ш, у) { | 


в, Трой 1 еществен- | (4.16 
0 (№=0, у=Е0) о щ (4.16) 


[ Совокупности конического сече- 
ния и касательной к нему 


У. (21) т [4 (ы==0) прямой. 
РС, >) —10 (и=0, у-Е0) Тройка вещественных прямых, | (5.8) 
совпадающих с общей прямой 
пучка. 
0 Линии с точкой возврата. 
— у-Е0) Тройка вещественных прямых, (4.14) 


из которых две совпадают. 


УТ. [3] 
чения и касательной к нему 
прямой. (5.6) 

Тройка вещественных прямых, 
из которых две совпадают. 


4 0 
И. сы, о о, 


=—_Е 

>. 

Щ®) 

я 

у 

> 

—— 

— © 


| Совокупности конического се- 


Поступило. 
2. П. 4954 
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А. И. КОСТРИКИН 


РЕШЕНИЕ ОСЛАБЛЕННОЙ ПРОБЛЕМЫ БЕРНСАЙДА 
ДЛЯ ПОКАЗАТЕЛЯ 5 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается нильпотентность нилькольца Ли показателя 5 
с двумя свободными образующими и областью операторов — полем 
характеристики 5. 

Связь, существующая между периодическими группами и кольцами 
Ли, позволяет непосредственно применить полученный результат к реше- 
нию ослабленной проблемы Бернсайда для данного случая. 


$ 1. Введение 


В настоящей статье решается в положительном смысле вопрос о ниль- 
потентности максимального нилькольца Ли [, показателя 6 с двумя 
свободными образующими х и у, рассматриваемого над полем характе- 
ристики 5. Напомним, что нилькольцом Ли показателя р с образующими 
т, 15,..., Лк называется кольцо Ли Г[Г., любые два элемента и и % ко- 
торого удовлетворяют соотношению [и ! |= 0. 

Очевидно, его можно рассматривать как фактор-кольцо [/[, где Г, — 
свободное кольцо Ли с Х образующими х,, 1»,..., ду, а Г — идеал, по- 
рожденный элементами кольца вида [и—\]. 

Здесь и ниже через 


[192 ..- Уи] = ((... (Ул о 92) ° Уз)... .) ° Ум 


мы сокращенно обозначаем правонормированное произведение Ли степена т.. 

Как известно, вопрос о нильпотентности нилькольца Ли с конечным. 
числом образующих не решен. , 

Предлагаемое доказательство основной теоремы, содержащейся в 
данной статье, относится К тому частному случаю, когда к качестве об- 
ласти операторов для кольца Ли вводится поле характеристики р=5 и 
показатель р = р. 

Этот случай, интересный и сам по себе, люскольку он представляет 
первый нетривиальный шаг в решении рассматриваемого вопроса, заслу-- 
живает также внимания в связи с работами Магнуса (?), Цассенхауза (3) 
и Санова (5), в которых устанавливается глубокая связь между кольца- 
ми Ли и периодическими группами. 

В частности, из упомянутых работ следует, что порядок (или мощ- 
ность) группы РЁ, = Р/Р» будет равен порядку (или мощности) кольца. 
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1, = Ё/А. Здесь ЕР — максимальная периодическая с периодом р (р — лю- 
бое простое число) группа, порожденная конечным числом № образующих; 


Ро» == В Г;, где Е; —1-й член убывающего центрального ряда группы Ё; 
+= 

А— некоторый, вполне определенный, идеал свободного кольца [с Ё 

образующими. 

При этом доказано, что Г и А можно рассматривать над конечным 
полем @Р (р). 

Г, = Р/Р является, очевидно, максимальной нильпотентной перио- 
дической группой с тем же периодом р и данным числом производящих 
элементов, что и у группы Р. 

Вопрос о конечности группы ФР, ставит так называемая ослабленная 
проблема Бернсайда. 

Таким образом, трудная и далекая еще от своего разрешения теоре- 
тико-групповая проблема сводится к эквивалентной ей задаче из теории 
колец Ли. 

Очевидно, из нильпотентности кольца [» (а следовательно, и его 
конечности, так как р[, =0) следует конечность группы Ро, т. е. поло- 
жительное решение ослабленной проблемы Бернсайда. 

Отметим, что сообщения о решении ослабленной проблемы Бернсайда 
для р=5 в положительном смысле появлялись уже дважды. 

Магнусом (!) было указано на доказательство, которым располагал 
Холл. Самое доказательство, однако, так и не было опубликовано. 
Утверждение о конечности группы РГ, высказал затем Грюн (“). Оба 
результата оказались неверными, ошибочность их доказана Сановым (5). 

Приводимое в настоящей статье доказательство не противоречит 
результатам Санова, поскольку исследование факторов убывающего 
центрального ряда Р;/Р;+1 было проведено им только при #< 8, тогда 
как ниже оно распространено на последующие значения (. 

На пути, намеченном Магнусом, возникают серьезные трудности при 
изучении идеала А. 

Более доступным и, повидимому, более естественным оказывается 
изучение идеала Г, которое небезынтересно для теории периодических 
групп, так как из исследований Цассенхауза и Санова вытекает, что /С А. 

Ясно, что если нилькольцо Ли Г./Г будет нильпотентным, то нильпо- 
тентным будет и кольцо Г//А. 

Как уже указывалось, объектом нашего изучения является идеал Г, 
порожденный всеми элементами [и5*], где и и о — произвольные полиномы 
из кольца /.. 

Условимся впредь принадлежность элемента Р к идеалу / обозначать 
знаком ==0 (шо4 /). 

Кольцо Г, полиномов Ли мы разбиваем на однородные составляющие 
[+ — модули полиномов Ли степени #. 

Точно так же идеал Г рассматриваем составленным из однородных 
составляющих /,»+т * модулей полиномов степени р + т, входящих в /. 


а с 
Из соображений удобства принята запись однородной составляющей в виде 


РИ о О) подчеркивающем, что степень полиномов Ли идеала /[ не может 
быть ниже р. 
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Формула Витта 
Ч 
1 з 
= 2 ($) 2 
$14 


дает значение ранга {, модуля всех полиномов Ли степени 4 о А=2 
образующими. 
Обозначим через Фр+ш Ранг модуля 1, „. 


Явное выражение для Фр: УДалось получить лишь для первых зна- 
чений т, а именно: 


та 

944 = Р» 

а а 

= бр» реж: 


При доказательстве нильпотентности кольца [1 пришлось идти 
несколько иным путем. 

Пусть 

Рут, == Фрьт — рут: 

Базис любого модуля [л, > р, получается из базиса Г, умножением 
его элементов на х и у справа. Элементы базиса в Ё;, не принадлежащие 
идеалу Г, могут получиться только из тех элементов Р\, Р»,..., Ре, 
модуля [,, которые не входят в / и являются независимыми, т. е. 


а, 4 р, +. На,Рь, Е 0(шод/), «ФР (р). 


Обозначим через {Р, х’, у} совокупность 2" элементов кольца Ли, 
получающихся из РЕГ, умножением справа $ раз на хи { раз на у. 

При этом, естественно, будет получаться много элементов или входя- 
щих в идеал Г при Р = 0(1), или же зависимых по шоа Г. 

„Пусть РЕО(Г) имеет степень 5. Мы докажем, что любой элемент 
из совокупности {Р, х°, у} входит в идеал / = {[и*]} при $ + Ё= 8. 

Попутно будут получены опенки значений р,,„ сверху. Дальнейшее 
исследование базируется, по существу, на тех следствиях, которые выте- 
‘кают из определения идеала Г. 

Рассмотрим элемент 


@(Р,0,=) = [Р(у + «0)*] =0 (шод 1), 
тде Ри О — любые одночлены Ли, «ЕЕ (5). 
Раскрывая внутреннюю скобку, получим: 


а(р,0,а) = В(р,0°) + Вр, 01) + 9264,0") + @В(р,9*) + «Ц, оч, 

где В — полином Ли, содержащий 0 в Г-й степени, 
ВР, 9) = [РУ*] =0(1) 
Вр, 04) 9 [Р0Ч ==0(/). 


Легко видеть, что все Ь ро!) =0(1). В самом деле, 


(Р,0?) 


с 24(р,0,1) рее 24(р,0,—1) == р, 9) =—0 (пой 70] 
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а поэтому и 
— 24(р,9,1) — @(р,9,2) == Вр, 9:) == 0 (шо4 1). 


В дальнейшем используются три соотношения: 


1] 5,0: = [Руз0] + [Ру?Оу] + [Рубу?] + [Р0%з] =0(1, 
П) Бр, = [Ру20З] + [РУбУО] + [Руб?у] + [Р02у?] + [РУО + 
+ [Р9у*9] =0(1), 

Ш) Вцр, 9+) = [Р230] + [Р2?01] + [Рх07] - [РО] ==0 (7). 

Последнее сравнение получается из первого заменой у на х. 

Можно было бы, следуя Санову, определить идеал / путем введения 
понятия обобщенного некоммутативного дифференцирования, и тогда 
системой образующих могли бы служить так называемые высшие произ- 
водные, частным случаем которых являются только что рассмотренные 
элементы Вр, 0в) 

Соотношения Т) — 11) выведены, однако, с той целью, чтобы целиком 
исходить из определения идеала /, принятого в самом начале этого 
параграфа. 

Условимся в следующих обозначениях. 

Базисные одночлены Ли будем записывать знаком й; с тремя индек- 
сами. Нижний левый индекс будет указывать степень одночлена отно- 
сительно х и У в совокупности; нижний правый индекс — степень одно- 
члена относительно х; верхний индекс — порядковый номер одночлена 
при фиксированных [и р. 

В силу симметрии м, относительно 2 и у, имеет смысл рассматривать. 


з 7 Е 
только те одночлены, у которых / < [5] Через #; обозначим одночлен, 
к 
симметричный к ]+,. 
Нас будут интересовать, в основном, лишь те базисные элементы, 
которые порождают модуль‘ 
ры —Льн ^ (1=0,%..:). 


Все прочие одночлены Ли играют вспомогательную роль и, по мере 


возможности, опускаются, чем достигается некоторая экономия в вычис- 
лениях. 


Очевидно, если одночлен Ли имеет вид 


Р= [хух". ут"... тт] 


й 


где какое-то А, > р—1 (или т, > р—1), то сравнение Р==0 (шо@ Г) сле- 
дует из самого определения идеала. При К <р—2 ит, <р—2 при- 
надлежность Р к идеалу становится фактом, далеким от очевидности. 
В дальнейшем часто будут употребляться следующие тождества в 
кольце Ли, вытекающие из свойств операции умножения ‹› : 
ГУ) [292] = — [922], 
У) [ух] =  [хуту]. 
У1 [у2°у] =  [ухуз]. 
Последние два тождества симметричны. 
При преобразованиях, проводимых над одночленами с применением 
тождеств ГУ) — У1), будет указана в круглых скобках ссылка типа 
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1 — УГ, если при изменении записи одночлена, стоящего на 1-м месте 
в данном выражении, использовалось тождество У]). 
Исследование будем вести последовательно, по модулям Ги, & =5, 6,...,43. 


82 

Модуль Г,. Возможны лишь следующие одночлены Ли: 

1) 1 = [259 =0(1), 

2) }в2=[гузгу], [ба = [вуз] = —24,2(1), 

13,2 = [2узу?] = [29?5у] = 15,2 (1 — У). 
Выражение для /5., получается из 1]: 
Вх,к) = [туху*] + [ху?ху] + [23%] =2/, +В ,=0(1). 

Остальные элементы симметричны данным. Имеем: 


65 < 2 (>, и 
В скобках здесь и дальше мы будем указывать элементы, порождаю- 
щие модуль Бру; — [р4+ (Е =0,1,...). 
Модуль 1%. Отметим, что если вся совокупность [кт полиномов 
Ли степени А относительно хи у и степени т относительно х сравнима 
< нулем по шод/, тои [141 ==0(Т). Поэтому мы не будем на них 
обращать внимания, постепенно опуская [* ‚; со все возрастающим индексом Е 
2) д =— [7% 2-9] — [хуху?], 
И — [2] = [29359] = — 2 > 98 
3) 43 = [11 2-2] = [2252], 
ОЕ — [7 ›- 9] = [у23у?], 
33 = Й ›-9] = [2у? уху] 25 (7), 
НЕ = [12-2] = [2327] =— 273 (1). 
Таким образом, в: 
5-4 <4(7, 16» Е и 3). 
Модуль Г... 
2) из = [32-9] = [2у2у?] = [уху] ==0 (1) (1 —У.). 
Поэтому и 
Ир = [72-9] = [5у35у?] = — 27! › ==0(/1). 
3) Аз = [1+9] = [2952], 
Яз ==“ [16 3-9] =» [92393], 
В з Е [18-9] = [2у’уху?] == 2773 (1), 
73 = [76 3°9] = [293272] = — 271 3 (7 
Вз = [18 2-2] = [2у?2у°%] = — ЯЗ = 2713 (7), 
3 = [1 2-2] = [хузхух] == 2713 = Яз (Г). 


Последние два соотношения нуждаются еще в доказательстве. 
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Используя тождество П), получим: 


Вржиун ха) == [2222 у?]  [хузхуху] + [ху?ху?т] + [2/47] + [тузхуз] + 
+ [29327] ==0 (1), 


[2у2?у"] = — [у2?узу?] (1 — ТУ). 
Поэтому имеем: 


= Ива а-ЕЛ.=0(0. а) 


Тождества Г) и У) дают: 

23 + 13=0(1. ь) 
Из соотношений а) и Ъ) получаем выражения для Язи {.. Следова- 
тельно, 


в5+2 34 (Й | „Язи й 3. 
Модуль 1... 


[41 ==0(Г) и [42 ==0 (1). 
3) 13 = [1 3-9] = [2у?хуху |, 
ыы [17,39] = [29822] =— 2/1 (1), 
8,3 = [17,3-9] = [2у?ху?зу] =— И (1), 
ы = [77,3-9] = [2у8хуху] =2/! (1). 
Здесь уже использовано то обстоятельство, что 
[1.31 =0(7) и [1 ,-У =0(1. 
4) д+= [Я и = [гу], 
вв = [3-9] = [у уаз], 
Ва = [13-2] = [2угухуз], 
Ли = [1,32] = [92382], 


НИ = [773.2] == 
В.= [713.2] = 
34 = [3:2] = 

ва = [93:2] = 
Вл = [3-9] = 
По = [8 ,-у] = 
Ви = [7% 3-9] ы- 

= [18 ;-И] = 


[угуху"т] == 24, (1), 
[уу] == — 2/8, (1), 


ее Ва — 27 Я 
уу] ==. —Д. (1), 


[у2?уху2у], 
[1у’ту2?у] — 271. (7), 
[ууу] == — 278 , (1), 


ууу] == — 4, + 21 (1. 


Выразим Ди 13. через Л; и В 
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Применяя П), получим: 


аи, д = [29928] + [2узайут] + [руху] + [2128] =0(1). 
Отсюда 
В 0 или ВЕ. (0). а) 


Далее, 


[ини 29] == [уабуу?] -- [ууу] + [узузу?] = [узЗузу?] + 2 [уа?уз?у?] == 


(1) (3 — УП. 
Поэтому 
2 Г + 28. ==0(1), 
или 
ЕЕ, — 84 (1). Ь). 
Из 


[туз [2/2] =0 и [2х] = у’? — 27] - 2туху — Зутух 
следует 
[руху] — [пуд3у?] + 2 [у?з?узу] — 2 [хухутух] = 
= [29°2у?2*] + [ууу] — 2 [уз?ухузу] — 2 [гу’хутух] = 0 
(2 — ТУ, 3 1У). 
Отсюда, используя уже полученное тождество Ь), имеем: 
АЕ 184 + /84(1). с} 
Выражая некоторые из а через А и Ва получим: 
4) 15. = [293239], 
34 = [27927], 
Л, в = [тухухут == — 84 184 (1), 
= [92834] == 73 4(Г), 
п. в = [2984292] == 2/3, — 2/8 4(1), 
4 = [2 ду ==— 4 — 84 (1), 
Ва = [ууу] == —2.—Л т, 
#0, = [вузу] == 2, (0. 


в < ит: 
Модуль 1[»- 


0 - 20.) 
3) №3 = [3-9] = [27°2у2у?], 
= [В] = [27928] = — 2/5 3 (1), 
183 = [8 3-9] = [2у°2у?ту"] == — 79,3 (1), 
Жз= [А з-9] = [29°ху2у?] ==27. . (1), 
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4) = Лу: У] = [2у323У? 

Ва = [У] = [92923], 

В «= [В а-У] = [923у32у] ==} + (1), 

Ва = [84-9] = [туз уху] =2/4.— 24%, (1), 
Ва = [134] = [2 уу] == — 44 — 34 (1), 

= [33-2] = [2у?2у2у?1], 

Вл = [3-2] = [25327] == — 278 ,(1),. 

Ва = [08 3-2] = [2узху?хух] == — 18% (1), 
За = [43-2] = [2ухухут] ==2/8 , (1), 
94 = [34-9] = [ху?тухуту] =— +}. (И, 
4 = [4-9] = [уз2ухузу?] = — 21 ,— 184 (1), 
4 = [14%-9] = [29°2у2у?] ==21 (1). 

‘, выражается линейно через Ё&- В самом деле, используя 1) и 


учитывая, что 
[уз [ух] уз] = 0, 
получим: 


ори, Гиз) == [Уз [уз] у?] Е [уз?у? [у2?] у] + [у2°уз [уз?] ] = 
= 2 [9279222 у?] — 2 [ух’ухуху?] + [95?у2?у3] + 2 [у1?у31?у] — 
— 2 [узу?туту] — [2уз?узтух] + [уху] == 
== — 2 => 27, + ео 2755, .. 27% + 2/54 (7) 
(1 —ТУ, 4 —1У, 5 —ТУ, 6 —1У). 
„Отсюда 
1 = ГО ==0 (1), или То р (Г). 
"Таким образом: 
№54 = [2У?туху?т] ==], (1), 
АД = [532225] == — 2752. (7), 
ТОЙ = [тутутут] == — В (7), 
ДУ = [ху3хухух] == 27.2, (0), 
2544 < 6 (75, а Е Са и га 
Модуль Г... 
Гол ==0(Г), Гло2==0(Г), Глоз = {[19.2-2], [[9,3-9]}, 
но [[9,2-2] ==0(1). Также и [[5,3:у]==0(Г), так как 
т у] = [хутуху“] =0(1), 


где р — единственный элемент, порождающий [9.3 — 544,3. 
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Итак, 
Гло,з ==0 (1). 


4) Учитывая, что [19,-9] ==0 (Г), получим: 
Йо4 т [154 -9] = [5283], 
Ноа = [94-9] = [зу уху?] ==2/4 , (Г), 
Лол = [94-9] = [зу?тузу?ту] == 0 (1), 
Но = [94-9] = [29°2°у?ху] ==0 (1), 
Лол — [53-2] = [2у°хуху31] == — Ло (7). 
Последнее соотношение нужно доказать. Мы имеем: 
[бе куруз а] = 2 [гу?хухуз я] + [2у32?узз] =0(1). 
Снова используя 1), получим: 
Фрау) = [руб] > [пузатузху] + [гузатузу"] + [гузаяуз] ==0 (1). 


Отсюда 
[2732293] — 214, ==0(Г). 
Поэтому 


ол У ол —==0 (7). 
5) Лов = [94'2] = [298282], 
Ло,в = [19-2] = [922234], 
Дов = = [о т [2у32?ухут] ==2/ 5-я 27. 5 (7), 
40,5 = [94-2] = [22222 ух] == — 10,5 — /н0.5 (И), 
Дов = [1942] = [2ухузу а] == 405 (Т), 
Ав == [194.2] = [29°] == — 2/05 (0), 
Яо = [94 -2[ = [ууу [ == — Ро 5 (1), 
Вов = [/9%.2] = [2у3хухуа* ] == 2/0, (1), 
По = [1-9] = [9299829], 
в = [0544 -9] = [4229], 
в = [1-9] = [уаз уу] == 7485 (1), 
ав = [1-9] == [уз уз у?жу] == — {45 = 148% (1), 
1135 = [9-9] = [уз?ухуз?у?] == #40, (Г), 
ав == [1% 9] = [уаз уху? ] == — 74% (Г). 

Элементы По» 165 105 и 7105 не являются независимыми по 104 Г. 
Легко найти три соотношения (а), Ъ) и с)), связывающие их. Действи- 
тельно, 

Воизлих,к) = [У2?узузя] ++ [уз?уз? уху] -- [уз?уа?уту?] + [у22у23уз] == 0 (Г), 
[узух уз] = [ухух*у"] =0(1) (1—У1. 


Поэтому имеем: 
Лов — 110,5 — 2/10, ==0(1). а) 


4 Известия АН СССР, серия математичеекая, № 3 
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Рю, применяя Ш), убеждаемся в том, что 
В рхужит, у) = [2У°2у?23у] + [гу?хуа?узт] + [гу’гутут ] + 
+ [2925323] ==0(1). 
На основании У), последний член сравним с нулем. Отсюда получаем 
Ло,в + 210,5 — /19ь==0 (1. Ь) 

Из соотношения 
[уз [у] 28] Е [узо [у] 27] [2уз2 [2] 2] + [29° [гу == 
==2 [132223] — 2 [хузхухул"] + 2 [243272] — 
— 2 [29322 утуз] -- 2 [тузазут] — 2 [пузлзулу] ==0 (1), 


1 
хи хи) = 


учитывая, что 
[232223] = [112-28] ==0 (1), 
получим 


Ро, ++ 2 + Нов ==0 (1). с) 
Из а), Ь) ‘и с) находим: 

Рав ==-— 740,5 (1), 

Лов== 10,5 (Г), 
Таким образом, Изя 

5+5 33 (о, о и 10,5). 

Перепишем некоторые из ]105 выраженными уже только через /15: 
1 1,5 = [27323у°з], 
Под = [зуйзузуа] == — /н0,5 (1), 
Поз = [туздЗуху] ==  }05(1), 


а, = [уа?узуз у] == — 
Модуль Гл. Е из (1. 


Гали = {[[40,3*2], [Гло,4-У]}; 
[[ло,3*2] ==0 (Г), также-и [Г1о,4*У] ==0(Г), так как 


[ед = [уз] ==0(1), 


Г й 
где ]10,4 — единственный элемент, порождающий модуль [410,4 — [515.4 


Итак, 
ГАА ==0 (1). 


5) Тб = [Йод -2] = [23438] , 
5 = [64-2] = [2у’хуху?туз] =: 
Рч,5 == [Йод -2] = [гу?хузу а] == — 1 (1), 
5 = [140,59] == [29843 уху], 
П,в = [5-9] = [ву?хузу ау] == — у (1), 


ОСЛАБЛЕННАЯ ПРОБЛЕМА БЕРНСАЙДА ДЛЯ ПОКАЗАТЕЛЯ 5 243 


1,5 = [110,53] = [вубаЗуву?] == р (1), 
Дав = [#8 59| = [22 у5у22у3] == — /115 (1). 


Элементы На, БИ У: 5 не являются независимыми. В самом деле, при- 
меняя Г), получим: 


Вира) == [2уЗазуЗ а] + [узду] -- [гуЗаЗуху?] + [хуза уз] == 0 (7). 


Отсюда 
Дав Е (Г) 
или 
И Я. 
Следовательно, 


56 < 2 (ви И, РИ 
Выпишем некоторые из /115 в зависимости от одного Да: 
Ант ауауза], 
Л, 5= [2У°тузу?‘ туз] ==0(1), 
Ань = [ууу] == — / 5 (1), 
‘Аи 5= [ту?зуху у] = — 2/1, ,(П, 


Ииь= [уулу УЗ] =—= — 27115 ( 1). 


Модуль Г». 
[иэ,5= {[Глл,5 У], [11,42], 


[14.2] ==0(Т), а также и [Гл1,5-у]==0(Г), так как 
[1,5 УТ =Е2 [7 ь 9] = 2 [уз?ухузу“] ==0(1), 
где И, ‚— единственный элемент, порождающий модуль Гл1,5— 1[5-6,5. 


Следовательно, 


[2,5 == 0 (1). 
_ Иов Иь- и] == [92332392], 
По в= [и 52] = [29328 у34Я ], 
ЛЬ в= [152] = [у2?узуз уз] == — 2/56 (1), 


в [1 ь- 9 = [у узуаузу?] ==0 (1), 
Г КЕ [7 5 -У] = сы [ух?ухуа? 3] ==— Нов (Г), 
— [4 ь- и = [узузуз уни] =— 2/1, , (1). 
Используя т легко убеждаемся в том, что элементы 2; и ДИ, 5 свя- 
заны соотвошением. В самом деле, 
Ветузуких, х) == [Уа?ухуа УЗ] - [узухутуху?] 
+ [узухуз? уулу] + [уз?уху уз] ==0 (1). 

Отсюда получаем 


и ео (1), 


или Е с 
Ив = 1,6 (7). 
4% 
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и вдЙфЙжфмщщщЩщмм.еее"|"Мыньынн 3—6—6—6—6Ш—6—————к—к—кк_—__—_—_—_—_— 


Поэтому 
47 << 1 (11 в). 
Модуль [1з. 


[изя ==0(Г), [лз2==0(Г), [мзз==0(Г), [за ==0(Г), Газ ==0(1). 
Остается исследовать лишь 
Газ,6 = {[Гл2, 6-9], [[я25:%]}. 
Но [1425.2] ==0(1), также и [[Г42,6-У]==0 (Г), так как 
[11 в- У] == — [№5 в] = [92°уху28у“] == 0 (1), 
где Пвв— единственный элемент, порождающий модуль [42,6 — /5+1,6. 


Поэтому и [Глзв ==0 (Г). 

Таким образом мы получили, что Г.3==0(Г) и р5+з = 0. 

Очевидно и все [51;==0(7) при #& > 8. 

Пользуясь случаем, отметим, что при помощи сложных выкладок, 
связанных с получением независимого базиса модулей [1 (Е=5,6,...,11), 
вычислены точные значения р,,; (1=0,1,...,6), совпадающие с найден- 
ными здесь максимальными их значениями. Лишь для р,,. остаются 


возможными два значения: 0 и 1. 
Таким образом, имеем: 


со 
А фа фа фа 94- Хб < 34. 
1—0 

Полученные результаты сформулируем в виде теоремы и следствия, 
очевидного на основании сказанного во введении. 

ТЕОРЕМА. Нилькольцо Ли Г, показателя 5 с двумя свободными 
образующими т и у и областью операторов — полем характеристики 
5 нильпотентно и конечно; порядок его й < 534. 

Следствие. Пусть Г — максимальная периодическая с периодом 

со 

р=оэ группа, порожденная двумя образующими, Р.= ПРь, где Е;— 
= 

1-й член убывающего центрального ряда группы РЕ. 

Тогда максимальная нильпотентная периодическая группа Е. = Е/ЁЕъ 
будет конечной и ее порядок } < 53% (положительное решение ослаблен- 
ной проблемы Бернсайда для данного случая). 

Поступило 
19.Х. 1953 
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ВАРИАЦИОННО-ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ТЕОРИИ КРУЧЕНИЯ ВАЛОВ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ. МЕТОД 
СОХРАНЕНИЯ ОБЛАСТИ И МАЖОРАНТНЫХ ОБЛАСТЕЙ 


(П редставлено академиком А. А. Дородницыным) 


Вопрос о зависимости различных элементов решений краевых задач 
от области имеет важное значение. В настоящей работе этот вопрос 


рассматривается в применении к системе дифференциальных уравнений 
теории кручения валов переменного сечения. 


В работе ставится вопрос о характере изменений некоторых интеграль- 
ных характеристик краевых задач теории кручения валов переменного 
сечения в зависимости от изменений области и краевых условий. В каче- 
стве ответа на этот вопрос при помощи теоремы о сохранении области 


для эллиптических систем дифференциальных уравнений, установленной 
нами ранее [см. ('), (?)], доказывается ряд вариационных теорем. Из этих 
теорем, в частности, получается закон затухания, известный в теории 
кручения валов как экспериментальный принцип, являющийся резуль- 
татом многочисленных наблюдений [см. (3)]. 

На основе установленных вариационных теорем и непосредственного 
использования указанной выше теоремы о сохранении области, анало- 
гично тому, как это было сделано в теории фильтрации [см. (“), (5)], 
дается новый метод решения задач теории валов переменного сечения — метод 
мажорантных областей, позволяющий для довольно широкого класса 
задач, решение которых неизвестно, находить приближенные значения 
величин, представляющих непосредственный интерес, с указанием для 
истинных значений этих величин оценок сверху и снизу. 

В качестве примеров на предлагаемый метод приводится количествен- 
ная характеристика известного принципа Сен-Венана для одного частного 
случая кручения цилиндрического вала конечной длины, и затем рас- 
сматриваются задачи об определении максимальных напряжений на боко- 
вой поверхности цилиндрического вала с кольцевыми выточкеми гипер- 
болической и круговой форм. 


$ 1. Комплекеный потенциал напряжений. Вариация комплексного 
потенциала 


Общие уравнения равновесия упругого изотропного тела при отсут- 
ствии объемных сил в цилиндрической системе координат г, 6, 2 (рис. 1) 
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имеют вид: 
до, 7 970 дт,, лады ИИ 0 
а, д" г ? 
дт,., 1 9%, дс, Е | 
т; № И Ре | (1) 
97.6 4 95% Эт, 276 Ре | 
де т 0% г 3 
ди и 1 д» а, д 
РРР, И Ня ааа | р 
ди о 24 2% — № 40 [ (2) 
Те 287756 Г Ст’ И Тм’ 18 0 00 ›) 


с, =)9 + 2 “,. =НТ,., (3) 


26, =, 


где о,, 06, 0., “6, “ьг, по: — компоненты тензора напряжений, е,, 
1.» 1,» То. — Компоненты тензора деформаций, и, 7, р — компоненты 
вектора смещений, соответственно, в направлениях 
осей г, биз, ). ив — постоянные Ляме, $ = , | =в + в, 
[ем. (°)]. 

В случае кручения валов, симметричных относи- 
тельно оси 2 при переменном диаметре и при сим- 
метричном загружении относительно оси вращения, 
как известно, полагают [см. ($), (?)]: 


п м5 Озера). (4) 


При этом первые два из уравнений (1) обращаются в тождества, а третье 
из них и уравнения (2) и (3) дают: 


97.9 97.6 279 


де. + 95 и рее о, (5) 

__ 45 р. ЗАМ Ор ЖЕ р 
20 — бр р’ 120 9) “0 - ВТ Тв ВТ, (6) 
мы 8. 1: 5, Е Тит 0. (7) 


Уравнения (5), (6), (7) представляют собой полную систему дифферен- 
циальных уравнений кручения валов переменного сечения. 
Из уравнений (5) и (6) следуют равенства: 


90 10 

м: 

о 4 (8) 
м оао 


Ф 
где $ = — —так называемая функция перемещений, ф — функция на- 
пряжений. 
Пусть С — кривая в плоскости Й =и- 1 (Вей >> 0), $ — длина дуги 
кривой С, отсчитываемая в направлении положительного ее обхода, п — 
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правая нормаль к С, ®, ио, — проекции вектора касательных напряже- 
НИИ © — <ь-- И.6 на п и, соответственно, на положительное направление 
касательной (рис. 2); тогда в соответствии с равен- 
ствами (8) будем иметь: 


= { 4 9 
и, 
? ль 29 Не _ 
РО 7? д * 
Введем функцию комплексного переменного Рис. 2 
ЮР =е+ и, (10) 


вещественная и мнимая части которой как функции от Я=г+ и 
(Вей>>0) удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 

О НИ 

О В 07 О И РОГ (11) 
Функцию, определенную равенствами (10) и (11), будем называть ком- 
плексным потенциалом напряжений, а функцию перемещений х и функ- 
цию напряжений Ф, следуя аналогии с теорией фильтрации [см. (?)], 
будем называть, соответственно, потенциальной функцией и функцией 


тока. 
Комплексный потенциал напряжений вместе с равенствами (7) пол- 
ностью определяют все элементы напряженного состояния. Так, для 


вектора напряжений © =*„--Й„, вектора деформаций 1„--Й„, потен- 
циальных линий — линий постоянного угла поворота и линий тока, со- 
ответственно, будут иметь место равенства: 


г Е } 
Пес Зла ТУ пе, (12) 
Ф = 0156, $ = 0186. 
Для приращения угла поворота Фе вдоль кривой С и для момента Ме 


относительно оси 2 сил, действующих на кривую С со стороны ее правой 
нормали п, будут иметь место равенства: 


Ио []с, Мс ея [Ф]с- (13) 


На потенциальных линиях и, соответственно, на линиях тока будут 
справедливы равенства 


О. 
дп 22105’ 14 
ое > 
РАНЕ 9 г2 дп? 


где хо — угол, составленный с осью г правой нормалью п к потенциаль- 
ной линии, В — угол, составленный с осью г положительным направле- 


нием касательной к линии тока. 
Исходя из физических соображений, можно считать возможными три 


случая контурных условий для определения комплексного потенциала 
напряжений: 


1) если боковая поверхность вала, образованная вращением кривой С 
вокруг оси 2, свободна от внешних усилий, то кривая С будет линией 
тока, т. е. ф|с = соп88; 

2) если на указанной боковой поверхности угол поворота неизменный, 
то линия С будет потенциальной линией, т. е. Ф[с = с01$6; 

3) указанная выше боковая поверхность не является свободной от 
внешних усилий и не является поверхностью, на которой угол поворота 
постоянный. Тогда линия С будет линией, на которой заданы или пере- 
менные значения потенциальной функции — переменный угол поворота, 
или заданы переменные значения функции тока — переменные значения 
момента внешних усилий относительно оси 2. В этом случае кривую С 
будем называть, соответственно, кривой переменного потенциала или 
кривой переменного. значения функции тока. 

Пусть @ — область в плоскости й =г-- (Вей>>0), ограниченная 
кусочно-гладким контуром Г, являющаяся осевым сечением вала. Усло- 
вимся такую область @ называть областью напряжений. Очевидно, что 
решение задачи о кручении вала сводится к нахождению комплексного 
потенциала напряжений ф =$®-- по контурным условиям указанных 
выше трех типов, заданных на границе Г, области С. В частности, если 
вал сплошной, то в состав границы Г, входит отрезок оси 2, и этот отре- 
зок будет линией тока, так как на оси 2 

а = ТЕ 20. 

В силу установленной нами теоремы о сохранении области [см. (*), (?)], 
можно утверждать, что образом области С в плоскости комплексного 
потенциала 12 =ф | будет некоторая область Г — годограф комплекс- 
ного потенциала напряжений. 

Пусть @, — область напряжений, получающаяся из С путем вариации 
ее границы, такая, что С, < С, в, — образ С, в плоскости ш, и; = $, | й,— 
комплексный потенциал напряжений, соответствующий области С., Т, — 
годограф комплексного потенциала 1, г, — вектор касательных напряже- 
ний, соответствующий области С, и вообще все величины, взятые 
с индексом 1 снизу, означают, что они соответствуют области напряже- 
ний С.. 

Введем, по аналогии с тем, как это было сделано нами в теории 
фильтрации [см (?), (4)], функцию комплексного переменного 


@ = (2) =ш—ш=о- и, (15} 


называемую в дальнейшем вариацией комплексного потенциала напряже- 
ний. 

Вариация комплексного потенциала как функция от 0 =г+ й в об- 
ласти С, будет удовлетворять системе дифференциальных уравнений (11), 
а как функция от Ш =ф--# в области 8; она удовлетворяет системе 
уравнений 

д5 _ дт дв _ Идо 
д 0$’ 0$ ид. (56) 
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Следовательно, по теореме о сохранении области [см. (2)], образом 
области С, или, что все равно, образом области 8, в плоскости ® = о + и 
будет некоторая область © — годограф вариации комплексного потенциала. 

Вдоль линий, являющихся одновременно потенциальными линиями 
для начального и измененного напряженных состояний (соответствующих 
С и С,), в силу (14), будем иметь: 

д-т = = х 
— 72 — 
= (фе м. (17) 
Точно так же вдоль линий тока, общих для начального и измененного 
напряженных состояний, 


д А = . 
ыы (18) 


То обстоятельство, что образом области напряжений С, в плоскости 
& =с-- м будет область в сочетании с частично известными контурными 
условиями для вариации комплексного потенциала напряжений, позволяет 
изучить характер изменения вектора напряжений, линий тока и потен- 
циальных линий в зависимости от всевозможных изменений области 
напряжений. При таком изучении представляют интерес несколько воз- 
можных общих случаев краевых условий. 


$ 2. Вариационные теоремы кручения валов для области напряжений, 
ограниченной двумя линиями тока и двумя потенциальными линиями 


Схема области напряжений С, ограниченной двумя линиями тока 
и двумя потенциальными линиями, представлена на рис. 3. 
Краевые условия имеют вид: 


== 700056 == — С01036, = И 0050. 


® [6 Фар 


ф [вс = М” = с0п3ё, 


Ф| Ав 


(19) 


где й”—#' = Н — угол поворота потенциальной линии ОС относительно 
потенциальной линии АВ, М” — М' = М — момент относительно оси 2 сил, 
приложенных к потенциальной линии ОС со стороны 
ее правой нормали, т. е. внешних сил, приложенных 
к поверхности, образованной вращением линии ОС 
вокруг оси 2. Без ограничения общности, будем 
считать в дальнейшем, что й’ =0 и Н >0, так как 
этим условиям всегда можно удовлетворить путем 
соответствующего расположения скручиваемого вала 
относительно системы координат. Условимся назы- 
вать величину Н суммарным углом поворота, вели- 
чину М —суммарным скручивающим моментом, линию 
АВ — закрепленной потенциальной линией, линию 
ОС -—- свободной потенциальной линий. Далее, через [” будем обозначать. 
совокупность линий, отличных от линий тока, входящих в состав границы Г 
области напряжений С, через [1 —то же самое, но в применении к об- 
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ласти напряжений С,. При сравнении линий тока в области напряжений С 
и в области напряжений С, под соответствующими друг другу линиями 
тока будем понимать такие линии тока, которым соответствует одна и та 
же постоянная, т. е. = %, = с01п5$. 

При рассмотрении соответствия между плоскостями &, ш и © точки 
в плоскости будем обозначать прописными буквами, а соответствующие 
им точки в плоскости и — теми же, но только строчными буквами, ав пло- 
скости « — теми же строчными буквами с индексом 2 снизу. 

Пусть в дальнейшем суммарный скручивающий момент М остается 
неизменным, тогда при изменении области напряжений С за счет смеще- 
ния какой-либо из точек А, В, С, ) вдоль границы области С имеет 
место следующая 

ТЕОРЕМА 1. При уменьшении потенциальной линии: 

а) Н, >Н; рт” 

6) 9 >ф в 4, {+ [. вне закрепленной части [1Г., если уменьшается 
закрепленная потенциальная линия, если же уменьшается свободная 
потенциальная линия, то $, > на неизменной ее части и на неизмен- 
ной линии тока и $, < © на неизменной части увеличиваемой линии тока; 


в) |х.|>|#| на неизменной части уменьшаемой потенциальной линии, 
на неизменной линии тока и вблизи ее конца на неизменной потенциаль- 


ной линии и [2.12] на неизменной части увеличиваемой линии тока 
и вблизи ее конца на неизменной потенциальной линии;* 

г) линии тока в (, + [' отодвигаются от увеличенной линни тока, 
если считать, что последняя соответствует самой себе. 

В самом деле, пусть уменьшается линия АВ за счет смещения точки 
А в положение точки А’ (см. рис. 3). Годографы Ти Т, в этом случае 
будут иметь вид, указанный, соответственно, на рис. 4 и 5. В плоскости 


Рис. 6 


`& = + образы ВС и АР будут на вещественной оси, образ А’'В — на 
мнимой оси, образ ОС — на вертикальной прямой, образ АА’ — кривая 
в четвертой четверти плоскости, монотонная. по с их. Годограф О, удовле- 
‘творяющий всем этим условиям, с точностью до топологических преобра- 
зований, не нарушающих этих условий, представлен на рис. 6. Из рас- 


* 
Неравенства Для величин скоростей здесь, как и в последующих теоремах, 
в отдельных точках не исключают вырождения их в равенства. 
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смотрения © следуют неравенства: 


Н,>Н, я >фв С, + Г) вне А’В, а. 


4т 4с 4т 

о ры ое? 0 вблизи С, 
45 ат 
о Рь. вблизи Л. 


Эти неравенства в соответствии с формулами (17) и (18) означают спра- 
ведливость утверждений теоремы при смещении точки А. Пусть теперь 
точка В смещается в положение точки В’ (см. рис. 3); тогда в плоско- 
сти ® =ос -- м образы АР и ВС будут на вещественной оси, образ АВ’— 
на мнимой оси, образ РС — на вертикальной прямой, образ В’В — кри- 
вая в первой четверти плоскости, монотонная по с их. Построив по этим 
данным годограф ©, приходим к неравенствам: 


Н:>Н, 9 >Фв С, - Г, вне АВ’, $ ов С, -- Ш, 


ат ас ат 

=. 5 На" , ИЕР о р. вблизи /), 
ас ат 
к г _ ЕЕ < 0 вблизи С, 


означающим справедливость утверждений теоремы при смещении точки В. 
Пусть теперь уменьшается свободная потенциальная линия ОС за 
счет смещения точки С в положение точки С’ (рис. 3). Тогда в плоско- 
сти « образы ВС и АР будут на вещественной оси, образ АВ — на мни- 
мой оси, образ ШОС’— на вертикальной прямой, образ С’С — кривая 
в верхней полуплоскости, монотонная по с и т и лежащая слева от ука- 
занной вертикальной прямой. Годограф ©, удовлетворяющий всем этим 
условиям, с точностью до топологических преобразований, не нарушаю- 
щих этих условий, представлен на рис. 7. Из рассмотрения © следую 
неравенства: 
Н,>Н, 9 >9 на АБ, $ на ВС, 
4т | 4с 


ф. >ф В а, + Г,, 45 т: 5 ай, 
ат 
5 А 
ам — ( вблизи А, 
ас ат 
= = вблизи ВБ. 
ава №” 45 АвоЖО : 


При смещении точки Р в положение точки О’ (рис. 3) в плоскости 
образы ВС и АП попрежнему будут на вещественной оси, образ АВ — 
на мнимой оси, образ О’С — на вертикальной прямой, образ РО’ — кри- 
вая в нижней полуплоскости, монотонная по с и“ и лежащая слева от 
указанной вертикальной прямой. Построив по этим данным годограф ©, 
так же как и в предыдущем случае, приходим к неравенствам: 


Н,>Н, > на ВС, 9.<® на АО, ф{<фв С -Ц, 


ат ат 42. ат_ 0 
— а. вблизи В, о вблизи А, =. о . 
ас ас 
Ат А 


полностью завершающим доказательство теоремы Ио 
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При уменьшении области напряжений С за счет произвольных вдавли- 
ваний одной из потенциальных линий или одной из линий тока, но при 
неизменных точках их раздела А, В, С, О, имеют место следующие тео- 
ремы. 

ТЕОРЕМА 2. При вдавливании потенциальной линии: 

"вЫ: 

6) 9, “ов С, + [1 вне закрепленной части Ё [/, если вдавливается 
закрепленная потенциальная линия, если же вдавливается свободная по- 
тенциальная линия, то < на неизменной части ее, на одной из 
линий тока и вблизи конца другой линии тока, примыкающего к вдавли- 
ваемой потенциальной линии, и $ > вне 
потенциальной линии; 


концов на вдавленной части 


12. |<|?| на неизменной части вдавливаемой потенциальной линии 

и на одной из линий тока, и, кроме того, на другой линии тока |2 <?! 
или |2. |<[2| вблизи ее конца, примыкающего к вдавливаемой 
потенциальной линии, и |2, [>| | вблизи другого ее конца, причем на 
неизменной потенциальной линии в первом случае будет |2, |<[2| вблизи 
концов и |2. | >| | вне ее концов, а во втором случае имеем |=. |<?! 
вблизи конца ее, примыкающего к линии тока, на которой 12. |< [21 
15. |> [8] вблизи другого ее конца. 

ТЕОРЕМА 3. При вдавливании линии тока: 

а) Н, >Н; 

6) х, >Ф на неизменной линии тока и на неизменной части вдавливае- 
мой линии тока со стороны свободной потенциальной линии и 9$ 


на неизменной части последней со стороны закрепленной потенциальной 
линии; 


в) || >|? | на неизменной линии тока и вблизи ее концов на потен- 
циальных линиях и 12. 1<|8| на неизменной части вдавливаемой линии 
тока и вблизи ее концов на потенциальных линиях; 

г) линии тока в С, | Г/ отодвигаются от вдавленной линии тока, 
если последнюю считать соответствующей самой себе. 
В самом деле, пусть вдавливается линия А’В’, 


т. е. часть закреплен- 
ной потенциальной линии АВ (рис. 3). Область 


8: в этом случае будет 
ограничена контуром аа’еБ'6с4а (рис. 4). В плоско- 


сти ® образы ВС и АД будут на вещественной оси, 
образы АА’ и В'В — на мнимой оси, образ ОС — на 
вертикальной прямой, образ А'ЕВ" — в левой полу- 
плоскости. Построив по этим данным годограф ©, 
приходим к утверждениям теоремы 2, соответствую- 
щим вдавливанию закрепленной потенциальной линии 
АВ. Если вдавливается часть свободной потенциаль- 


ной линии 0’С' (рис. 3), то годограф © в плоскости 
вариации комплексного потенциала будет иметь вид, представленный на 


рис. 8, где существенно то, что сдвоенный отрезок а›6, может оказаться 
целиком лежащим или в верхней, или в нижней полуплоскостях. Учи- 
тывая это, приходим к утверждениям теоремы 2 в общем случае. 


Рис. 8 
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Пусть вдавливается часть линии тока А”О” (рис. 3). В этом случае 
область 8, будет ограничена контуром абс а”е”а”а (рис. 4), а, годограф © 
имеет вид, представленный на рис. 9. Из рассмотрения этого годографа 
следуют неравенства: 


Н:>Н, $9 на ВС, 0"р, фона АА", Зевс +Ы, 


4 ат = = 
ета Е >>0 вблизи В, аа < 0 вблизи А, 2 >>0 вблизи Ш, 
ат ты 
х < 0 вблизи С, и р. 0: 
ас 4с 
45 р 5—0 ао 


Эти неравенства означают справедливость теоремы 3 при вдавливании 
линии тока АД. 

Пусть теперь вдавливается линия В”С” (рис. 3). Здесь область в, бу- 
дет ограничена контуром а6б”е”с”с 4а (рис. 4). В плоскости в образы ВБ”, 
С”С, АБ будут на вещественной оси, образ АВ — на 
мнимой оси, образ ОС — на вертикальной прямой, 
образ В”Е”С" — кривая в верхней полуплоскости. 
Построив по этим данным годограф О в плоскости 
«, приходим к неравенствам, аналогичным предыду- 
щим и полностью завершающим доказательство тео- 
ремы 3. 

Пусть в дальнейшем величина Н остается неиз- 
менной, тогда при изменении обл.сти напряжений С за счет смещения 
какой-либо одной из точек А, В, С, О вдоль границы области или за 
счет вдавливания одной из граничных потенциальных линий и линий 
тока, но при неизменных точках их раздела, имеют место следующие 
теоремы. 

ТЕОРЕМА 1а. При уменьшении потенциальной линии: 

а) М. < М; 

6) в ЯЕЕ—МГ, будет >09, если уменьшается закрепленная 
потенциальная линия, и $9 < 9, если уменьшается свободная потенциаль- 
ная линия; 

в) |, | > [2] на неизменной части уменьшаемой потенциальной линий 


и вблизи ее конца на неизменной линии тока и |2. |< 8| на неизменной 
части увеличиваемой линий тока, на неизменной потенциальной линии 
и вблизи ее конца на неизменной линии тока; 

г) линии тока в С, + Г. отодвигаются от увеличенной линии тока, 
если последнюю счита”ъь соответствующей самой себе. 

ТЕОРЕМА 2а. При вдавливании потенциальной линии: 

а) М, > М; 

6) в 4, +1. —1/Г” будет $, >, если вдавливается свободная потен- 
циальная линия, и $ <, если вдавливается закрепленная потенциальная 
линия; 

в) 12.1 < [2] на неизменной части вдавливаемой потенциальной линии 


и вблизи ее концов на линиях тока и 151 [> [8] на неизменной потен- 
циальной линии и вблизи ее концов на линиях тока. 
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ТЕОРЕМА За. При вдавливании линии тока: 

а) М, < М; 

6) х. > на неизменной части вдавливаемой линии тока со стороны 
свободной потенциальной линии и 9. < $ на неизменной части ее с0 сто- 
роны закрепленной потенциальной линии; 


в) |2, |<|2| на неизменной части вдавливаемой линии тока и на одной 
из потенциальных линий и, кроме того, на другой потенциальной линии 
15 |<|3| или |2: |< [2 вблизи конца ее, примыкающего к вдавливаемой 
линии тока, и |2. | >21 вблизи другого ее конца, причем на неизменной 
линии тока в первом случае будет |2 |< | вблизи концов и |2. 1> [21 
вне концов, а во втором случае |2. |< [| вблизи конца ее, примыкающего 
в потенциальной линии, на которой [2 12 и |2, [> || вблизи другого 
ее конца; 

г) линии тока в С, [4 отодвигаются от вдавленной линии тока, 
если последнюю считать соответствующей самой себе. 

Доказательство теорем Ча, 2а, За получается точно так же, как и 
доказательство теорем 1, 2, 3. Так, например, справедливость утвержде- 
ний последних пунктов теорем Ла и За следует из того, что при смеще- 
нии точки С в положение С’ (рис. 3), при смещении точки В в положе- 
ние точки РВ’ и при вдавливании линии тока ВС соответствующие 
годографы © будут лежать в верхней полуплоскости «, а при смещении 
точек А и О, соответственно, в положение точек А’и О’ и при вдавли- 


вании линии тока АД (рис. 3) соответствующие годографы © будут лежать 
в нижней полуплоскости © = о +. 


$ 3. Вариационные теоремы кручения валов для области напряжений, 
ограниченной двумя линиями тока и одной потенциальной линией 


Общую схему области напряжений (С, ограниченной двумя линиями 
тока и одной потенциальной линией, без ограничения общности можем 
считать совпадающей со схемой, представленной на рис. 3, при условии, 
что точка С совпадает с точкой 0. Контурные условия имеют вид: 


ф|Ав = Й' = с015%, Фр=й” = ©, ф|др= М' = ©0086, 
ф [вр = М” = 601056, (20) 


где й' =0, М” — М' = М —то же, что ив $2. Годограф Т в плоскости 
№ =о--й имеет вид, указанный на рис. 10. 

Пусть в дальнейшем суммарный скручивающий момент /Л/ остается 
неизменным; тогда при изменении области напряжений С за счет смещс- 
ния какой-либо из точек А, В, О, т. е. при неизменной области С, но 
при переменных точках раздела граничных линий тока и потенциальной 
линии, имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 1. При уменьшении потенциальной линии: 

а) ии зи +1; 

[2.| > |2| на неизменной части потенциальной линии и на неизмен- 


ной линии тока и |5 ||| на неизменной части увеличиваемой линии 
тока; 
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в) линии тока в ый отодвигаются от увеличенной линии тока, 
если последнюю’ считать соответствующей самой себе. При смещении, 
точки раздела линий тока: 

а’) и, >и на неизменной части уменьшаемой линии тока и и < ина 
неизменной части увеличиваемой линии тока; 


б') 151 |>|2 | на неизменной части уменьшаемой линии тока и вблизи 
ее конца на потенциальной линии и |2. |< |2] на неизменной части уве- 
личиваемой линии тока и вблизи ее конца на потенциальной линии; 

в’) линии тока в С, + [1 отодвигаются от увеличенной линии тока, 
если последнюю считать соотсетствующей самой себе. 

В самом деле, пусть потенциальная линия уменьшается за счет сме- 
щения точки В в положение точки В" (рис. 3). Тогда годограф © будет 


иметь вид, указанный на рис. 11, где существенным является то, что, 
в силу ограниченности *, точка 4, лежит в конечной части плоскости, а 
кривая 6,6, будет монотонной но с и т. Отсюда следует справедливость 
утверждений теоремы в случае смещения точки В. В случае уменьше- 
ния потенциальной линии за счет смещения точки А в положение 
точки А’ (рис. 3), построив годограф ©, приходим к неравенствам: 


(с ас 


_ А’В _. р г ео, 15 


вр 


й: > Ива: Теа Г о, 


АР 


соответствующим утверждениям теоремы. При смещении точки Л) в поло- 
жение точки 0’ (рис. 3) в плоскости « образ АВ будет на мнимой оси, 
образы ВО’, АР —на вещественной оси, образ ОДО’ — на горизонтальной 
прямой < — 601036. Построив по этим данным годограф ©, приходим к не- 
равенствам, аналогичным предыдущим и завершающим доказательство 
теоремы. 

При изменении области напряжений С за счет произвольных вдавли- 
ваний одной из граничных линий тока или потенциальной линии при 
неизменных точках их раздела А, В, ) имеют место следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 2. При вдавливании потенциальной линии: 

а) и Зи С, 1, ИМ. 

6) 15. |1< || на неизменной части потенциальной линии и на одной из 


линий тока и, кроме того, на другой линии тока 12.1 <[2| или |, |< | 


вблизи ее конца, примыкающего к потенциальной линии, и 15; [> [| 
вблизи другого ее конца. 
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ТЕОРЕМА 3. При вдавливании линии тока: 

а) и, >и на неизменной линии тока и на примыкающей к ней неиз- 
менной части вдавливаемой линии тока и и< и на неизменной части 
вдавливаемой линии тока, примыкающей к потенциальной линии; 

6) |2. | <?! на неизменной части вдавливаемой линии тока и вблизи 


ее конца на потенциальной линии и 12.1 >18| на неизменной линии тока 
и вблизи ее конца на потенциальной линии; 

в) линии тока в С, + [1 отодвигаются от вдавленной линии тока, 
если последнюю считать соответствующей самой себе. 

В самом деле, при вдавливании части потенциальной линии А’В 
(рис. 3) область 2, в плоскости ш будет ограничена контуром а 46В'еа'а 
(рис. 10), а в плоскости « образы АД, ВР будут на вещественной оси, 
образы АА’, В'В — на мнимой оси, образ А’'ЕВ" — в левой полуплоскости. 
Рассмотрев годограф ©, удовлетворяющий этим условиям, приходим к 
утверждениям теоремы 2. При вдавливании части линии тока А”О” 
(рис. 3) область в, в плоскости ш будет ограничена контуром аа”е” 4"афа 
(рис. 10), а в плоскости « образы АА”, О”, ОВ будут на веществен- 
ной оси, образ АВ — на мнимой оси, образ А”Е”"О” — в нижней полупло- 
скости. Построив по этим данным годограф ©, приходим к утверждениям 
теоремы 3, соответствующим вдавливанию линии тока АД. Так же убе- 
ждаемся в справедливости этой теоремы при вдавливании линии тока ВЛ. 


$ 4. Вариационные теоремы кручения валов для области напряже- 
ний, ограниченной двумя линиями тока 


Общую схему области напряжений С, ограниченной двумя линиями 
тока, без ограничения общности можно считать совпадающей со схемой, 
представленной на рис. 3, при условии, что точки В иС совпадают, 
соответственно, с точками А и РО. Контурные условия имеют вид: 


вии =—©, фр=И=о Фь М, о 
ф [Ав"р = М” = соп5, — 
где №’ = — со, й" = + с, М”— М' = М — то же, что ив $ 2. Годограф 


Т в плоскости ф =Ф--# имеет вид полосы, указанной на рис. 12. 

Пусть в дальнейшем, каки в предыдущем 
параграфе, суммарный скручивающий момент М 
остается неизменным. Тогда при изменении области 
напряжений С за счет смещения одной из точек 
раздела граничных линий тока вдоль границы 
области имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 1. При смещении точки раздела 
линий тока: 


а) |, | > |5 на неизменной части уменьшаемой линии тока и |5 | < |5 
на неизменной части увеличиваемой линии тока; 


6) линии тока в С, пододвигаются к уменьшенной линии тока, если 
последнюю считать соответствующей самой себе. 


В самом деле, пусть точка А смещается в положение точки А” 
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(рис. 3); тогда в плоскости ® образы А"Р и АВ’Б. будут на веществен- 
ной оси, образ АА” — на горизонтальной прямой т == сопз6. Построив по 
этим данным годограф О, получаем неравенства: 


фи >увС,, — 0 _ < 0, 
А"Р $ 1АВ"Р 
означающие справедливость утверждения теоремы при смещении точки А 
в положение точки А”. Так же убеждаемся в справедливости теоремы 
в общем случае. 

Пусть точки раздела граничных линий тока остаются неизменными, 
тогда имеет место 

ТЕОРЕМА 2. При вдавливании линии тока: 

а) |5. |< |$| на неизменной части вдавливаемой линии тока и 12. | >| 
на неизменной линии тока; 

6) линии тока в С, отодвигаются от вдавленной линии тока, если 
последнюю считать соответствующей самой себе. 

В самом деле, пусть вдавливается линия А”ШО”, т. е. часть линии 
тока АД (рис. 3). Область в, в плоскости ш в этом случае будет ограни- 
чена контуром аа’е”а”а6"а (рис. 12). В плоскости « образы АА”, О”р, 
АВ”Р будут на вещественной оси, образ А”ЁЕ”О"” —в нижней полу- 
плоскости. Построив по этим данным годограф ©, получаем неравенства: 


ав 45 45 
| фв а, — 0, — 0, — 
цве, | <0 |, <0 | >60 
означающие справедливость теоремы 2 при вдавливании линии тока АД. 
Так же убеждаемся в справедливости этой теоремы в общем случае, т. е. 
при вдавливании линии тока АВ”Ш. 


$ 5. Некоторые вариационные теоремы кручения валов для области 
напряжений, содержащей в составе своей границы линии 
переменного потенциала 


Установим характер изменения основных характеристик напряжен- 
ного состояния для области напряжений, содержащей в составе своей 
границы линии переменного потенциала, при замене ее одной из областей 
напряжений, рассмотренных в предыдущих параграфах. 

1. Область напряжений, ограниченная двумя линия- 
ми тока и одной линией переменого потенциала. Общую 
схему такой области напряжений С без ограничения общности можно 
считать совпадающей со схемой, представленной на рис. 3, при условии, 
что точка С совпадает с точкой О. Контурные условия будут иметь вид: 


[дв = ($), Фр=И’= +0, фар = М' = 6018, 
ф [вр = М” = с0п5, (22) 
где М” — М' = М —то же самое, что и в $ 3, й' (5), #' (0) =0 — функ- 
ция длины дуги $ линии переменного потенциала АВ, отсчитываемой от 


точки А, т’ (5) =$Ф|[дв — значения функции тока на линии переменного 
потенциала АРВ. 


Б п-ьестия АН СССР серия математичесная, № 3 
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Приё неизменном значении суммарного скручивающего момента М 
имеет место 
ТЕОРЕМА 1. При замене линии переменного потенциала при моно- 
тонном й' ($) * потенциальной линией $|дв = 0: 
а) ч<9, в С, + [4, если № (5) возрастает, 
(и)- и а >, если Й' ($) убывает, разность 9 —® 
7.) 


ыя 


р монотонна на [1 — 1; 


6) |2, |< |2 | на линии тока наименьшего 
значения 1’ ($) и если при этом т' ($) монотон- 


а но, то |. | >| | — на другой линии тока. 
Рис. 13 В самом деле, при 1’ ($) возрастающем го- 
дограф Т имеет вид, указанный на рис 13. 
В плоскости « образы АД, ВО будут на вещественной оси, образ АВ — кри- 
вая в левой полуплоскости, монотонная по переменной 5. Построив по 
этим данным годограф ©, в соответствии с формулами (17), (18), прихо- 
дим к утверждениям теоремы. Так же убеждаемся в справедливости этой 
теоремы при 1’ (5) убывающем. 

ТЕОРЕМА 2. При увеличении т’ ($) за счет положительного монотон- 
но возрастающего слагаемого **: 

а) М, >М; 

6) при монотонном #' (5) |2. > |2 на линии тока наименьшего значе- 
ния |' ($), а при монотонном т’ (5) |2. >[ 2! на обеих линиях тока. 

В самом деле, в плоскости « образ ВО будет на вещественной оси, 
образ АР — на горизонтальной прямой, образ АВ — кривая, монотонная 
по переменной т. Отсюда, в силу формулы (18), следуют утверждения 
теоремы. 

2. Область напряжения, ограниченная двумя линия- 
ми тока, одной потенциальной линией и одной линией 
переменного потенциала. Схема такой области напряжений 
представлена на рис. 3, где АБ, ВС — линии тока, АВ — потенциальная 
линия, ОС — линия переменного потенциала. Контурные условия имеют 
вид: 


Ф |АВ —— й' = 0. Ф [ре < | ($), Фар = М' —— 016, ф [вр= М" = 60156, (23} 


где М" — М’ = М —то же самое, что и в п. 1 (М0), #’(5)>0— 
функция длины дуги $ линии переменного потенциала ОС, отсчитываемой 
от точки О, т’ (5) = $[ро — значения функции тока на линии перемен- 
ного потенциала ДОС. 

При неизменном значении М имеет место 


* Здесь и во всем дальнейшем, когда говорится о монотонности, возрастании и 
убывании функций #' (5) и т’ (3), предполагается, что это относится ко всей линии 
переменного потенциала АВ. 

Еж р 

Это значит, что к линии переменного потенциала прилагаются добавочные 
внешние усилия с отрицательным моментом относительно оси 7. 


КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ КРУЧЕНИЯ ВАЛОВ 259 


ТЕОРЕМА 1. При замене линии переменного потенциала при моно- 
тонном 1” (5) * потенциальной линией ®|рс = й" = сопзв: 

а) 9:>>$ на линии тока наименьшего значения #’ ($) и ф<® на 
другой линии тока; 


6) [т.|<|2| на линии тока наибольшего значения й’ (5) и вблизи ее 
конца на потенциальной линии, |=, | > || на потенциальной линии вбли- 
зи Оругого ее конца и если при этом т’ ($) 
монотонно, то |5; | > || на линии тока наи- я 7 @ 
меньшего значения | (5). ? 

В самом деле, при И” ($) возрастающем годо- 
граф Т имеет вид, указанный на рис. 14. В м 
плоскости ‹« образы ВС, АР будут на вещест- а а 
венной (оси, образ АВ — на мнимой оси. От- Ри 
сюда, в соответствии с формулами (17), (18), 
следуют утверждения теоремы при #” ($) возрастающем. Так же убе- 
ждаемся в справедливости теоремы при -й” ($) убывающем. 

ТЕОРЕМА 2. При замене линии переменного потенциала при монотон- 
ном №’ (5) потенциальной линией ©|рс = тах й" (3): 

а) М, > М; си 

ь а 9 а-+Г. — АВ, 

в) [| >| ыы на потенциальной линии и вблизи концов на линиях тока, 


|2 =_ 12| на линии тока наибольшего значения й" ($) вблизи конца ее, примы- 
кающего к линии переменного потенциала, и если при этом т’ ($) моно- 


тонно, то | | >|? | на линии тока наименьшего значения Й” ($). 

В самом деле, при й” ($) возрастающем годограф Т имеет вид, указан- 
ный на рис. 14, а годограф О представлен на рис. 15. Из рассмотрения 
этих годографов при №” (5) возрастающем, а также и при #"( 5) убывающем, 
следует справедливость теоремы 2. 

ТЕОРЕМА 3. При замене линии переменного потенциала при монотонном 
№’ (5) потенциальной линией © |рс = пи й" (8): 

а) М. < М; ы 

6) и<фв@, ЕЁ, — АВ; 
|2. |< |8 на линии тока наибольшего значения Й’ (5), на потенци- 
альной линии и вблизи ее конца на другой линии тока и если при этом 
на последней линий тока вблизи ее конца, 


т’ (5) монотонно, то [2.1 > |2 
примыкающего к линии переменного потенциала. 

В самом деле, при й' ($) возрастающем годограф Т представлен на 
рис. 14, а в плоскости ® образ ВС будет на вещественной оси, образ АД — 
на горизонтальной прямой, образ АВ — на мнимой оси, образ РС — кри- 
вая во второй четверти плоскости, монотонная по °. Отсюда, в соответствии 
с формулами (17) и (18), приходим к утверждениям теоремы при й” (5) 
возрастающем. Так же убеждаемся в справедливости этой теоремы при 
№" (5) убывающем. 


* Здесь и в дальнейшем, когда говорится о монотонности, возрастании и убыва- 
нии функций 1" (5) и т’ (5), предполагается, что это относится ко всей линии пере- 


менного потенциала ОС. 
5* 
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ТЕОРЕМА 4. При увеличении й” ($) за счет положительного монотон- 
ного слагаемого № (5): 

а) М, >М; 

6) 4 >29 а, ЕЁ, — АВ; 

в) при монотонном #й” ($) 12.1 > [| на потенциальной линии и вблизи 
ее концов на линиях тока, а при монотонном т’ ($) 12, [>| на линии 
тока наибольшего значения № (5), на потенциальной линии 
и вблизи ее конца на другой линии тока. 

В самом деле, при №(5) убывающем годограф © 
будет иметь вид, указанный на рис. 15. Из рассмо- 
трения этого годографа следуют утверждения теоремы 


при №. (5) убывающем. Так же получаются утверждения 


Рис. 15 


теоремы при Г (5) возрастающем. 

ТЕОРЕМА 5. При увеличении т’ ($) за счет положительного монотон- 
но возрастающего слагаемого *: 

а) М, >М; 

6) >в а -+Ё — АВ; 


в) при монотонном |" (5) |5. > 15 на линии тока наибольшего зна- 
чения И’ (5), на потенциальной линии и вблизи ее конца на другой линии 
тока, а при монотонном т’ (5) |2. [>| | на обеих линиях тока и на 
потенциальной линии. 

В самом деле, в плоскости ® образ АВ будет на мнимой оси, образ 
ВС — на вещественной оси, образ АР — на горизонтальной прямой, образ 
ОС — кривая, монотонная по *. Отсюда непосредственно следуют все 
утверждения теоремы при помощи формул (17) и (18). 

3. Область напряжений, ограниченная двумя линия- 
ми тока и двумя линиями переменного потенциала. Схе- 
ма такой области напряжений С представлена на рис. 3, где ВС, АБ— 


линии тока, АВ, ОС — линии переменного потенциала. Контурные усло- 
вия имеют вид: 


Ф|ав = # (5), рос =" (5), ф|др = М’ = с0п5%, $ [вс = М” = с0пзё, (24) 


где #' (5), № (0)=0, № (5) >0, М" — М'>>0, т' ($), т” (5) — те же самые, 
что и в п.п. 1,2. 

Пусть т’ (5) остается неизменным, т. е. остаются неизменными силы, 
приложенные к линии переменного потенциала ОС; тогда имеет место 

ТЕОРЕМА 1. При замене линии переменного потенциала АВ при моно- 
тонном № (5) потенциальной линией ©] дв = 0: 

а) 91 < в С, -[., если И ($) возрастает, и 91 >Ф, если Й' ($) убы- 
вает, разность $ —® монотонна на Г, — АВ; 


— > 
6) при монотонном т’ ($) |®|<|0| на линии тока наименьшего 


# 
Это означает, что к линии переменного потенциала ОС прилагаются добавоч- 
ные внешние усилия с положительным моментом относительно оси 1. 
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’ — 
значения й' ($) и если при этом т' (5) монотонно, то и — | о | на 
другой линии тока. 
т 

Пусть Й” (5) остается неизменным с точностью до постоянного 
слагаемого и пусть остается неизменной величина М; тогда имеет место 

ТЕОРЕМА 2. При замене линии переменного потенциала АВ при 
монотонном й' ($) потенциальной линией ®|дв = 0: 

‚ а) < в С. + Ц), если И! ($) возрастает, и 91 >, если Йй' ($) убы- 

вает, разность $, — ‹ монотонна на Г, — АВ-— ОС: 


в 
6) при монотонных т’ (5), т’ (5) будет |в, |< | г | на линии тока 


наименьшего значения Й' (5), а при монотонных т' (5) ит" ($) |2. > 12| 
на другой линии тока. 

Годограф Т в условиях теорем 1 и 2 при й' (5) возрастающем имеет 
вид, указанный на рис. 16, и доказательство этих теорем, как и впре- 
дыдущих случаях, получается из рассмотрения го- 
дографов в плоскости вариации комплексного потен- 
циала. 

Пусть й” (5$), т. е. угол поворота на линии пере- 
менного потенциала ОС, остается неизменным; тогда 
имеют место следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 3. При уменьшении #' ($) за счет 
отрицательного монотонного слагаемого 1, (5): 

а) М, >М; 

6) эре С, + Г. — ОС; ы 

в) при монотонных т ($), т’ ($) будет | в | > |2 | на линий тока 
наименьшего значения 1, (5), на линий переменного потенциала ПС 
и вблизи ее конца на другой линии тока. 

ТЕОРЕМА 4. При увеличении т’ ($) за счет положительного монотонно 
возрастающего слагаемого: 

а) М, >М; 

6) 4 <9вб, + [. — С; 

в) при монотонных #' (5), т’ ($) будет |2 | о | на линии тока 
наименьшего значения #’ (5$), на линии переменного потенциала ШОС и 
вблизи ее конца на другой линии тока, а при монотонных т’ (5) и т' ($) 


|2 И 12| на обеих линиях тока и на линии переменного потен- 
циала. 

Доказательство теорем 3, 4, как и в предыдущих случаях, получается 
из теоремы о сохранении области для эллиптических систем дифферен- 
циальных уравнений с учетом частично известных контурных условий 
для вариаций комплексного потенциала. 


& 6. К вопросу о законе затухания и принципе Сен-Венана 


При выборе конструкции валов переменного сечения важное значение 
имеет так называемый закон затухания напряжений, заключающийся в 
том, что резкое повышение напряжений, с которым встречаются при ре- 
шении всех задач о концентрации напряжений, всегда сопровождается 
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9 я ЦАРЕ Е ВЕ СНЕ А 
значительным уменьшением напряжений вблизи зоны концентрации. 
В случае кручения валов переменного сечения указанный закон заклю- 
чается в том, что вблизи всякой кольцевой выточки — зоны концентрации 
напряжений — напряжения уменьшаются, и теоретически проверен для 
таких кольцевых выточек, для которых известны те или иные прибли- 
женные решения [см. `(3), стр. 11,169—170]. Приведенные в $ 2,3,4,5 ва- 
риационные теоремы кручения валов и именно те пункты этих теорем, в 


— 


которых говорится о ‘поведении вектора напряжений ©, являются матема- 
тическим доказательством закона затухания в общем виде для валов 
произвольных сечений с произвольными выточками, а также представляют 
собой возможные уточнения и обобщения этого закона. В силу этого, 
указанные вариационные теоремы, как и закон затухания, но в более 
полной форме, дают обоснование рационального устройства разгружаю- 
щих выточек, уменьшающих максимальные напряжения на поверхности 
вала. Эти же вариационные теоремы в отдельных случаях позволяют ма- 
тематически обосновать известный экспериментальный принции Сен-Ве- 
нана и дать ему количественную характеристику. Покажем это на одном 
из примеров. 

Пусть дан цилиндрический вал радиусом А и длиной [ с торце- 
выми поверхностями, ортогональными к его боковой поверхности. Пусть 
боковая поверхность свободна от внешних усилий, а на 
закрепленной торцевой поверхности, образованной вра- 
щением отрезка АВ вокруг оси 2 (см. рис. 17), угол 
поворота $|лв =0, а на другой торцевой поверхности 
угол поворота $ |рс =" (5) >> 0, где #й” ($) — монотонная 
функция длины 5$ отрезка ОС, отсчитываемой от точки 
р (рис. 17). Пусть М — заданный суммарный скручи- 
вающий момент. Требуется установить, насколько 
напряжения на торцевой поверхности, образованной 
вращением отрезка АВ вокруг оси 2, отличаются от 
напряжений на этой поверхности, соответствующих постоянному углу 
поворота на обеих торцевых поверхностях при том же значении суммар- 
ного скручивающего момента. Для решения этой задачи достаточно ис- 
пользовать теоремы 1,2,3 6 5, п. 2. В самом деле, в соответствии с тео- 
ремой 1, полагая $ |рс = й” = сопзё, имеем: 


Ви < Ь, 
где 
й = шт (5), = шахй” (5). 
ос ср 


Комплексный потенциал ш =©-- в этом случае, как легко видеть, 
будет 


: 4 - В" 4 р 
те = (12+) = (4: ыы 


Полагая Ф|рсе=й и ф|рс =, будем иметь комплексные потенциалы, сс- 


* 
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ответственно, в виде: 


[9 4 зы — я 4 
а 8% г __ ИП ЕЕ 4 
Е ь ), Бе ( и +2“. 


Отсюда для искомой величины вектора напряжений |©| на закреп- 
леннои’ торцевой поверхности, в соответствии с теоремами 2, 3 и равен- 
ствами (14), будем иметь: 


> 
и для соответствующих напряжении |5; | при постоянном угле пово- 
рота на обеих торцевых поверхностях будем иметь: 


Таким образом для искомой величины уклонения напряжений полу- 
чаем: 

й— № АМ 
ЯР: М 


ВЗр 


= — 
о 


—= 
[ а; | 


Вз — 
Например, при ив = 1, й—^А=1, [=10 искомое уклонение напряже- 
ний не превосходит 2,5%; при / = 25 это уклонение снижается до 1,0% 
и вообще оно обратно пропорционально длине скручиваемого вала или 
обратно пропорционально расстоянию от места изменения приложенных 


внешних усилий. 


$ 7. Метод сохранения области и мажорантных областей в теории 
концентрации напряжений в валах переменного сечения 


Одной из наиболее важных задач теории кручения валов переменного 
сечения является задача о кручении цилиндрических валов с кольце- 
выми выточками той или иной формы, так как правильные представле- 
ния о распределении напряжений на поверхности вала позволяют умень- 
шить величину коэффициента запаса, облегчить вес конструкций и избе- 
жать поломки их от перенапряжений [см. (®), стр. 135]. 

Важность указанной задачи и трудность ее решения объясняют появле- 
ние значительного количества работ, посвященных ее всевозможным при- 
ближенным решениям, начиная с момента опубликования в 1900г. * 
Мичелем основных уравнений теории кручения валов переменного сечения. 
Для всех этих приближенных решений характерным является то, что 
краевые условия задачи удовлетворяются не полностью, не на всеи по- 
верхности вала, а только на ее части, или краевые условия удовлетво- 
ряются не на той поверхности, для которой ставится краевая задача, но 
при этом, что важно заметить, не указываются оценки погрешнусти най- 


денных таким образом приближенных решений, не указывается, в каком 


отношении они находятся с истинными значениями искомых величин. 


* Полная библиография указанных работ приведена в монографии (*). 
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Последнее обстоятельство следует считать существенным недостатком ука- 
занных приближенных решений, особенно потому, что, как показали ис- 
следования, впервые проведенные М. В. Келдышем и М. А. Лаврентье- 
вым [(°), (15), ("')], даже одна из простейших краевых задач — задача Ди- 
рихле — может оказаться неустойчивой по отношению к изменению об- 
ласти. 

Вариационные теоремы, установленные в 6 2,3, 4, 5, а также непосред- 
ственное использование теоремы о сохранении области для эллиптических 
систем дифференциальных уравнений [см. (?)] позволяют сравнивать ре- 
шения краевых задач, соответствующих различным областям напряжений. 
В силу этого, представляется возможным распространить предложенный 
нами ранее метод мажорантных областей в теории фильтрации [см. (“), 
(5)] на решение задач кручения валов переменного сечения. А именно, 
для того чтобы определить ту или иную интегральную характеристику 
напряженного состояния, т. е. величину, представляющую непосред- 
ственный интерес (например, максимальное значение вектора напряже- 
ний на боковой поверхности вала) при заданной или приближенно из- 
вестной области напряжений С, необходимо в соответствии с доказанными 
вариационными теоремами построить напряженные состояния в каких-либо 
вспомогательных областях напряжений — «мажорантных по данной ин- 


тегральной характеристике» С и С так, чтобы численные значения с00т- 


ветствующей интегральной характеристики для С и С были известны или 
находились просто и давали оценки искомой величины, соответственно, 
сверху и снизу. Очевидно, что получаемые таким образом решения 


должны быть свободны от указанного выше существенного недостатка 


известных приближенных решений, в которых не указываются оценки 


для истинных значений искомых величин. Построение указанных выше 
мажорантных областей всегда возможно за счет известных простейших 
напряженных состояний и в каждой конкретной задаче может осущест- 
вляться особенно просто, если не требуется большой точности в определе- 
нии искомых величин. 


Покажем это на рассмотрении отдельных простейших примеров и 
задач. 
1. Задача о максимальных напряжениях на боковой 
поверхности цилиндрического вала бесконечной длины 
` @ с кольцевой выточкой гиперболической 
формы. Пусть дан цилиндрический вал бесконечной 
длины и радиуса А, имеющий на боковой поверхности 
кольцевую выточку гиперболической формы, причем 
«© — глубина выточки, 28 — ее ширина. Пусть боковая 
поверхность вала свободна от внешних усилий, М —за- 
данный суммарный скручивающий момент. Требуется 
определить максимальное значение вектора напряже- 
ний на боковой поверхности вала. 


Область напряжений С, соответствующая нашему 
валу, имеет вид, указанный на рис. 18, где АО, АВ"Е"С”Р — линии ока. 
В соответствии с вариационной теоремой 2 $ 4 для оценки сверху вектора 
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— — 
напряжений 2 на линиях тока АВ”, С”О, принимая за область С полосу 
шириной А, получаем неравенства; 


[2 Ав», |2 [с'р < и (25) 


Для оценки сверху вектора напряжений на поверхности выточки В”Е”С", 
в силу той же теоремы 2 $ 4, мы можем взять область (, ограниченную 
линиями тока АД и гиперболой В’В"Е”С”С' (рис. 18). Вводя функцию 
Н. Е. Жуковского & = ре, 


=3(+т)=$(2+-) сов - 85 (2) ма 9, 


где с— фокусное расстояние гиперболы В’Е”С', уравнение последней 
сможем записать в виде 


1 В—« 


1 
ое 


Система уравнений (11), в силу ее инвариантности по отношению к 
конформным преобразованиям, запишется в виде 


9Ф 1 Ох 9Ф 4 в 0 


ее ® рен 


откуда, вводя обозначение 


Х = (В, а, В) = т 0, = ва, (26) 


получаем комплексный потенциал ш, соответствующий (: 


Бей (7 — а 0}. 
^.— 


Для величины вектора напряжений |%| в точках гиперболы В"Е"С" в со- 
ответствии с (14) имеем: 


Е 
ее = [= 


дп. 


Е 
аа 


о ЕЬ ры = | (27) 
90=6: 


РЕ 2 
| (3+3-—2)и—5 += — 20086, " 


- ИЛИ 


В частности, максимальное значение эта величина будет иметь у дна 
выточки в точке Ё":; 


ГО, = а И 0), г. 
где : 
3 (-х 
пе Оо. (29) 
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а и 
Взяв для оценки снизу величины вектора скорости © в точке Е 
область С в виде полосы шириною А — @, получаем оценки сверху и 
снизу для искомой величины максимального значения вектора напряже- 


ний шах|2| на боковой поверхности вала АВ"Е"С"Р в виде 


т < шах |5 | Зе И, | (30) 
где П()) и Х — коэффициенты, определенные, соответственно, равенства- 
ми (29) и (26). 

На табл. 1 представлены численные значения коэффициента П(}), 
которые показывают, что неравенства (30) дают довольно тесные оценки 
для величин максимального напряжения на боковой поверхности вала 
при численных значениях ), достаточно близких к единице, т. е. не при 
очень большой глубине выточки или не при очень малой ее ширине. 


Таблица 1 


по) 1 |1,1534,356 | 4,638] 2,054| 2,700] 3,828| 6,1231 412,273 | 43,245 | с 


2. Задача о максимальных напряжениях на боковой 
поверхности цилиндрического вала бесконечной длины 
с кольцевой выточкой круговой формы. 
® Пусть дан цилиндрический вал бесконечной длины 
радиуса К, имеющий на боковой поверхности кольце- 
вую выточку круговой формы радиуса 8 и глубиной 
«< 28 (рис. 19). Пусть боковая поверхность свободна 
от внешних усилий, М — заданный скручивающий 


момент *. Поставим задачу об определении шах |2 | — 
максимального значения вектора напряжений на бо- 
ковой поверхности вала, как величины, представляю- 
щей наиболее существенный интерес. 

Так же каки в предыдущем случае, для оценки величины вектора 
напряжений © на линиях тока АВ", С" имеем неравенства (25). Для 
оценки этой величины в точке Е" у дна выточки имеем неравенство 


Рис. 19 


к 4АМ 
[2 2ч8— а» - (31) 


Для оценки сверху величины о на поверхности выточки В"Е"С" (рис. 19) 
в соответствии с вариационной теоремой 2 $ 5 мы можем взять область 


_ * Приближенное решение задачи о таком цилиндрическом вале в частном слу- 
чае, когда х = 28, было недавно дано в монографии (3) в очень сложной форме — 
в виде бесконечных рядов, причем в этом решении, как и обычно, краевые условия 
полностью не удовлетворяются и оценки погрешности не приводятся. 


КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ КРУЧЕНИЯ ВАЛОВ 267 


'С, представленную на рис. 20, где АДР и АВ’Е"С'Р — линии тока, а — 
‚абсцисса точки пересечения окружностей, ортогональных к мнимой оси 


Рис. 20 Рис. 24 


и к окружности В’В"Е"С"С', В. =В— о. Для указанной области С 
комплексный потенциал ‹ = $ -- {Ф можно найти общеизвестными спосо- 
'бами. Полагая 


а2р зт 0 
1 - 6*— 26 соз 0 


оао, Я=рг- 8 = - Е 


и вводя комплексную плоскость биполярных координат 6 = - 19 
(ем. рис. 21], 


== шо= Ш 2 (0, —6,), О<0< 2, 


ИИ ЕЕ я 
Ва, з = Ио, в. = ато — : 


= азвё 25 азт 0 
Г — — ВЕ 0086 } — СНЕ 6080, 
‘из условия 
Во Е Во + 28 0 ой 
РТвекеои = а | — [оао | "008 
‘будем иметь | 
а=У№ + 28%, (32) 
У" й— Во 3 
=] в” Е“С" — ВА, ‚. ( 3) 


‘Система уравнений (11) запишется в виде 


9Ф 1 94 дФ И 9$ 
ИЕ о ца39? 363 Е 00’ 90 аа“ 308 с ОЕ” 


где 
АЕ 
2 


4 = (св — соз 6) (34) 


В силу тождества 
#0 д 
а (© - 9) = (9%) + 56 (643%) + 59Ё (9), 


где р 
20) = 5 (Ри) +3 (р), 
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р в а = 


а р любая непрерывно дифференцируемая функция, полагая $ = 34, 
р = те › Имеем: 
9=4-, 

и уравнение для определения ? принимает вид: 

овр 4 тво — Зо 8х + 12=0. (35) 
Полагая 

== зш-и (2), Ф = вт В (8) 
и определяя « (2) и В (2) из уравнений 

а" — Зе &' + 2«=0, В" — Зе 88' =0, 


имеем следующие частные случаи функции тока: 


= аз 9 св, $, = 931 (1 + 665), 


= аш 9, ф, = аз 9% (ЗсВЁ — ©633). 
Функция 
= М [Защ 9. [6 (1 + св) — (1 22) в + 
У2 (6 — 1) - 
+ Зал 5 [Зов Е — ЗЕ — 3-9], 
где 


Б-евь 1, (36) 


будет равна нулю на линии тока АВ’В"Е"С"С'Р и равна —М на линии 


тока АР. Это значит, что комплексный потенциал # =Ф+ й для ука- 
занной выше области С будет 


о Ма 
==: тет: 5 [6 (1 св) — (1 + 5?) св + 
реза 3 [З6В Е — с№зЕ — 36 + 53]. (37) 
Согласно общим формулам (14), на дуге окружности В"Е"С" имеем: 
| т 4.9% 98 — |4 8 _2а_ 
В"Е"С” | га дБ дп кф, [г Е 2 — р, ° 
Далее, 
9$. м ЗМ зВ &5 (6+1) 0 Е .. 
Е и = аа - 7 [522 > — 55 >| р 
У2 6—1) 6 — соз0) 2 
4 го 41 (ВЕ — соз 6)? 
г = а? $62 Бо 
и, следовательно, 
- ЗУ2М 6+1 59-5 
кс" = 5 т Ь — сз 6 ыы - (38) 
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В частности, у дна выточки в точке Е" последняя величина принимает 
наибольшее значение: 


ЗМ: а Ьга, 1 
[2 |. = — ен. (39) 
(&—1)? Е 
Учитывая (32) и (36), последнее равенство можно записать в виде 
— АМ 
12|. = ке Ц 0), (40) 
где 
1+5 . 
п (0%) = Ут» ———, А=А(В, =”. (41) 
а в 
3 


Таким образом для шах |2| — максимального значения вектора на- 
пряжений на боковой поверхности цилиндрического вала бесконечной 
длины радиуса В с кольцевой выточкой круговой формы радиусом В и 
глубиной «< 28 получаем оценки сверху и снизу: 


АМ Я 4АМ 
Е—= <\ах| | < И 0, (42) 


где коэффициент П (7) и Х определяются равенствами (41). 

В табл. 2 приведены численные значения коэффициента П (^), кото- 
рые показывают, что оценки (42) явлаются довольно тесными и опреде- 
ляют максимальные напряжения на боковой поверхности вала с доста- 


точно высокой степенью точности. 
Таблица 2 


0,1 0,9 


по) 1 |0,033| 1,063] 4,092] 4,424} 1,148] 1,475 | 1,200 | 1,225 | 1,249 
х т 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ПО) | 1,273] 41,485] 1,667| 1,829] 1,978| 2,146] 2,246 | 2,368 | 2,485 2,596 


Например, при А =2, х=1, В==1 имеем: 
4АМ < шах|5|<4М . 1,148; 


взяв за приближенное значение искомой величины среднее арифметиче- 
ское верхней и нижней оценок, будем иметь погрешность, не превышаю- 


щую 6,8%. При А=2, «= — В =1 получаем искомую величину с по- 


грешностью, не превышающей 3,5%. 
Поступило 
4, П. 1954 
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Серия математическая 
19 (1955) ‚271 


ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ 


В моей [работе «Исследование некоторых вопросов аналитической теории рацио- 
нального и квадратичного поля», опубликованной в № 2, Зи 4т. 18 (1954) «Изве- 
стий АН СССР, серия математическая», вследстие моего недосмотра, содержатся неко- 
торые ошибочные формулы. 


Так, на стр. 114 неправильно указано значение бо (0) = —1 для мнимого ква- 
й 
дратичного поля. Правильная формула {р (0)`= о указанием числа классов при- 


ведена в моей прежней работе «О`фег еше Уега]сетешегиие 4ег Ватапааю’зсвеп 
Че еп» (Известия Ак. наук СОСР, отд. матем. и естеств. наук (1934), стр. 1089— 
1102). Это обстоятельство, однако, не отражается на подавляющем большинстве уста- 
новленных мною формул, так как в этих последних не расшифровывается значение 
бо (0). 
На стр. 138 и 140 имеются досадные описки в отношении области сходимости 
со 


5 
некоторых рядов Дирихле. Так, на стр. 138 в формуле С (5) 6 ($ —1) = р. ы надо 


И=—1 
. 59 69 , 
считать Ве (5) >> 2, а на стр. 140 в формуле С (5) 6 $ — 3) = У, - надо полагать 
п 
ПТ =1 


Ве (5). 4. 

На стр. 140 ошибочны формулы (10.22) и (10.23) и следствия из них, касающиеся 
функции Эпштейна бо (2). 

Наконец, надо считать совершенно излишним вывод функционального уравнения 
Дедекинда из формул общей теории, так как означенное уравнение было использо- 


вано при выводе самих этих формул. 
Н. С. Кошляков 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 173—186 


И. И. ВОРОВИЧ 


О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ В НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 
ОБОЛОЧЕК 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе доказывается существование решений нелинейных уравнений 
теории пологих оболочек, а также обосновываются некоторые прямые 
методы их решения. 


$1 


Как известно, многие важные особенности работы пологих оболочек 
не могут быть объяснены на основе теории малых деформаций, приводя- 
щей к линейной системе дифференциальных уравнений. В связи с этим 
в последнее время в целом ряде работ исследуются нелинейные диффе- 
ренциальные уравнения, описывающие более полно процесс деформации 
оболочки. 

Наиболее распространенный вариант нелинейной теории оболочек 
‚ принадлежит В. 3. Власову [см. (1), стр. 475—478]. 

В основе этого варианта лежат следующие соотношения: 


1 4 
г: = их + Аш 5 1, ез = у - № - 5 ий, (1) 
12 = И | #х Е Шхшу, 


ЕВ ЕЁ 
М, = (ев, + ре), № = т п (@ + ве), 


1 в 
Мате 0<в<0,5, (2) 

Е 4. а 20) ре: ыы ол 3 3) Рис. 1 

ру + М, (В, — ши) + М, (№ — ши) — 2Млошку — 4, = 0. (4) 


Здесь (см. рис. 1) и, 9, и — перемещения точки срединной поверхно- 
сти, К, и № — начальные кривизны оболочки в сечениях, параллельных 
соответственно плоскости 025 И 02), в1, в», в,› — составляющие деформации 
срединной оболочки, М№,, №,, №,. — тангенциальные усилия в оболочке, 
Е, в — упругие характеристики материала оболочки, й — высота оболочки, 
4, — составляющая внешней нагрузки вдоль оси. Нижний индекс в фор- 
мулах (1)—(4) (как и во всем дальнейшем) указывает на дифференциро- 
вание но соответствующему аргументу. 
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Соотношения (1), (2), (3) могут быть заменены двумя уравнениями: 


(ив) = Уи ТЕ, + м) ших + в (вм, + 


+ Фушхи] + ре + шхшу, = 0, | (5) 


[4 (ив) = У? + же ее ыы Ге = с (5%) -- Фушуи 
+в (Аш)у => аеарое] = а, -Е Фушхх = 0. (6) 


Уравнения (5), (6) описывают процесс деформации оболочки в ее 
срединной поверхности с учетом влияния поперечных прогибов. 

Уравнение (4) есть уравнение изгиба оболочки, составленное с учетом 
влияния тангенциальных усилий на изгиб. 

В дальнейшем мы будем считать, что достаточно гладкий контур Г 
оболочки ограничивает конечную односвязную область С. Кроме того, 
примем на контуре следующие граничные условия: 


иг = и (5), эг=о(5), (7) 
юр=0, 50| =0. (8) 


Далее, предположим, что для области С существует тензор Грина 
плоской задачи теории упругости, т. е. что решения системы 


УЕ, = Л, 


(9) 
У* + КЁ =: 


при граничных условиях (7) даются следующими соотношениями: 


и = (бы(Р, 0) (0) 40 + ба, 0) 1, (0) 40 + ш(Р), — (40) 
С б 
= \ ба (Р, 0) /, (0) 40 + (6 (Р, ©) 1, (@) 40 + в (Р). — (41) 
6 С 
При этом и (Р), ®.(Р) удовлетворяют однородным уравнениям плоской 
задачи теории упругости при граничных условиях (7), а интегральные 


члены в формулах (10) и (11) удовлетворяют уравнениям (9) при гра- 
ничных условиях: 


= 0. 


Кроме того, будем предполагать, что для областя С существует 
функция Грина С (Р, 0) оператора Уч при граничных условиях (8), т.е. 
решение уравнения 


Учи — 4 (1,9). 


при граничных условиях (8) дается формулой: 
ш = \б(Р, 0)9(0) 40. 
6 


Рассматривая обобщенные решения нашей задачи, будем считать, что 
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К, №, <= И, 9(5, У) интегрируема с квадратом 8 7 @. При этом 
систему уравнений (4), (5), (6) можно привести к одному интегро-диффе- 
ренциальному уравнению, которое и будет в дальнейшем использо- 


ваться. 
Выразим и, о из уравнений (5), (6) посредством тензора Грина 
через ш. Для этого, очевидно, в формулах (10), (11) следует положить: 


д - г =). - Фххх Е р (#5) Е 


- Рушху]| — Фушху — Шоу, (12) 


2 
[2 == ре (Ад), — 1ФуШуу Е и (Аш), нь 


+ ом] — шхшху — шуших. (13) 


Затем, используя соотношения (1), (2), (10) и (11), мы можем выразить 
№, №,, М.» посредством некоторых интегро-дифференциальных операторов 
В:, В», Е.» через ш: 
М, = В, {4} + № М = В, {№} - М, 
(14) 
М2 = В» {№} - Мо. 


Здесь №, №», М: — система тангенциальных усилий, соответствующая 


перемещениям и (х, 9), го (х, у). Пусть е10, ©20, 8120 < Га. 
При получении формулы (14) была необходимость в однократном 


дифференцировании выражений (10), (11), что вполне допустимо, так 
как для @у(Р, 0) 1=1,2, у=1, 2) известны следующие нера- 


венства: 
| С; (Р, 91 < Пагро |+ В, 

О 

[би (р, к ти 


| 
| 
) 


5 
[С (Р, Ч 


Явного вида операторов А., В., А.› мы здесь не приводим, так как 


нам потребуются лишь некоторые их свойства. 
Если считать М, №, №. выраженными через ш, то уравнение (4) 


превращается посредством функции Грина С (Р, 0) в некоторое интегро- 
дифференциальное уравнение относительно ш: 


ш(Р) = \ с (Р, 0) А(и)а0, (16) 
с 
где 
А= > {4: — М: (Е, — шах) — М, (№ — и) Е 2М хи}. (17) 


Введем в рассмотрение систему собственных функций 9» (т, У) и ©00- 
ственных чисел \„ интегрального уравнения 


Ф(Р=^ (р, 9) (0) 40 (16°) 


[1 
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и будем искать приближенное решение интегро-дифференциального урав- 
нения (4) в виде 


ши = У Снифь (0), (18) 
#— 


используя метод Бубнова — Галеркина. 

При этом очевидно, что использование метода Бубнова—Галеркина 
для определения С„к эйвивалентно решению интегро-дифференциального 
уравнения (16) посредством замены ядра С (Р, 0) на вырожденное: 


< Ф: (Р) ®:0 
б5(р; 0) =" А 


= 

Ниже будет доказано, что: 

1. На каждом этапе применения метода Бубнова — Галеркина к урав- 
нению (4) система алгебраических уравнений для С„х допускает по край- 
ней мере одно действительное решение. 

2. Множество функций {ш„} сильно компактно в пространстве В, 
которое определяется следующим образом: на множестве М функций 
2 (х, у), удовлетворяющих условиям (8) и имеющих интегрируемые с 
квадратом вторые производные в С, вводится норма: 

| 
[и = [( (72+ 40] . 
с 

Пространство В есть замыкание М в указанной норме. Сильная ком- 
пактность {ш„} важна с точки зрения практического применения ме- 
тода. 

3. Каждая предельная точка множества {ш„} есть решение интегро- 
дифференциального уравнения (16)._ 


(19) 


$2 

Для доказательства утверждения 1 введем в рассмотрение функ- 

ционал: 

Г (и) = {2 (и + г. ь 

Ая 2и— в) я реле» + 5-( — №) = | — 92 ад. 

С 
(20) 
В формуле (20) ев, е,, в., считаются выраженными через 1, и сам 
функционал считается зависящим от №. Функционал Г, как известно, 
есть полная потенциальная энергия оболочки. Рассмотрим /Г\(ш„) и до- 


кажем, что в пространстве коэффициентов Сух /1(ш») имеет минимум. 
В самом деле, 


1 
ее а 2еле, + 5 (1 — в) =, 


при сделанном предположении относительно р есть определенно-положи- 
тельная форма своих переменных, благодаря чему 


1(и) > Ц [5 (и — 9.5] а0> \ [5 (узи — Че — и] 40, (24) 
[6 [93 


где = — любое положительное число. 
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Далее, используя неравенство Фридрикса 
\ (Узи)? 40 >, \ зао, (22) 
С С 


где ^, — первое собственное число интегрального уравнения (16) и, сле- 
довательно, определяется только областью С, получаем: 


Г(и) > (Узи) 5 92| 40, (22') 
где 
из 1 
РЕ Е 2=^, 


и может быть сделано положительным. 
Рассмотрим в пространстве коэффициентов С„к поверхность 


| (72) 40 = 7. (23) 
с 


Легко видеть, что это будет эллипсоид: 


в 
У мск =, (24) 
К—1 
На этом эллипсоиде 
Гр) > — 5 990. (25) 
Г 
Выберем р настолько большим, чтобы имело место неравенство: 
ре — \ 4240 > 1(0) + +, (26) 
( 
где у — произвольная положительная постоянная, а 
Е 1 , 
10) = та [6 + % + 2венеь + > (1—в) 9, |0, (26) 
6 


причем 
210 = 0х, — 220 = №0, — 8120 = Иоу | 9х. 
Из (25) имеем: 

(ин) > 1(0) +, (27) 
т. е. на выбранном эллипсоиде значение нашего функционала везде 
больше, чем в начале координат. Следовательно, минимум функционала 
Г(и») (который безусловно, в силу непрерывности /, достигается внутри 
эллипсоида или на границе) осуществляется в некоторой внутренней 
точке. В этой точке 


91 
эа- = 0, (28) 
пк 
так как Г(Сик) есть непрерывно дифференцируемая функция коэффициен- 
ОВС, Си 2.6 Ста: 
Иными словами, уравнения метода Ритца, примененного к функцио- 
налу Г, всегда имеют не менее одного действительного решения. 
Известно, что система уравнений. (28) совпадает при наших условиях 
с системой уравнений Бубнова — Галеркина. 
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Однако в силу некоторой специфичности применения метода Ритца к 
функционалу /, связанной с тем, что в}, в», ев}. в [ получают не незави- 
симые, а выраженные через 4 вариации, мы дадим здесь вывод этого 


факта. 
Имеем: 
дЕ д= 
О цы оао, В Иы (ат. 
ЭС =: \ [ру и»У Фк - 1— и? 1” ЭС - 22пт ЭС их -- 
бе ети 1 ке ; | 25! 
Е ЕТ -Р ве а -е > (1 — №) е12п т. 9,Фх ао. (25') 


Для определения еп, еп, в, следует сначала найти ]т, 2т Из с0- 
отношений (12), (13), подставив туда ш„, а затем воспользоваться фор- 
мулами (10), (11) и (1). 

Уравнение (25') легко преобразуется к виду: 


91 ЕЁ [= 
о ры 


С 
12% 


деп, 9 
Е 5С М +206, , Мм | 9:9к | 


Далее, из (1) получаем: 


Эт п, ди 


вк... ] 

ЭС их — ЭС — Е19к + Фкх 1№пх, 
де д = 

2 .- 1 
С, Е об - Кок + ФкуШпиу, (27 ) 
д= до ди | 

120 __ Обпх пу 3 
ВН = нь Е Эбаь -Е Фку ших Фк=пу,. | 


Если подставить выражения (27’) в (25'), произвести интегрирование по 
ЭСльз’ ОСудь' ЭСих › ЭСих 
и учесть соотношения (3), то мы и получим уравнения метода Буб- 
нова — Галеркина, примененного к уравнению (4). Этим, очевидно, и ис- 
черпывается доказательство разрешимости уравнений метода Бубнова — 
Галеркина на каждом этапе. 

Перейдем к изучению некоторых свойств построенной последователь- 
ности иж. 


Из самого способа построения 10 следует, что 


частям членов, содержащих Фих, Фку, 


| (Уз) 40 < р? | (28) 
С 


равномерно относительно п. В силу граничных условий (8), из (28') 
следует: 
2 
тах 40 < р”, ль 40 < р, (оли 40 < р. (29) 
_ С д 
Далее, поскольку ши — минимизирующая последовательность для Г, су- 


СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ В ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК 


ществует такая постоянная 4), что 
[(ш») < 4ь. 


Вместе с этим имеем очевидное неравенство: 


54: Г 
р \\р (У)? 5 Е 2а — 52) Ё ++ = —- рее Е 
С 


+4 — ре, ]} 40, 


в котором числази р уже ранее нами вводились в формулах 


и (22). 
Из (30) и (31) следует, что 


=. 40 < рь 5240 <, 7» 40 < 61, 
С С С 


где 
24 — и? 
И : (изо За. 
. с 
з (32) сразу получаем: 
м 40 <р», м, а9 < р», мы, 40 < р», 
О - ты 


причем р› не зависит от п. 


Теперь легко доказать важное для дальнейшего соотношение: 


ЦА (2) 40 < ва 
С 
равномерно для всех п. 
Действительно, 


СТА (2) 190 < 2 М, Вы + [иенык + 
С С 
ИМ |1» | Е | 0лии |) + 21а |+ [Физки | + [92 а0. 
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(30) 


(31) 


(21) 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


Применяя к правой части (35) неравенство Буняковского и учитывая 
(33), (29), а также интегрируемость с квадратом #,, №, 4., мы полу- 


чим (34). 


Перейдем к доказательству утверждения 2 о компактности и» в В. 


Для этого построим вспомогательную последовательность 


ш2,(Р)= \ (Р, ©) А(ш,)40 


[9 


(36) 


и рассмотрим с» = Уи». Легко видеть, что ®„ принадлежит Г.,. До- 


кажем, что г„ компактна в Д». 
Действительно, 


Е \УЪа(Р, 0) А(ш„)а0 
С 
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И 
(7.40 = ЦА УЗОР, 0 УЪС(Р, ©.) А (мл) А (ин) 40; 40, 4Р = 
[9 ССС 
= \\0(0,, 9 А (в, А (2) 40, 40, (7) 
СС 
где 


0 (0,,0,) = \УЪС(Р, 9) 5*6(Р, Одар = 6(0,, 0%). (38) 


С 


Из (37) и (38) получаем: 
}аар= (16 (0,, 9: А (ь) А (шн) 0,40. (39) 
[94 


: 
Учитывая, что С(0., 0.) ограничена, если 0,, О, изменяются в 


замкнутой области С х С, из (39) получим: 


№ рб \ А (ш») А (шь) 40,40, < Сшах 8 (40) 


равномерно для всех п. 
Таким образом последовательность Ф„ равномерно ограничена по 
норме в [.. 
Далее, имеем: 


ОвирЮ — в (риаР= у ье(Р-+ь, 0) — 


ССС 
— УЬС(Р, ОМУ (Р + №, 0.) — УЬС(Р, 0, - 
А (1) А (ш„) аРа0, 40. = 
= \\ к (0, 0,, ЮА(шь) А (и) 0, 40, (41) 
СС 
где 


К (0, 0, В = | УЪб(Р+Ь, 0) — УЪб(Р, ©, 


С 
УРС(Р-Ь, 0,) — УЪВ(Р, О ЛаР = \ Бар. (42) 


С 


_ Докажем, что если |й|-0, то К(О., О., №) равномерно стремится 
к нулю. В самом деле, имеем: 


К (0, О» ®) = гар + \ гар, 
С: с, 


где С, — некоторая пограничная зона области С достаточно малой пло- 
щади, а С, =С—С.. 


Принимая во внимание, что ар сходится равномерно, если 0,, 
с 
0, = СхС, можно подобрать С: таким образом, чтобы для всех № до- 
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статочно малого модуля выполнялось неравенство: 


. а 
фраР<+, 0, 6 ебхб, 
С: 
где в — наперед заданное число. 
Докажем, что ар можно сделать сколь угодно малым за счет 


С, 
выбора #. Действительно, как известно, 


С(Р, 9) = о шгро + 5(Р, 0), 


где 8(Р, 0) имеет производные всех порядков в области С. хС. Поэто- 
му вС., имеем: 
[УЪб(РЬ, 0.) — Узб(Р, 0,1 < 5 а 
з к Тр, 9: 
=Е | Уре (Р+Ь, 0,) — Ув (Р, ©!) |. (43} 
В силу непрерывности производных 8(Р, 0) в замкнутой области 


око 


| Уре (РА, 01) — УР(Р, 01)|1<8(®), 


где 8(#)>0, если ^—>0, откуда следует: 
аи 
ГРЪ-, 9 ко Гр-+в, 9, 

ы ТРО, |8 [| ТРО 


ен [| Р® 8) арб». 
<#+| ЕЕ 


ГРА: 
ет Гр, ©, "ФР 44 
. 1 8 (#) | аРуз . (44) 
2® ТРО 
т , 
Для доказательства равномерного стремления к нулю К (0:, 0., №), 


очевидно, достаточно показать, что 


+ | +30 р < 


с. 


и . [@Р->0 


ГРО, 


\ п 
С, 


равномерно относительно 0, < С, если |#|->0. 
Легко видеть, что 

\ [о “еь о ]п "ры: ар, - (45) 

С, ТРО, ТР 


ат< \ 


р 


где первый интеграл распространен на круг с центром в точке О, и ра- 
диусом, равным диаметру области С (рис. 2). 
Далее, 


шее | р< п РНь & [ар \ ш "РЗ. о: ар, (46) 
С. _ ГРбь х ТРО, р-х РО, 
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где х — круг достаточно малого радиуса. 
Выберем радиус круга х так, чтобы выполнялось неравенство 


х 


га 
Ш "ры арк, 
ГРО, 


причем, очевидно, число в можно считать зависящим только от радиуса 
круга х и не зависящим от Й, если оно мало. После этого можно вы- 
брать й настолько малым, что будет выполнено неравенство: 


р—х 


С, 


г 
А 2 В: 98 ЧР же , 
ТРО, 2 


откуда следует, что 


п Пара, (47) 
ГРО: 


Из (47) вытекает, что |К (0,, О., й)|>0 при #—0 равномерно отно- 


сительно О, О. сСхС. 
Из (41) и из (34) в силу этого вытекает, что 


1 (Р+ р) — г, (Р)]?аР->0, если |# |0, 
С 


равномерно относительно Й. 
В силу критерия компактности в [» [см. (2), (3)] можно заключить, 


что ?„ содержит сходящуюся в среднем последовательность. Чтобы не 
вводить новых обозначений, мы будем считать, что Ф„ и есть эта схо- 
дящаяся последовательность. 

В силу граничных условий (8), сходятся в среднем последователь- 
НОСТИ Шидх, Шиху, Шпии. Рассмотрим последовательность ш„, соответствую- 
шую выделенной последовательности. 

В силу самого способа определения ш„, имеем: 


ш = |6, (Р, 0) А (0) 40. (48) 


С 
Вычитая соотношение (48) из (36), получим: 


2, — ш, = А» (Р, 9) 4(0) 40, (49) 
где ;. 
ос о 
$=и- 1 1 


Далее, из (49) имеем: 


\ (Уи — Узи, аР = 
[8 


-\ ЪВ»(Р, 01) УЪВ»(Р, 0.) А (ин) А (ш„)аРа0, а0.. (50) 


Меняя порядок интегрирования в (50) (что возможно, так как 
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2 
УРА» (Р, 0) имеет логарифмическую особенность), получим: 


(7% — Узи ФР (Ин (0, 0.) А (ин) А (0) 40,40, = (5) 
С СС 
поскольку 
УРНь(Р, 0,) УВ» (Р, Оар = В, (0, 0,). (52) 


Так как ряд 


со 

У $: (Р) $; (0) 
= ы 

в силу теоремы Мерсера равномерно сходится, то А„ стремится к 
нулю равномерно относительно 0,, О.. В таком случае из (51) заключаем, 


что 


Иша (Узи — Узи) Ри = 0, (53) 
[8] 


т. е. что последовательность ш„ сходится в среднем. Этим по существу 
и доказано утверждение 2 $ 1. 

Из полноты пространства В [см. (?), стр. 48—52] о вложении функцио- 
нальных пространств следует, что существует функция и, обладающая 
обобщенными производными 1х, Ил, Шхх, Шху, Шуу, И Такая, что и„-> и 
равномерно, ших -—> Ш», Шу, ПО норме вГ» при любом р>1, причем 
22пхх, Шиху», Штуу СХОДЯТСЯ К Ш», Шху, Шу, В среднем. Далее будет дока- 
зано утверждение 3 $ 1 о том, что ш удовлетворяет интегро-дифферен- 
циальному уравнению (16), откуда будет следовать существование у ш 
обычных производных до 2-го порядка включительно. 

Прежде чем доказать утверждение 3 $1, установим следующие три 
леммы. 

ЛЕММА А. Пусть Ф(0) интегрируема в С с квадратом, а $(0) 
интегрируема с любой степенью р>1. Тогда Ф(0)$(0) интегрируема 
со степенью 9 — в, где 02. 

Доказательство леммы получаем непосредственно, применяя неравен- 
ство Гельдера: 


С [9 С 
=( Фо} 3 А Ге ао}. (54) 
С С 


ЛЕММА В. Пусть последовательность а» сходится в среднем, а по- 
следовательность фи. сходится по норме в Гр» при любом р>1. Тогда 
азфи сходится по норме в [4, причем 4=2 ив, где 0<=<2. 
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еее оомещеео азот пкоареетиНИ оВИаИЬааРЕ НЕЕ ОВЕН ЕЕ 


Действительно, в силу неравенства Минковского, имеем: 
ро 
{(ань» — абы 0 = 
>. „№ 
= (1 (6 — вн) + 5, (аи — а.) 0 < 
< 20 Е 
< (1 6 — Бао {| (ат — а) 40}. = (55) 
[8 С 
Применяя к (55) неравенство Гельдера, получим: 


м (атбт -— ати) ао}= = 


4—2 Е 
(|, — „| * ар} + 


о 


4—2= 


т — а} 0-1 г. Ме. * 40}. (56) 
6 
Неравенство (56) и доказывает лемму В. 


ЛЕММА С. Густь последовательность 8, (0) сходится по норме в [2 , 
где 0:2. Тогда 


В, = | бых(Р, 0) 6, (0) 40, (57) 


С 
= (Сьь(Р, ©), (0) 49 (58) 
С 


сходятся по норме в Г». 
-Рассмотрим, например, последовательность В„. Учитывая, что 


У 
| би» (Р, 9)|<-— › 
РФ 
где у — некоторая постоянная для данной области, получаем: 


1 
В» — Вь 
| <*\ = 


т — 6, | 40. (59) 


В силу известных свойств интегралов типа потенциала [см. (2)], 


|| В» — В» | < К, 19» — 9» 1. , 


причем 
—— 
п. (60) 
п е может быть сколь угодно малым, то, очевидно, 
4” может быть выбрано равным 9. На основании приведенных лемм 
легко доказать, что последовательности м, еп, ®1э" сходятся в среднем. 
Действительно, рассмотрим, например, последовательность 


21п = п в" 5 Шт + исх. (61) 
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Очевидно, достаточно доказать сходимость в среднем последователь- 
ности ит. Из формул (10), (12) и (13) видно, что для этого достаточно 
доказать сходимость в среднем последовательностей вида: 


В» — \ бъаоиктонх 40, нь = | бых ину инь 40 (62) 
С С 


и т. д. Поскольку доказано, что ших, #„, принадлежат Г», р>0, 
а Шихх, Миху, Шу, принадлежат Г., то, в силу леммы А, последова- 
тельности 


1Ипх Шихх, = Иптх Шпху, ... 


принадлежат /[,›_. и, в силу леммы В, сходятся по норме в этом про- 
странстве. 

В силу леммы С, в среднем сходятся Ви, О» ит. д. Таким образом 
доказана сходимость в среднем последовательностей ет, 82, 81эп. 

Из формулы (2) вытекает сходимость в среднем Ми, №, Мл. 

Переходим к доказательству у-верждения 3 $ 1. Рассмотрим 


а=ш—(С(Р, 0) А(ш)а0. (63) 
[6 
Имеем: 
а=ши—„—(@(Р, 0) [А (4) — А (в, 40 = 
=ш—%,—(С(Р, 0) |, (№, — ш,.) — Мн (В, — ших) +.--] 90. (64) 
Далее, 


|< | — 12| + | [шах ое. 


— | па ры КМ Ли о -| < 
< — и, | +16 (био). ( (м. — №40} + 
+ ( №40). \ ча 
+ ( +40). м, — м» 20] + +...}. (65) 


С С 


В силу интегрируемости с квадратом #;, Ё›, равномерной сходимости Иж, 
сходимости в среднем шихх, Фиху, Шт, и М, №т, Мэт легко заключить, 
что 4 не может отличаться от нуля, что и доказывает требуемое утвер- 
ждение. 

Замечание 1. Как следует из самого способа доказательства всех 
утверждений, они останутся справедливыми, если вместо условия (7) 
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взять любые относительно тангенциального напряженного состояния 
граничные условия, при которых доказано существование решения соот- 
ветствующей плоской задачи теории упругости. 

Замечание 9. Все доказанные утверждения остаются в силе, если 
вместо системы функций 9„(Р) применить ортонормированную систему 
\„(Р), удовлетворяющую следующему условию: ряд 


У УЬ т” (Р)Ф» (0) 


сходится в среднем к УфС(Р, 0) по аргументу Р, причем остаток ряда, 
будучи функцией 0, должен равномерно стремиться к нулю, если 
ты 

Замечание 3. Последовательности и, 82, т, М№Мт, Мл, Мп, как 
легко видеть, сходятся по норме в Г» при любом р >1, если ео, ®5» 
8120 © Гр. 

Это важно с точки зрения практического применения метода. 

Отметим, что возможно построить и другое доказательство существо- 
вания решений нашей задачи с применением некоторых результатов, 
сформулированных в (“). 


Поступило 
20.У. 1954 
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Л. А. ДИКИЙ 


ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО. 
УРАВНЕНИЯ НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ 


(П редставлено академиком А. А. Дородницыным) 


В работе доказываются некоторые тождества, связывающие ряды, 
содержащие собственные значения и собственные функции, с коэффициен- 
тами дифференциального выражения. Изучается поведение некоторых ана- 
литических функций, относящихся к дифферевциальному оператору. 


При изучении собственных значений дифференциального оператора 
весьма полезную роль может играть так называемая дзета-функция опе- 
ратора [см. (1), (2)]. Это есть функция 


2 (5) = у м 
п 


где /„ — собственные значения. Ее поведение в комплексной плоскости 
зависит от характера роста ^„, и, наоборот, зная это поведение, можно 
судить об асимптотике чисел /^„. С другой стороны, функция 7,(5), как 
мы увидим, может быть выражена через коэффициенты дифференциаль- 
ного уравнения. 

В работе дается способ вычисления коэффициентов асимптотического 
разложения чисел \„ по степеням И и вычисляются суммы У». (Расхо- 
дящиеся ряды нужно надлежащим образом «регуляризовать.) Первая из 
этих сумм (при Ё=1) была впервые вычислена И. М. Гельфандом и 
Б. М. Левитаном [см. (3), а также (“)]. Остальные суммы вычислены 
независимо Гельфандом и нами. Полученные формулы могут служить 
для вычисления собственных чисел. 

Далее, совершенно сходным путем рассматривается функция 


2, (5; 2, у) = У) № фл (2) 9 (У), 
И 


где фи (2) — нормированные собственные функции, и изучается асимпто- 
тика последних. Доказывается ряд новых тождеств, содержащих собствен- 
ные функции. 

1. Основные результаты. Методы, развиваемые в настоящей 
работе, пригодны для изучения дифференциальных операторов любого 
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_шШшШимммм..мы.м.мым.м.ммм.м..м.мМмммШ—&<—ШЩ&6&@6@6@6—ШШ66660 


порядка на конечном отрезке. Для простоты будем рассматривать опе- 
ратор 
2 
Аи — 9 + р(з)и, и (0) =и(т) =0. (1) 
а) Важную роль в дальнейшем будут играть функции 41 (5, 1) (2 за- 


дается на отрезке [0, *], $ — комплексный параметр). Мы определим их 
следующим образом: 


А (= Ув, т (2) (==); 
т=0 2 


где 


(#)= ЕЕ 


Если / - т — нечетное число, то В+, т (1) считается равным нулю. В свою 
очередь, Ви, ш(х) определяются из рекуррентных формул: 
Во, о (5) =1, Вьт (1) =0 при ть 


ь (2) 
Ба, т (2) = р(т) Вы, т (т) — В, т (т) + В чз, т-а (7), 


причем Вт считается равным нулю, если { или т — отрицательное 
число. 

Чем больше членов асимптотики )„ мы хотим узнать, тем больше 
функций 4, (5, 2) нужно вычислить. Например, 


А (5, 4) =1, 4,(3, 2) =0, 24 (5, 2) = 32(*), 
Аз (в, 2) = 225)’ (9), „Ан (в, 9—4 ®(3) +*—29(3) | (3) 
ча) | 
ит. д. 


6) Образуем функцию 1 ($) = №". Ряд сходится при Ве; >. 
П=1 

ТЕОРЕМА 1. В частном случае, когда функция р(т) со всеми своими 

производными обращается в нуль на концах интервала [0, *], функцию 

2.(5) можно аналитически продолжить на всю плоскость комплексного 


переменного $. Она имеет простые полюсы в точках $ = = - _*, 
о В 4 :| ы 
= > От ычет в точке > равен 5 5 @ точке — К - 5 вычет равен 
п 
бе / 1 
= \ А (4—5, г) аз. (4) 
0 


ТЕОРЕМА 2. В общем случае полюсы находятся в тех же точках. 
Вычет в точке $5= — К + > равен (штрихи означают производные по т) 
1 "| 
п А (*—5 Я (4-5 о) 
2—1 р. 2—1 2, 
= А Аш (>, о нЕ 


0 


ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 189 


’ Я. 4 . 4 
-е. Ах ( ЕДЕ =) А (&«— >, в) Аз ( О, ")— м (+3 а. _. 
а А РЕ ао ИНАЧЕ АННЩ В, 
23а 5 ИСИ 
АК) ( ее =) — 4-9 (6+ 0 
И а 2’ 2 2 
те : (5) 


в) Мы не доказываем факта существования асимптотического разло- 
жения 


Ал = па о + +..., (6) 


но из наших формул нетрудно получить выражения для коэффициентов сх. 
В самом деле, возводя разложение (6) в степень — 5, получим: 


ды [9-е ве, Е. 


т 
о 


Т=1 а ха... а„=тр—г 
откуда 
РТ ь = (2$) — 56%0(25 +2) +.... 


Здесь С(5) = У! п-* есть дзета-функция Римана. 
Р > . 4 
яд, стоящий в левой части, сходится при Вез >> 5. Если взять не- 
сколько членов суммы в правой части, кончая ((25 - [), то остаток пред- 
‚ставляет функдию, аналитическую при Ве; > ——5—. Известно, что 
((5) имеет один простой полюс при $ =1 с вычетом 1. Следовательно, 


2(5) имеет простые полюсы там, где аргумент ноя из (-функций в пра- 
1 3 5 


вой части (2) равен 1, т.е. в точках а, а, =... Вы. 


1 4 1 
чет в точке $ =- равен =, в точке $ = —*-- 5 вычет равен 


5 1 р Сож: С2а, 5 Со, 5 
аа. 


ВР: а. а,=тг 


Сравнивая эти формулы с формулами (5), можно получить рекуррент- 
ную систему уравнений для определения коэффициентов асимптотики. 
В каждое следующее уравнение входит новый неизвестный коэффициент 


в первой степени. Так, 
п 
4 
во = -= \р(Ф) =, 
0 


п п 

1 Х р’ (п)—р’ (0) 

= — (= = \р(2) =) фе РО. 
0 

г) После того как мы аналитически продолжим функцию 7, ($) на всю 


плоскость, можно найти ее значения в целых отрицательных точках, 
т.е. 7(—1), 2(—2), 2(—3). Условно можно называть эти значения 


суммами У), Х№, Х,.... 


2 Иввестия АН СССР, серия математическая, № 4 
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ТЕОРЕМА 3. В частном случае, когда функция р(х) со всеми своими 
производными обращается в нуль на концах интервала [0, *], 


У =0. (7) 
ТЕОРЕМА 4. В общем случае 


у» Азк (К, 0) + Аз (&, т) Ад (®, 0) Ад (®, *) 
`ть —- рии анычав гг рр аваеы 


(25 20 ы 
ыы Ад (®, 0) + Ад (1, п) Ид 4—2) (к, 0) + 4—9 (, п) ы 
(24)* (21)2* - 
Заметим, что определить понятие Уи, 32 ,... можно и не прибегая 


к аналитическому продолжению. Напишем асимптотическое разло- 
жение 


р = пак + 4, () пи -- 4, (К) п +... и (®. 


Тогда мы утверждаем, что 


2(-Ю = 50% — и — ти... — ды) — + аи. 


Действительно, ряд 


ь (Ме - п — 4, ($) #8 —... — д (п м] 


сходится при Вез>-А— т ‚ и сумма его равна 
4 


2 (5) —$ (28) — 4х (5) 5 (25 - 2) —-.. — 45 ($) 5 (28 + 2%). 
Учитывая, что ((—2/) =0 при [1 целом и большем нуля и &(0) мер 
мы получим Аж равенство. Таким образом имеет место 

ТЕОРЕМА 5. У)" или 7(—) можно понимать как сумму чисел 
)^ без тех членов асимптотики А, которые мешают сходимости. От суммы 
надо отнять еще половину свободного члена асимптотики. 


В развернутом виде первые два тождества (8) выглядят следующим 
образом: 


у ыы и ь 
Хм т = рае} — = \ р (2) —РОР®, * 
9 


Хм" - р [25, т ее ре) |} - 


1 1 е 3 и п" 
ми Ре - (= р (2) аз] > м: (п) _ 22 (0) ыы 
: 


где с› определяется формулой из в). 
д) Для функции 


(5; 2, у) = > Ап ‘Чл (2) 9 (У), (9) 


* м. В иб). 
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где Фи (2) — нормированные собственные функции ‘оператора, получаются 
аналогичные результаты. Ряд (9) сходится при Ве $ > > ‚ И ого можно 


аналитически продолжить на всю плоскость. 
ТЕОРЕМА 6. Функция 2(5; х, у) при х-Е у является целой. При 


1 Я 
1 =уУ она имеет простые полюсы в точках $ = =. , = =. о. 
В 1 ) 1 
точке > вычет равен 5_, в точке $ = АЕ > вычет равен 


1 1 
>. Ат (&—=, =). 
е) Аналогично тому, как это было сделано в п. в), можно составить 


рекуррентную систему для определения коэффициентов асимптотического 
разложения 


во [+ +...] ИТ эти +- 
к Е аа НЫ : -.. - у с0$ ИХ. (10) 


Соответствующие формулы будут приведены в дальнейшем. 
ж) ТЕОРЕМА 7. 


У мел (2) в. (у) =0 (11) 
П—=1 


(в смысле`аналитического продолжения). 


ТЕОРЕМА 8. Уф, (2) ®, (у) есть сумма слодящегося ряда, члены 

которого получаются из а (2) о, (у) вычитанием той части асимпто- 
тического разложения, которая мешает сходимости. 
и Связь дзета-функции с коэффициентами дифферен- 
циального выражения. Наша задача — выразить функцию 7. (5) 
через коэффициенты дифференциального выражения. Введем оператор А“ 
равенствами 


ева в 
А Фп == Ли Фп. 


Тем самым оператор А-* будет определен для всех достаточно гладких 
функций, удовлетворяющих краевым условиям. Очевидно, 


аа У АВ нд Ве. 


п=1 ПВ =1 


Введем обозначения: 


2. > 7 
(2) = и К И 2 с0$ ПХ. 


Отправной точкой для всего исследования явится формула, выражаю- 
щая равенство следов оператора в разных базисах: 


со [со 
№ (А`*фп, Фи) == у (Аи, фи»), Ве;> 5 . (12) 


Доказательство проводится так же, как и в конечномерном случае. 


о 
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Если нам удастся определение оператора А’° сделать независимым 
от собственных функций ф„, то справа в равенстве (12) будет находиться 
известная функция от 5, которую мы сможем аналитически продолжить 
на всю комплексную плоскость. 


Возведем оператор А в целую положительную степень #, обозначив 


РЯ 
при этом Б=Ёз,: 


Ак = (02 -{ рук = жк + рок + Орк рр 4... 


В каждом слагаемом операторы можно переставить так, чтобы слева 
стояли операторы умножения на функцию, а справа — операторы диф- 
ференцирования. ‹ При этом следует воспользоваться соотношением 
коммутации оператора ) и оператора умножения на функцию ]: 


Ру= 7+. 
Расположим результат по убывающим степеням Д: 
Ак = Ок + Крок | А (К — 1) р’ ОК +. 
(К—1 2 (К— 1) (К— 2 К(к—1 п 
Ор [о] рыч 


Запишем это равенство в следующей форме: 


Ак = рэк + А, (К, 2) 0з*-2 -|- А. (К, 2) О®к-3 +... 
. + АЕ, 2) 2—1 ВКЕ, х, О); (13) 


формулы для А; будут приведены в следующем пункте. А; (А, 2) пред- 
ставляют собой многочлены от А, коэффициенты которых зависят от 
р (т) и производных. Остаточный член А; обладает тем свойством, что 
В О-2*® +1 — ограниченный оператор. Мы это будем записывать следу- 
ющим образом: 

ВЕ, 1,0 = 9. 


Основную роль в дальнейшем играет 
ЛЕММА. Для любого комплексного $ имеет место формула: 


А* = 0 + 4» (5, 2) 0 + Аз ($, 1) 0 ® +... 
-.--- 4ь(5, 2) 0" +- Вь ($, х, О), (14) 
где 
В (5, х, р) — 0 (2—5 \). 


Здесь оператор 0-—т” понимается как (?):—". Дт (р? — положительный 


оператор). Заметим, что В; (5, т, 0) =0 для $ 'щелых и меньших 
п 


2 

3. Доказательство основной леммы. Формулы для 
А: 15 я 

а) Аналогично тому, как это было сделано для оператора А* [см. 
формулу (13)], разложим оператор (А— 2), где '2-— комплексный 
параметр, по убывающим степеням оператора 0?— 2, учитывая соотно- 
шение коммутации: 

(8—2) 1 = (0 — а) +2 р-р. 


\ 
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Раскрыв скобки в выражении 


(22 — 2) + р/* 


и переставив налево все операторы умножения на функцию, мы, в соот- 
ветствии с правилами коммутации, получим следующее выражение: 


2К 1 1+ т 
(А— == Уд, (Е, 2) (22 —2) в 0". (15) 


1—9 т=0 


Здесь Ат (К, 2) представляют собой многочлены от #, причем важно, 
что они от [2 не зависят. Эти многочлены равны нулю, если [+ т — 
число нечетное. Положив 2=0 и сравнивая полученную формулу с 
формулой (13), мы находим: 


| 
Ар (Е, 2) = У Ат(&, 2). 
в =0 
Умножим обе части (15) на (А — 2). Слева мы получим (А — 2), а 
справа заменим (А — 2) А. и (А, 1) равным ему выражением: 
Ат (К, 2) (22 — 2) — Арж (Е, 2) + р (2) Аш (Е, +2 Ат (Ё, О 


(штрихи означают производные по 2). Сравнивая это выражение с фор- 
мулой для '(А — 2) Н, найдем рекуррентное соотношение: 


Ат (Е + 1, 2) — Ацьт (, х) = 
— — Аж (®, 2) + р(<) Ат (Е, 2) + Ани (Ё, т). (16) 


Начальные условия при решении этой рекуррентной системы следую- 


щие: 
Ао,о (К, 1) == и Арт (К, %) == 0, 


если т > [Ги если один из индексов отрицательный. Кроме того, 
Ар (0, 2) = 0, 


если { или т отличны от нуля. 
Имея в виду формулу для биномиальных коэффициентов: 


+1 ( р. ( 
т--4]  \т- о \щ 
легко по индукции доказать, что 


й А 
Аль, 9) = Ва (+=), (47) 


где Вил (2) от Ё не зависят. Из рекуррентной формулы (16) получим 
рекуррентную формулу (2). 
6) Докажем, что 
к на 
(А = УХ ХА (1, 2) (2—8) 1", (18) 


1=0 т=0 
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причем ряд здесь бесконечный и равенство асимптотическое, т. ©. если 
оборвать ряд на некотором [, то остаток есть 0(03—1). Соотношение (16), 
верное для целых положительных #, верно и тождественно для 
любых К, в том числе и для к = —1. Запишем формулу (18) с остаточ- 
ным членом: 

ь 1 |-т 


(А )1= ХМ У (1,9 (28—) _?* "+В. (48) 


1=0 т=0 


Умножим обе части этого равенства на А —2. Учитывая рекуррентные 
формулы (16), выводим: 


АР т 


1=1+ У. У Ацам (0, 2) (08—20 
|, : 1=0 т=0 Е На 
+ У У-Ам(-1 9 +р(®) Ат (1, 2) (8—8 —* 0+ 
1=,—1Т=0 | че 
+ У 2 т (—1, 2) (22—2 * 0" (А—2) В, 
тТ=1 


Так как Аг м (0, 2) =0 ‘при [>0, то первая двойная сумма в этой 
формуле равна нулю. Остальные суммы представляют собой О(О-5) 
Отсюрла следует, что 


0=(А—2)А, + 0(Б-5) 
и 
В, =0(9—%. 
Более того, если 2 лежит на кон- 
туре С, изображенном на рисунке, то 
нормы операторов А; -О“ ограниче- 


ны в совокупности одной константой. 
В самом деле, 


| 


но |п? —2| > с0п${.п? для 2, лежа- 
щих на С. 


в) Будем доказывать лемму сначала в предположении, что Ве 5—4. 
Воспользуемся формулой 


© а Е 2342 
п врат (2—а)" 1 


контур обходит вокруг точки а). Из этой формулы следует, что 


д 1 \ 24: 


а 


р? 
02 — 2 


п? 


== Шах = 
Е 


‚ 


В самом деле, =— а - оператор, ограниченный по норме одной кон- 


стантой на контуре С. При Ве; < — 1 интеграл сходится по норме 
операторов, следовательно, это — ограниченный оператор. Кроме 
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того, 


1 = ч 
= а “= ое ые А, 


так как подинтегральная функция быстро убывает на Сесконезности 
Совершенно таким же путем проверим, что 


(.) 29 —^ я 3 Ел. 


а 1 
Умножим обе части (18’) на и проинтегрируем по контуру С. 
Получим: 1 


$ 1--т 


: : —" 1 
—4*=2 > Ам (—1, 3-1) ^^ (==) (2) #2" + 


1=0 т=0 
—- 5 2А аз, 


где остаточный член имеет требуемый порядок малости. Заменим 
ыы 
А,» (—1, т) его значением В+ и (5)`(—1)* по формуле (17): 


[п 1 


= УХ У Аж(5 2) О + 0(р-) = 


1=0 т=0 


=У 4, (5, 2) 2*— + 0 (Ь-5), 


что и является утверждением леммы. Так как / произвольно, то ясно, 
что остаток можно записать как О (028—1-1). 

Чтобы доказать эту формулу для Ве $ > —1, следует умножить обе 
ее части на А. Применив справа перестановочные соотношения и рекур- 
рентные формулы, можно получить ту же формулу для Вез< 0 ит. д. 

4. Аналитическое продолжение дзета-функнпии. Теперь 
нетрудно вычислить Х (А). Мы имеем: 


А фи =, А, (— 5, 1) 28—24 Ф» |. Аз (— СЯ 5) 117—28—3 фл + 
+ 4. (—3, 2) печ фи, |... Аг (— $, 2) пт, - Афь, 


если / — четное. Но 
Вии = В.д++т--Нщф = О (п 8-11). 
Отсюда получаем: 
25) = Хит + Хит (4, (—5, 2) 4», №) + 
+У п (44, (5,2) 5,5.) + .-. 
..+ Уп (41 (— 5,2) ф„,ф,)-Е У О (п- #1). 


Остается найти аналитическое продолжение каждого члена. Имеем: 


й 1 у > 1, 7% 
фа = - $112 пф = г (1 — с0о5'2их), Фифи = = эт 2пх. 
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Следовательно, 


(8) = ©(29) + ЕЙ 4, (—, 2) 42-5 (25 +2) + 


0 
+= Аз (— $, 2) 4х-5 (25 + 4)... += А; (— $, 2) 42-5 (25 + И) — 
ь 0 


А. (— $, 1) с0$ 2п хах 


Аз (— $, 1) чп 2п 541 — 


рее 
+=»”п 


Ф.—:а Фа 


— Г уз п (4. (— 5, 1)с05 21 т4ах—...-+ ий О оьаее > (19) 
0 


Слагаемое ХО (п-т) представляет собой функцию, аналитическую при 
Ве $ > — > ; С (5) есть дзета-функция Римана » п $. 
Чтобы доказать теорему 1, заметим, что коэффициенты Фурье 


\ Ах (— $, Х )с0$ 2п х 4х 
0 


для рассматриваемого в теореме случая стремятся к нулю быстрее любой 
отрицательной степени п, так как 41 (5, х) также обращается в нуль со 
всеми производными на концах отрезка [0,*]. Поэтому слагаемые в 
формуле (19), содержащие косинусы, являются целыми функциями. 
Полюсы у 72(5) имеются лишь в тех точках, где аргумент одной из 
_>, _>.... Вычет © ($) 
при $=1 равен 1. Отсюда получаем вычеты функции 7. (5), которые и указаны 
в теореме 1. Мы продолжили функцию в область Ве $ > — >, но [ произ- 
вольно. 

В общем случае (теорема 2) полюсы имеют и слагаемые в формуле 
(19), содержащие косинусы и синусы. Мы найдем эти полюсы при по- 
мощи интегрирования по частям: 


о 4 
(-функций равен единице, т. е. в точках -> , 


\/ (воз 2п зах = ее = арт \ ]' (1) соз 2п х 4х = 
0 


ГОГ , ["® — 1") (п) —1*(0) 
Е. 


п 


1—0, ФИО) 
 Ибдял пе — И 0+) . 
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Теперь легко сосчитать 


с Е А, (—3, п) А, (—,0 
= Уп 4—8, 2) сов 2 + 
П=1 0 


А," (—, п) —Аь' (— 3,0) 
++ .& 


(2к—3) (8 п) Е А-З) (—з, 0) 
А 6 (25 2%) — 


п 


1 а — 
о" 2: вк де ? (— 5, 2) соз2п ах; 


ЕВ 


0 


; со из (20) 
не \ Аз (—5, 2) т 28 ха = 
0 


А; (—8, п) — Аз (—3, 
(21)3 п 
р а ([—, м) Е (—з, 0) 


2) п 


1 
ЕЕ ННИННВНИ —23—2к 
ор я п 23—2 


А ый ‚Я 0 
— 3 (п) —4з( 0) (25-44) + ее 


24 


25-2) — 


АЯ) (— $, х) соз 2п сах. 


ее. —>а 


Сумма всех коэффициентов при & (25 -- 2^),‘умноженная на = (вычет функ- 


ции ((25 -- 24)), и дает дополнительный вычет ($) при $ = —# и 
Мы получили утверждение теоремы 2. 

5. Вычисление ХА. Найдем значение функции ($) в целой от- 
рицательной точке 5 = —#. При этом мы воспользуемся [формулой (19) 
и тем обстоятельством, что ((—2т) =0 при т целом положительном. 
Кроме того, возьмем / = 24, тогда остаточный член равен нулю (см. ко- 
нец п. 2). Имеем: 


2(—1) = А (и, 2) 4.6 (0)— = Уи \ 4, (Ё, 2) 608 2л газ + 


0 0 
. т . Й п 
- — Уп (4. (%, 2) зш 2пхал—... т Хы (К, 2) соз 21 хат. 
0 
Но ©(0) = — 5. ; следовательно, 


— \ А»к (№, 2) т — = | Аж (%, 1) с0з2п х ах = 
У 0 


п 


— —- 2 | Чы(, 2) 42 —1 № И 2 оз (0) + 


П=1 


> 


Азк(К, 0) 5 Аз (К, п) 
4 


0 


Ё Я 
+ с03 пк \ Аок (Ё, ны: = — 
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Для вычисления остальных сумм воспользуемся формулой (20) ин- 
тегрирования по частям. При подстановке — вместо $ можно не вы- 
писывать слагаемых, содержащих “-функцию, у которой аргумент ока- 
жется отрицательным. Тогда получим: 


п 


=> р п А» (Ё, 2) сов 2п тах = — 


П=1 0 


1 С (2К—2) 
вит 
0 


со п 


ь. \ А) (|, 1) соз 2п гах = — 


П=1 0 


АК?) (к, 0) А^Ш—2) (к, вт) 
ор (21) (8^—2).4 


Точно так же вычисляются и другие суммы. Из этих формул непосред- 
ственно следует теорема 4. 

ыы выражается только через значения функции р(т) и ее производ- 
ных на концах отрезка [0,т]; следовательно, если эти значения равны 


нулю, то и ХА =0, что составляет содержание теоремы 3. 
6. Изучение собственных функций. 
а) Введем функцию 
2(5; 2, у) = -5 и" Фи (2) Фи (9). (9) 
Функции $„(5х) имеют асимптотику: 


п? па 


о) = [1+ +... |. (2) + 


+ [1 +3. + -. | = (10) 


п п3 


(можно было бы записать коэффициенты и при остальных степенях п, 
но они в дальнейшем оказались бы равными нулю). Отсюда получаем: 


У =" Фи (2) 9» (у) = 
= Ув, (2) 4, (+ Уп-н-1 ца, (2) $, (2) 9, (у) + а. (9) $.) $, (у)} + 
+ Уп-м-2{— $4, (2) $, (у) + 
+ [@, (2) - а, (У)] Фи (т) фи (у) + а, (2) а, (у) $, (2) $, (у)}-+.... 


Функции Хи-* эш пх, Хп-*созих` являются целыми аналитическими; сле- 
довательно, функция 


з ь А 
Уп- з1п их эт пу = 5. Ул-*[соз п (2 — у) — созп (5х + 9)] 


и + у является целой, а при х=у м: полюс с вычетом, равным 
Е 1 
Вычет функции Ул-? $2 (2) при $ = > Равен 5- . То же справедливо 


для функции Уп-** $2 (5). Функция 5" фи(2) фи № является целой. 
Выразим вычеты функции 7, (5; г, у) через коэффициенты асимптотики. 


пр 
1 

а 

и 
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й 1 4 
При = у, $ = вычет равен 5_, в точке $ = А > вычет равен 


2—1 


ту 
1 а 
Эп Уз У - У Со, 2, азы Сох, @т, (1) @т, (2). 
До ва. 


эты--ть-ть=аКк т=1 г ‚а =ти—х 


(21) 
В дальнейшем мы выразим эти вычеты через функцию р(2), что само 
по себе не даст еще системы уравнений, из которой можно было бы 
найти а, (2), а›(7),..., так как в каждом следующем вычете участвуют 
по два ‘новых коэффициента ах. Можно добавить еще ряд новых уравне- 
ний, рассматривая вычеты функции 


со 
927, (5; ж, у) ое, 
и Чон (У). 


Функции ф„ имеют асимптотику: 


, 


И + [++ | бы+ 


Е ыы.» 


ИЛИ 


п пЗ, 
1037 (5:9) 3 
—— = — == имеет 
откуда следует, что функция Е в точке $ > при у 
И 3 
вычет, равный 5. В точке —А - > вычет равен 


ти ра. 
5- У Я 2) р Со: Саи, Со, . 


эта--т,-т, т=1 й ах... На=—пи—т 
-(—1)”* ат, ‘ат, [(—1)"* ат, ат]. (22) 
6) Выразим 1 ($; х, у) через р (5): 
Хр" ви (1) ви (у) = У (А -9 фи ()} он (у)= ХА (2) 4, (9) 


при Вез> - (и та и другая суммы служат ядром интегрального опе- 
ратора А-°), поэтому 


7 (5; 2, у) = Утв, (2) и (у) + А» (— , 2) Уп #2, (2) и (У) 
Г 24, (—5, 2) Уп-в-з $, (2) фи(у) +... 
Из этой формулы следует теорема 6. Аналогично, 
Ее) — Уи $, (2) (у) + 4, (—#. 2) Хил, (2) $) — 
— 4% (—$, 2) Уп $, (4) 9)... 
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1 | 
Таким образом в точке = вычет равен 5_, в точке $ =-> вычет ра- 
= 
вен А Ре д), в точке Чт вычет равен >- = Аа (5 ‚=) ит. д. Срав- 
2—2 2} 7 7) 2 


нивая это с формулами (24), (22) и теоремой 6. получим рекуррентную 
систему для определения коэффициентов асимптотики. Так, например, 


о + аз (2) + [а (2)р = з=Р(2), 


а, (2) й 
о аз (а) + (фр + = — ЕР (2). 
Отсюда } 
а, (1) = —52(2) + у 
а, (2) = #\р(2) 42 — У р(2) аз (23) 


0 0 
(постоянная интегрирования должна {быть такой, чтобы а, (0) = 0), 


а, (2) = 2 ра) — вроде Е реа реа] (23° 


в) Для собственных ей можно также получить серию тождеств, 
аналогичных тождествам Гельфанда— Левитана для собственных значений. 
Заметим, что 

со . 
4 е? эт 2х 
—$<] т = =———_ И И 
= трио РР 
1 
где контур С приходит из - со, огибает начало координат в положи- 
тельном направлении и уходит в - с. При $5 = —2А--1 полюс Г($) 
уничтожается нулем эт (5 --1)т, а интеграл равен нулю, так как он 


приводится к 
$(— ии, Ее? зт 2х 
— 22? соз2х- 4 
Дробь, стоящая под и функция. Мы получим: 


р п8А—1 т 215 = 


(в смысле аналитического продолжения). Точно так же получим, что 


при А > 0 
Урпя* соз 2пх — 0. 


1 
При А = 0 эта сумма равна 5 Эти соображения приводят к 
теоремам 7 и 8. 


Поступило 
10. ТУ. 1954 
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А. В. ШТРАУС 


О СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ 


(11 редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


Формула обобщенных резольвент симметрических операторов приме- 
няется к построению формулы всех спектральных функций одного класса 
дифференциальных операторов второго порядка на интервале с одним син- 
гулярным концом. 


Рассмотрим на интервале (0, | со) квазидифференциальную операцию 
4 а 
1=— ЕР т% (*) 


где функции р(7) и 49(1) измеримы {и вещественны, причем для любого 
5>0 

ь ь 

ах 

ел +, \19(2) 142 < +. 

0 0 
Таким образом левый конец интервала (0, - со) 'является регулярным, 
а правый — сингулярным. 

Пусть Г, — порожденный операцией { квазидифференциальный опера- 
торв Г (0, -- ©о) с минимальной областью определения *. Как известно**, 
оператор Г, может иметь индекс дефекта либо (1,1), либо (2,2). В насто- 
ящей работе рассматривается лишь случай индекса дефекта (1,1). Целью 
работы является получение 'формулы |всех спектральных функций (орто- 
гональных и неортогональных) оператора Г, с индексом дефекта (1,1). 

Исходя из формулы обобщенных резольвент симметрического опера- 
тора в том виде, в каком она рассмотрена в статье (7), мы получаем в 
$ 1 формулу всех обобщенных резольвент оператора Г. 

Для того чтобы в дальнейшем облегчить применение этой формулы 
к построению спектральных функций, мы рассматриваем в $ 2 несколько 
несложных предложений, относящихся к теории аналитических функ- 
ЦИЙ» 

Пользуясь результатами первых двух параграфов и формулой об- 
ращения Стильтьес&, мы устанавливаем в $ 3 формулу всех спектраль- 
ных функций оператора С и некоторые другие соотношения, связанные 


с этой формулой. 


* По поводу определения оператора Г, см. (1), стр. 425. 
** См. (1), стр. 427, теорема 2. 
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В заключение еще раз отметим, что на протяжении всей работы 
дефектные числа оператора /, предполагаются равными единице *. 


8 1. Формула обобщенных резольвент оператора Г 


1. Рассмотрим дифференциальное уравнение 


где / — квазидифференциальная операция, определенная формулой (*), а 
 — произвольное комплексное число. 

Пусть и, (5; ^), и» (2; ^) — решения уравнения (1.1), удовлетворяющие 
соответственно начальным условиям: 


и: (0; ^) =1, р(зуи, (2; №) |5 = 0, (1.2) 
из (0; ^) =0, ра), (а) = 4. (1.3) 
ЛЕММА 1. Пусть х и 83— произвольные действительные числа, не 


равные одновременно нулю, а }. — произвольное невещественное число. То- 
гда квадрат модуля функции 


и (1) = ви, (2; ^) - Ви. (т; ^) 
не суммируем в промежутке (0, — с), т. е. 
0 (2) Е [2 (0, - оо). 


Доказательство. Будем вести доказательство от противного. 
Предположим, что # (2) 6 [7 (0, + со). Тогда ш(х) принадлежит области 
определения О1» оператора [^, сопряженного с Г. Принимая во вни- 
мание, что в случае индекса дефекта (1.1) для любых функций $(2) и 
ф (2) из Э:я имеет место соотношение ** 


На {р (2) [$ (2) $' (2) —ч' (+) '5 (=)}} = 0, (1.4) 
получаем: а 
(Г^ш, в) — (в, 17) = р (2) [в (<) (2) —' (д) (т)] |” = 0. (1.5) 


Рассмотрим самосопряженное расширение /, оператора Г, определяемое 
граничным условием 


ар(з)ч' (4) + 32 (0) =0. 


Из соотношений (1.2), (1.3) и (1.5) следует, что (2) 6 Ор. Это, 
однако, невозможно, так как самосопряженный оператор не может иметь 
собственных функций для невещественного \. Полученное противоречие 
доказывает лемму. 

Поскольку дефектные числа оператора Г, равны единице, легко за- 
ключить, принимая во внимание лемму 1, что для любого невеществен- 
ного Х существует -единственное, притом невещественное, число т (») 
такое, что 


у (2; .) = и. (2; ).) + т (3. и, (5; ^) 6 Г? (0; + со). (1.6) 


* В работе (*) М. Г. Крейн попутно указывает, что его методы позволяют решить 
вопросы, к которым близок рассматриваемый здесь вопрос о спектральных функциях 


оператора Г.. Отметим, однако, что в настоящей работе для решения поставленной зада- 
чи применяется метод, отличный от методов М. Г. Крейна. 


** См. (1), стр. 431, доказательство теоремы 3. 
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Ясно также, что при любом невещественном ). 


т (^) = т (%), 
поэтому достаточно 7 (\), как функцию от Х, изучить в одной из полу- 
плоскостей (верхней или нижней) комплексной плоскости, 
Для дальнейшего полезно отметить, что при любом невещественном 
?(2,^) =4(2;^). 
ЛЕММА 2. Определенная соотношением (1.6) функция т (\) регулярна 
в верхней полуплоскости и имеет там положительную мнимую часть. 
р 0 
Доказательство. Рассмотрим самосопряженное расширение ДС опе- 


ратора Г, определяемое граничным условием 


р(2)$' (т) [+= = 0. 
Ядро резольвенты 
А == (Е —)^Е)* (№) 0) 
имеет, как известно, следующий вид *: 
и; (5; ^) $ (1;^) (551), 
и: (2; №) $ ($;^) (>12), 


где $(х;^) определяется формулой (1.6). 
В силу (1.2) и (1.3), 


К (2, $; ^) -| 


К (0, 0; 2.) = т(\) (мл =0). им 
Для любой функции } (5) 6 [7 (0, - со) имеем: 
—Ё ео 


ая \ К (2, 5: ^) 1 (5)4° (т). =0). 


© 


Положим 
м =) 
№ (2) = 1 ` (п=Ъф....) 
0 (=> =) 
Тогда, согласно (1.7), 
0 
Пи (В›]п, т) = т (^). (1.8) 
0 
С другой стороны, при любом п(п =1,2,...) (Ву, [№) явлнется регу- 


лярной в верхней полуплоскости функцией от ^, причем мнимая часть 
этой функции положительна, так как 


па (5, / 1) = Нал - Ан 1. 


Поскольку семейство функций, регулярных в верхней полуплоскости 
и имеющих положительную мвимую часть, нормально, то из соотноше- 
ния (1.8) следует, что т(^) является регулярной в верхней полупло- 
скости функцией, причем Па т (^) > 0. Но знак равенства здесь исклю- 
чается, как мы видели, в силу леммы 1. Таким образом лемма дока- 
зана. 


* См. (1), стр. 459. 
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2. В соответствии с установленной в работе (7) формулой совокупность 
обобщенных резольвент А» оператора Г, определяется равенством 


Я (1.9) 


где \, — какое-либо фиксированное невещественное число, й (2) — произ- 
вольная регулярная в полуплоскости операторная функция из дефектного 
подпространства %, в %;, не превосходящая по норме единицы, а Ге о)— 
квазисамосопряженное расширение оператора Г, определяемое опера- 
тором Ё(^)*. 

Выясним, какова область определения оператора Ёе(»). Заметим 
прежде всего, что при любом (Па ^. Па № > 0) оператор Гр () является 
частью оператора 1, сопряженного с Г. В рассматриваемом нами 
случае дефектные подпространства оператора Г одномерны и при 
любом невещественном » функция Ф (х; ^), определенная формулой (1.6), 
является ненулевым элементом подпространства 5%; . 

Введем обозначение {ф›, =ф(т;)) и заметим, что при любом невеще- 
ственном ) 


И | = ИФ 1. 


Положим \№=1. Тогда операторную функцию Ё()^) можно задать 

формулой 
Ри =о() (шА>0), (1.10) 

где «(^) — произвольная регулярная в верхней полуплоскости функция, 
не превосходящая по модулю единицы. 

При любом невещественном \ из верхней полуплоскости область опре- 
деления Пг»), оператора Гв(о) можно теперь охарактеризовать как много- 
образие элементов в вида 


8 = © (%) $1 — 9-41 в} 
где / ЕД, а с— произвольная постоянная. 
Для дальнейшего целесообразно дать несколько иное описание много- 
образия В+, : 
Заметим сначала, что, в силу легко доказываемого соотношения 


(Сео У = Г в*ау 


область определения оператора (Ёьо) ), сопряженного с [хе о), ‘можно 
охарактеризовать как совокупность элементов вида: 


й = [© (^) 1 — $] -с, 
где попрежнему / 6 Ду, а с — произвольная постоянная. 
Полагая 


= (т; А) = ®() 4—4, (1.14) 


* В соответствии с обозначениями, которых мы придерживались в работе (’), 
%) (По ^- 0) обозначает ортогональное дополнение в Г2 (0, + со) к линейному много- 
образию элементов вида (Г— Е) }, где { 6 Рт. Таким образом Ж, состоит из все- 
возможных решений уравнения (Г* — ЛЕ) г = 0. 

те поводу рассматриваемых здесь квазисамосопряженных расшарений см., напри- 
мер, ('). 
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легко заключить, что многообразие Пу, о) есть совокупность всех тех 
элементов у =у(7) из О).-, для которых имеет место равенство 


(Г^у, %) — (ул) = 0. 

В силу тождества Лагранжа и соотношения (1.4), это равенство равно- 
сильно следующему: 

Р(т) [у (х)э' (2; ^) —у' (2) 5 (х; ^)] [о = 0, 
или, согласно (1.11), 

Рр (2) {у (5) [© (%) $' (2:8) —$' (2; —)] — 

— У (2) © (\) $ (2; —$ (т; —1)}} 55 =0. (1.12) 

Так как, согласно соотношениям (1.2), (1.3) и (1.6), при любом не- 

вещественном ) имеют место равенства 


$(0;%) = т(^), р(а) а) ыы, (1.13) 
то соотношению (1.12) можно придать вид: 
у(0 И — 01 — № (0) т (д —т(—0] ру ьь=0. = (4.44) 
Введем в рассмотрение функцию 


в (^) т (1) — т (—1 


= 1—6 (0) 


(ш > 0), (1.15) 


причем полагаем $3 ().) = со, если ® (\) =1. 

Принимая во внимание, что [и т (1) >0 и т(—1) = т (2, легко за- 
ключить, что формулой (1.15) определяется взаимно однозначное соответ- 
ствие между классом функций ‹(}.), регулярных в верхней полуплоскости 
и не превосходящих по модулю единицы, и классом регулярных в этой 
полуплоскости функций 9(^) с неотрицательной мнимой частью, причем 
последний класс пополнен несобственной функцией, равной бесконечности. 

Согласно равенству (1.14), можно, наконец, область определения 
Ото) оператора Се} (П1^>>0) описать следующим образом: Ду) 
есть совокупность всех тех функций у(1) из О1», которые удовлетворя- 
ют граничному условию 

| у(0)=3(%) р(2)у' (2) (ш»^>0} (4.16) 
при 9(^) = < это условие заменяется следующим: 

Р(т) У! (2) |=о = 0. 

Поскольку ЁР(\) может быть произвольной операторной функцией 
из % в %., регулярной в верхней полуплоскости и не превосходящей 
по норме единицы, то, согласно формулам (1.10) и (1.15), 3(^) может 
быть любой регулярной в верхней полуплоскости функцией с неотрица- 
тельной мнимой частью или тождественно обращаться в бесконечность. 

Из предыдущего ясно, что соответствие между классом операторных 
функций ЁР(^) и классом функций 9(^) взаимно однозначно. 

Заметим, что самосопряженные расширения оператора Г, мы получаем 
тогда и только тогда, когда %3()) есть вещественная постоянная или 
бесконечность. 

3. Пусть /(5) — произвольная функция из [2 (0, -- со), обращающая- 
ся в нуль вне конечного интервала. 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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а 


Положим 
у (2; 1.) = В,/ (ША =), 


где А, — какая-либо обобщенная резольвента оператора [.,, определяемая 
операторной функцией Г ().) согласно формуле (1.9). 

На основании формулы (1.9) заключаем, что у(х;)) является реше- 
нием уравнения 


ИУ —№=/ (ш^>0), 


причем это решение принадлежит области определения оператора [к(»)- 


Применяя метод вариации произвольных постоянных, получим: 
х 


у (т; №) = (т; ^) у (5) м, (5;^,) 45 — 


0 
х 


— 1, (2:9 (78) 96:2) 45 + ош, (ат) + о ет, (4.17) 


0 


где и, (7;^), %(х,)^) — фундаментальная система решений соответствую- 
щего однородного уравнения (1.1), определяемая условиями (1.2), (1.3) 
и (1.6), а постоянные с; и с, еще подлежат определению. 
Ив условия принадлежности у(2;*) к [7(0, + со) следует: 
оо 
а = | 148) 9 (5) 4. (1.18) 
0 
Так как 9у(7;^) Е Оу, о» То функция у(т;^) должна удовлетворять 
граничному условию (1.1.6), где функция 3 ()) связана с .Ё (7) соотноше- 
ниями (1.10) и (1.15). Принимая во внимание равенства (1.2) и (1.13) 
получим: 


‚ 


с: + сат (^) = — $ (0%) с», 


откуда 
Л 
2 — 5) тб) “2 
т. е., в силу (1.18), 
и 
а = ртс \ /(8) $ (8; ^) 4. (1.19) 
0 
В силу равенств (1.18) и (1.19), формула (1.17) принимает вид: 
Г со 
В} = $ (2;%) (7 (5) из (5; №) 48 - и, (2; *) \ 1 (5) % (5; ^) 48 — 
0 х 
1 1 
—эутя (А) |} 16)46;) 48 (шх>0). (1.20) 


0 


Принимая во внимание соотношение В;- = А*, легко получить из 
формулы (1.20) следующее равенство: 
х > 
Ву] = ® (2;) \ 1 (8) из (5; 1) 45 + и; (@5^) {| 1(5) 58; )@ — 
0 


х 


со 


1 г — 
и 5/6) $ (8:1) %  (ш^>0). (1.24) 
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Впрочем, формулу (1.21) можно было бы получить аналогично фор- 
муле (1.20), если учесть, что 


и; (2; №) = и; (2;^) (=1,2), т(^\) =т(%) 
и что 


о —^Е) * (шх>>0)}, 
где РЁ” ()) — операторная функция из %; в %, сопряженная с  (^). 

Формула (1.20) была нами выведена в предположении, что } (2) есть 
функция из [7 (0, -- со), обращающаяся в нуль вне конечного интервала. 

Однако несобственные интегралы в правой части (1.20) сходятся для 
любой функции } (2) 6 [7 (0, оо). 

Принимая во внимание ограниченность оператора А), легко отсюда 
заключить, что равенство (1.20) имеет место для любой функции 
7 (2) 6 Г? (0, оо) *. 

Резюмируя, приходим к следующей теореме. 

ТЕОРЕМА 1. Совокупность всех обобщенных резольвент оператора [ 
определяется формулой (1.20), где 3(») есть произвольная регулярная в 
верхней полуплоскости функция с неотрицательной мнимой частью, или 
обращается в бесконечность. При этом различным функциям % (\) соот- 
ветствуют различные обобщенные резольвенты. Формулой (1.20) опреде- 
ляется резольвента самосопряженного расширения в пространстве 
17 (0, со) оператора Г, тогда и только тогда, когда 9(») есть веще- 
ственная постоянная или обращается в бесконечность. 

4. Пусть } (5) — произвольная функция из 172 (0, + со), обращающаяся 
в нуль вне конечного интервала. Для дальнейшего целесообразно не- 
сколько преобразовать правую часть формулы (1.20). Принимая во вни- 
мание (1.6), легко получим: 


ея со 
ВА = из (25 №) 7 (8) из (831) 48 + и. (25) | / 6) и (5) 4 + 


х 


2 
+ У (2; В (Фи (А) (А >9), (1.22) 
ь К=1 
где 
оо 
Ри») = 1) шк (8) (в =1, 2), (1.23) 
9 
_ т (^) 80 реа 1 
Ф:, (^) оО Ето” Ф.. (^) = 90) Ет (0) › (1.24) 
т (^) 


Ф,, (^) = Ф» ()) = — Ото (ах > 0). 


Аналогично, принимая во внимание (1.6) и равенство 


и; (х;^) = и; (2;\) И =\1, 2), 


* Формулу (1.20) можно также получить, исходя из формулы обобщенных розоль- 
вент, найденной М. Г. Крейном [см., например, (1), стр. 384—393]. 
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К 
Е ЕЕ Е. 


придадим формуле (1.21) следующий вид: 
х ыд -Еоо де 
Ву / = и (251) \/ (6) ил (5; ®) 48 + ш (25%) | (8) из (5; 2) 45+ 
0 х 
+ Уве) бш^>9. (1.25) 
Е 
Рассмотрим некоторые свойства функций Фу (0) (7, Е =1, 2), опреде- 
ленных формулами (1.24). Принимая во внимание лемму 2 и свойства 
функции 9(^), убедимся, что Фи (%) и Ф,,() являются регулярными 
в верхней полуплоскости функциями с неотрицательными мнимыми 
частями. 
Действительно, если $ ().) ©о =, то 


2 Ги $ (^ 
а Ф,, ()) = |8 (2) Ра (2%) + |7 (0) Ра 3 0) 


= , 
По 9 (^) и. ны Ей: м 
ш 
шФ,, (^) Е | -+т ОР 
Если ‘же $3 (^) = со, то 
Ф, 0) =т(^), Фь0)=0 (4.27) 


и, следовательно, наше утверждение справедливо и в этом случае. 
Докажем ‘теперь, что функция Ф.,(?) представима в виде разности 
двух регулярных в верхней полуплоскости функций; имеющих неотри- 
цательные мнимые части. 
Действительно, если $ ().) = со, то, согласно (1.24), 
и Га [7 (^)] Ве [3 (^)] — Ве [т (^)] Га [$ (2)] 
ыы 50) "В 
откуда 
1$ (^) [Ша и (^) [7 0) [Ша $ 0) 
[Ша Ф,, (0) |< 3 (^) + т (0) р т 
Возводя обе части в квадрат и применяя к числителю дроби нера- 
р р р р 
венства Коши — Буняковского, получим: 


{18 0) [Па (^) + [т (>) [2 Га $ (%)} {Па т (^) + Га $ (2)} 
|шФ,, (\)? < о 
т. е., согласно (1.26), 
[п Ф., (^) ? < Па [Ф., ())] Па [Ф,, (2) |. (1.28) 


От сюда вытекает неравенство: 


| ша Ф,, (2%) | < > (а Ф, (^)  ШаФ,, ()}. 


Этим нате утверждение доказано для случая 9 (^) = >. 
Если же 3()) = со, то, согласно (1.24), 


Ф,, (1) =0, (1.29) 


и, следовательно, наше утверждение в этом случае тривиально. 


Заметим, что при $ (^) = со содтношение (1.28), согласно (1.27) и (1.29), 
остается в силе. 
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Отметим еще, что при любом фиксированном &(0<5< + о) и, (2; ®) 
(7 =1, 2) является целой функцией от ». В силу этого, целыми функциями 
от \ являются два первых интегральных члена, входящих в формулу (1.22), 
а также функции Рь(]; ^) (К =1, 2), определенные равенством (1.23). 


$ 2. Вепомогательные предложения 


1. Рассмотрим некоторые предложения, относящиеся к теории аналити- 
ческих функций. 

ЛЕММА 3. Если Ф (^) — регулярная в верхней полуплоскости функция 
с неотрицательной мнимой частью, то для любых фиксированных веще- 
ственных чисел х и В («< В) 


В 


ое (ш =) 


при *-> + 0. 
Доказательство. Функция Ф(^) допускает, как известно *, сле- 
дующее представление: 


ФО =а+ы-+ ( (9, (2.1) 


—с©с 


где 6 >0 и а— две вещественные постоянные, а р({) — неубывающая 
ограниченная функция. 
После элементарного преобразования правой части придем к формуле: 


Ф(\) =а- + (4+ ^?) $: ие 


Е 
где 
е=Ь-р(- ©) — р(— о®). 
Положим 
{оо 
4 (^) = \ 9. \ (2.2) 


Тогда для доказательства леммы достаточно установить, что при <> + 0 
( 1 
Иа 2) 143 =0(ш =). 
В силу вытекающего из формулы (2.2) неравенства 
| ТР 40 
А 


) УБЕ, 


имеем: | 
ВУ + =) |4 < еб ИО Е 
|. 3 е а“ —0о у 


от ° 


* См., например, (*), стр. 209—240. 
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Справа можно произвести перестановку порядка интегрирования, после 
чего получим: 


в за 
да ВЕНУ (В — 1) + =* 
Зе + #142 т Ув т 


а 


46 (в. (2.3) 


Рассмотрим функцию 


(= 


В УВЕТЕЯ | 


Е ЛЕНЬ на Ь 
&—Е У (“а — 1) + 12 нь, 


Легко видеть, что при любом & ]/(1) >> 1. Элементарные средства диф- 


ференциального исчисления позволяют также обнаружить, что функция 
« | В 


1(#) достигает своего наибольшего значения при # = —5 


«-+-В\ _ [В-=« +УИ (В — а)? + 41]? 
1“ Р) о те днс я МЕ 


Заменяя в правой части (2.3) подинтегральную функцию ее наибольшим 
значением, получим: 


В ЕЕ» 
ео -Е 9. < 2 В оо) —р( — оо) = 
4 \ 


Лемма доказана. 

Следующее предложение тесно связано с формулой обращения Стиль- 
тьеса и легко доказывается при помощи этой. формулы. 

ЛЕММА 4. Если Ф()) — регулярная в верхней полуплоскости функция 
с нетрицательной мнимой частью, то для любых фиксированных веществен- 


ных чисел и и В («< }) интеграл 
в 


\наФ(2 - =) аз 
х 
имеет конечный предел при <—>- 0 *. 
Доказательство. Как и в предыдущей лемме, воспользуемся 
представлением функции Ф (^) в виде (2.1). В силу этой формулы, имеем: 


-сэ 
шФ+ и) = \ ера 4 (9. 


—< 
Интегрируя обе части последнего равенства, получим: 
В 


| В --о 
ишф(е-+ и) 42 = 5+9 (46 \ ера 4 (9. (2.4) 


а —© 


Пусть №, < «. Рассмотрим выражение 


В №, 
Ве аз \ Е 54 (9. 


оо 


* 
В книге Н. И. Ахиезера и М. Г. Крейна приводится без доказательства формула, 
выражающая значение этого предела и являющаяся обобщением формулы обращения 
Стильтьеса [см. (2), стр. 53]. В ходе доказательства леммы мы эту формулу получим 
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Легко видеть, что при <-> +0 Г, (<)->0. 
Действительно, поскольку в рассматриваемом случае {ао то 


г +Р 


и остается заметить, что справа мы имеем функцию от &, ограниченную 
в промежутке (— со, М). 

Совершенно аналогично можно убедиться в том, что для №, >В 
интеграл 


В Зоо 
<(-+Р 7 
(9 = (4 \ веры) 
стремится к нулю при *->- 0. : 
Положим 
вм, 
а М! 
где 
Г 
50 = (+ 2) 4 (0. (2.6) 
0 


Равенству (2.4) можно придать следующий вид: 


В 
\ пФ (4 =Ь (8—9) +1 (5) +1 (<) +14). (2.7) 


Так как при *->-+0 три первых члена в правой части стремятся 
к нулю, то остается убедиться в существовании предела последнего члена 
1 (<), определенного формулой (2.5). Но в силу формулы обращения 
Стильтьеса, 


Био = [ооо и НИ 


где ‹«({) определяется формулой (2.6) *. 
Таким образом, согласно (2.7), 


В 
Пи шФ(2-- и) 4 == [Ооо — ее, 


1—0 ы 


и лемма доказана. 
Замечание. Очевидно, лемма остается в силе и в более общем 

случае, когда функция Ф (\) представима в виде разности двух регулярных 

в верхней полуплоскости функций с неотрицательными мнимыми частями. 
В то время как при выполнении условий леммы функция 


# 
Ф(й = Пт па (3 + #) а 
Оо 


* См., например, (5), стр. 92—95. Чтобы применить формулу обращения к рас- 
сматриваемому здесь случаю, следует функцию ‹ (1) считать вне промежутка [№'1, М)] 


постоянной. 
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(— ® {< + о) является неубывающей, в указанном здесь более общем 
случае $(#) представима в виде разности двух неубывающих функций, 
т.е. имеет ограниченное изменение на любом конечном промежутке. 
Е2. При‘помощи лемм 3 и 4 можно установить следующее предложение, 
которое в сочетании с формулой обращения Стильтьеса позволит легко 
получить "из формулы обобщенных резольвент спектральные функции 
дифференциального оператора /.. : 
ЛЕММА 5. Пусть Ф (^) — регулярная в верхней полуплоскости функция 
с неотрицательной мнимой частью и Ч (}) — функция, регулярная в неко- 
торой области, содержащей отрезок [х, В] вещественной оси. Тогда 


в 
5 Па о (о) Ч (а-+-#) Фот (а — #)] 42 = (5) 40 (<), (2.8) 
т т - 
где р(°) есть неубывающая на всей числовой оси функция, определяемая 
формулой 


(в) = —- та оо (+ аз. (2.9) 


Доказательство. Положим 


оо 0+0) 90) (0) (01 4в, 


где ^ =с--&“. Имеет место легко проверяемое равенство: 
В 
4 г 
р (<) = \ Ш (№) - Ч (<) 4 + 


в 
+= \{Ф0) 40) —96)1— $0) №0) — +6) 4. — (2.10) 


Так как функция Ч()) регулярна на отрезке [х, 8], то для всех 
достаточно малых *›> 0 и при любом оЕ [о, В] 


[АУ с+и) —Ч(3)|<_-К, (2.11) 
где К — некоторое число, не зависящее ни от т, ни от с. 
Из неравенства (2.11) в соединении с леммой 3 следует, что второй 
интеграл в формуле (2.10) стремится к нулю при *->- 0. 


Для завершения доказательства леммы достаточно первый интеграл 
в формуле (2.10) представить в виде 


\ 4 (°) а, [= шее +9, 


после чего остается сослаться на лемму 4 и вторую теорему Хелли. 

Лемма доказана. 

Замечание. В более общем случае, когда функция Ф (^) предста- 
вима в виде разности двух регулярных в верхней полуплоскости функций, 
имеющих неотрицательные мнимые части, а У(\) —такая же, как 
в лемме 5, соотношения (2.8) и (2.9) остаются в силе, причем р (<) есть 
функция с ограниченным изменением на любом конечном промежутке. 
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$ 3. Спектральные функции оператора Т, 


1. В этом параграфе мы сохраним обозначения, которыми мы поль- 
зовались в $ 1. 

Пусть 5(^) — произвольная регулярная в верхней полуплоскости 
функция с неотрицательной мнимой частью или же бесконечная кон- 
станта и А» — соответствующая ей обобщенная резольвента оператора [ 
в смысле, указанном теоремой 1. 

Пусть, далее, Е, (— © {< + со) — спектральная функция опера- 
тора Г,, с которой эта обобщенная резольвента А) связана соотношением: 


+ © 


в — (Пал = 0). * 


Как известно, спектральная функция однозначно восстанавливается 
по обобщенной резольвенте в силу формулы обращения Стильтьеса: для 
любых / (2) и (2) из [2(0, + со) и для любых вещественных чисел х 
и В («< В) имеет место равенство: 


Е в 
ее меж в) = а Ану Кочыуу, 6) 49. (84) 
о 

Наша задача и состоит [в том, чтобы, после того как построена 
обобщенная резольвента А), построить формулу спектральных функций 
оператора Г.. 

Поскольку для заданного оператора Г, обобщенная резольвента А». 
определяется функцией 9()^), мы будем говорить, что функцией $(^) 
определяется и спектральная функция Ё,. Так как соответствие между 
совокупностью функций 9(\) и совокупностью всех обобщенных резоль- 
вент взаимно однозначно, то и соответствие между совокупностью функ- 
ций 9 ()) и совокупностью всех спектральных функций ЕЁ, оператора [ 
является взаимно однозначным. 

2. В соответствии с результатами п. 4 $1 и леммой 4 ($ 2, п.1) 


положим: 
1 


ве ь 
вк (#) = = Ши по Фу (с + #“) 4в 
: ЭДО 
р (3.2) 
(<, .&=\, 2), 
где функции Ф;,(^) определяются формулами (1,24). Согласно замечанию 
к лемме 4, функции р.,(Ё) и р». (1) — неубывающие, а функция р+› (1) = 
‚ = р: (#) имеет ограниченное изменение в любом конечном промежутке. 
При помощи соотношения (1.28) и неравенства Коши— Буняковского 
легко доказать, что для любых вещественных й, }" (Г < И) имеет место 
неравенство: 


[12 (Г) — 12 (#") | < [р (Г) — ра (#')] [>> (=) — р» (#')]. (3.3) 


* По поводу определения спектральной функции см., например, (1), стр. 370, 
Отметим, что, согласно определению, спектральная функция предполагается непре- 
рывной слева, т. е. В; =! (—с0 <Е< + со). 


214 А. В. ШТРАУС 


З 
Из сказанного вытекает, что при любых комплексных (1, (» формула 


2 — 
Ув, 


7, КЕ 
является неубывающей функцией от #. 
Рассмотрим линейное многообразие непрерывных векторных функций 


Е (1) {Е (1), Е. (#} (— > << + 95), равных нулю вне конечного интер- 
вала. Введем скалярное произведение 


ет Е {<> 8 
(Р,б)= \ У 2, (0 С, (14, (0. (3.4) 
Иа 


Пополняя метризованное таким образом линейное многообразие, 
получим гильбертово пространство векторных функций, которое обозна- 
чим через Г. (— со, + со). 

На функциональной характеристике пространства, [2 (— со, + со) мы 
останавливаться не будем *. Отметим лишь, что формула (3.4) остается 
в силе для любых векторных функций (0), 6(6) из Г; (— со, + эо). 
При этом в частном случае ограниченных в каждом конечном проме- 
жутке векторных функций правая часть обозначает 


В 


з 
На \ У 2, (06,4% (4). ** 


А—>—< . 
Вю А }к— 


В случае неограниченных векторвых фувкций предельный переход 
осуществляется обычным способом при помола «срезанных» векторных 
функций. 

3. Перейдем к рассмотрению основного предложения настоящей 
работы. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 3(%)— произвольная регулярная в верхней 
полуплоскости функция с неотрицательной мнимой частью или бесконеч- 
ная константа, а Е! (— со <1< + со) — определяемая ею спектральная 
функция оператора Г.. Тогда для любой функции ](т) из [2(0, | со), 
каковы бы ни были вещественные числа х и В, имеют место следующие 
‘равенства: 


в 
ыы ь 8.40) ЦЕ 
се Лет 


7, 


Хи, (; <) Рь (д) во), (3.5) 


1 


‚И 


1(8) =14щ.\ У ша) Е, (0; 3) 469), (3.6) 
ВР о < 9, А=1 
Ев +Е Е. КЕ, ЕВ 
ое) Р, (р; 3) Ё, (1; 3) р, (3), (3.1) 
о = 


Ра См. (3). Справка по этому поводу имеется, например, в (*), стр. 280—281. 
Интегралы следует понимать в смысле Лебега—Стильтьеса. 


СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 245 


+ © 
(7, 7) = \ У И). но (1; <) ар; (3), (3.8) 
— со А=1 
где функции р (9) (1, К =1, 2; — юз + ©) определяются формулой 
{3.2), а функции Ек (}; <) (* =1,2; —©«с< +) служат компо- 
нентами векторной функции Ё (1; <), которая в пространстве [7 5(—©>, +5), 


порождаемом матричной функцией | Р —» Является пределом при 


п — <> последовательности векторных функций Е® (1; <) с компонентами 


в 
Рб®(у; в) = Ив) и» (5; в) 4$ (Е=1,2;п=1,2,...). (3.9) 
0 
В частности, если } (5) обращается в нуль вне конечного интервала, то 
-- < 
Е (1; зу= \ 1 (5) ик (5; )48 (&=1,2). (3.10) 


0 


Доказательство. Предположим сначала, что функция /(7) из 
17(0, + <) обращается в нуль вне конечного интервала. Пусть А, — 
обобщенная резольвента оператора Г[Г,, соответствующая функции %()). 
Положим 


(2; )) =В»/ (Па). +0) 
и введем в рассмотрение. функцию 


в 
= (а и) — у(х; < — #)] 4° 
(2+, +40) 
При любом т (т =Е 0) 
1 (х; *) Е [7 (0, + ©) 
и, в силу (3.1), при «> 0 
В+ Е Я. - 
ш (2; < ЕЕ 5). (3.11) 

С другой стороны, принимая во внимание формулы (1.22) и (1.25), 

при любом > 0 получаем: 


В 
шт = = 142; +) — (а — И) ав + 


в 
:. т \ У (о д Рь (+ Фи +) — 
& ], 1 
— и, (1; < — <1) Рь (1; < — <1) Фу (в 9] 4, (3.12) 
где 


С(2; №) = и, (2; ^\ 1 (5) ил (5; №) @8 1 ил (2; *) \ 7 (5) и, (5; №) 45, 


а функции Рк(;^), Фи (^) (1, А=1,2) определяются по формулам 


(1.23), (4.24). 
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Для любого фиксированного х (0< < - со) первый интеграл в 
правой части равенства (3.12) стремится к нулю при <-> + 0, так как 
(1 (1; ^) является целой функцией от }. Принимая во внимание свойства 
функций Ф;»().), рассмотренные в п.4 $1, и применяя ко второму 
интегралу в {равенстве (3.12) лемму 5 (с учетом [замечания к лемме), 
находим, что при любом фиксированном значении 2(0 << - о) 
имеет место формула: 

Е: 
ор 2; п) = У и, (2; 3) Е, (1; <) 4, (3), (3.13) 
а = 
где, в частности, Рь(];°) (К =1,2) определяется формулой (3.10). 
Итак, согласно соотношениям (3.11) и (3.13), при <-> + 0 (5; *) имеет 
предел в смысле слабой (сходимости в 17 (0, + со), а также предел 
в смысле сходимости всюду 'на промежутке [0, -- со). Но тогда, как 
известно, обе предельные функции эквивалентны в [7 (0 - со) и, сле- 
довательно, из сопоставления соотношений (3.11) и (3.13) вытекает ра- 
венство (3.5). 

Умножая скалярн> обе части (3.5) на ] (2), легко получим равенство 
(3.7). Переходя в формулах (3.5) и (3.7) к пределу при «-> — сю, 
8 —> { со, получим равенства (3.6) и, соответственно, (3.8). 

Таким образом, все утверждения теоремы доказаны для того частного 
случая, когда ](2) является функцией из 1[72(0, + со), обращающейся 
в нуль вне конечного интервала. 

Пусть теперь / (2) — произвольная функция из [7 (0, + со). Введем 
в рассмотрение последовательность функций }, (1) (п=1,2,...), схо- 
дящуюся в среднем к }(т), полагая 


_ [7 (2) при < п, 
1 (7) и а (3.14) 


В силу равенства (3.8), справедливость которого уже доказана для 
функций, обращающихся в нуль вне конечного интервала, имеем: 


+ © 2 
(„= У 20: 0; )4. 6) п=1,2,...), (3.45) 
— <], = 


где, согласно (3.10), 
+ < 


ИА 3) = \ 1,8) и, (5; в) 48 = \1(5) и, 4 (=1,2). 


На основании равенства (3.15) легко заключить, что последователь- 
ность векторных функций 


2 (1; 3) {Е (1; в), Е (}:)} (п=1,2,...) 


является фундаментальной в пространстве 1% (— >о, + оо) и, следова- 
тельно, сходится в этом пространстве к некоторой векторной функции 


Е} <) с компонентами Р, (]; <), Ро (];°). Переходя в равенстве (3.15} 
к пределу при п-> со, получим (3.8). 
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Заметим, далее, что последовательность векторных функций 2 (у. 76), 
компоненты которых определяются формулой (3.9), сходится к векторной 
функции Е (7; с) и в смысле метрики пространства 1^. 5 (©, В), т. е., если 
все эти функции рассматривать лишь в промежутке [ ы 8]. Так как для 
функций /, (2) (п=1,2,...) формула (3.7) имеет место, то 


Е +Е Е.+Е и 
еее] Х 20; в) 20; 3) 4) в=1,2...). 
& К —1 

Переходя в последнем равенстве к пределу при и со,Сустановим 
справедливость формулы (3.7) в рассматриваемом общем случае. 

Докажем равенство (3.5). Поскольку для функций из [7(0, + оо), 
обращающихся в нуль вне конечного интервала, эта формула уже до- 
казана, то 


к - 1 
7 2 т 


1 1 


У в) ЕЕ; <) 4,8) п=%2,..). (3.16) 
к= 


При любом фиксированном х(0< < - со) правую часть равенства 
{3.16) можно рассматривать как скалярное произведение, в смысле 
метрики пространства ГА («, В), двух векторных функций: 


Е” (1; в) {Е (; ы), Ио и 1, (9) {и (т; в), шь (2; в}. 


(тир. 
Согласно сделанному выше замечанию о последовательности Г у (7; с) 


{("=1,2,...), можно. заключить, что при любом фиксированном значе- 
нии х (0 << - со) правая часть (3.16) имеет при п— со предел 
в в 
$ Ув, (2; 3) 2, 0}; <) 49). (3.17) 
@ КЕ 


Но левая часть равенства (3.16) сходится в пространстве 12 (0, + оо) 


при п-> со к пределу 


Е + Е Е — 
( в ы Е а =) р (3.18) 


и, следовательно, функции (3.17) и И эквивалентны в пространстве 
[2 (0, | со) и формула (3.5), таким образом, доказана. 

Равенство (3.6) является очевидным следствием формулы (3.5). 

Теорема полностью доказана. 

Следствие 1. Ёсли в каком-либо промежутке функция }(т) из 
[2 (0, - со) непрерывна, а несобственный интеграл 


= < 2 
> и, (2; 3) Е, (1; 3) 4, (3) 
—® ],=—1 


слодится и также является непрерывной функцией от т, то для любого 
значения т из рассматриваемого промежутка 
9655 
1®=\ УаешоЕ, О: 9) 4. 


= < = 
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Следствис 2. Для того чтобы точка 1 (— © «1 - со) являлась 
точкой непрерывности спектральной функции Е! оператора Г, необло- 
димо и достаточно, чтобы это была точка непрерывности матричной 
функции [к (И ка. 

Заметим, что ‚матричная функция |р,(0,_—. непрерывна при # =1 
тогда и только тогда, когда в этой точке непрерывна функция 


р (#) = вал (8) + 622 (И. 
В этом легко убедиться, если принять во внимание неравенство (3.3). 
ТЕОРЕМА 3. Пусть Е! (— © << + с) — спектральная функция 
оператора Г, определяемая какой-либо функцией 9(}.)) так же, как в 
теореме 2. Тогда, каковы бы ни были вещественные числа & и В (“< В), 
оператор 
Р-Р ь ЕЕ 
2 2 


является а оператором с ядром 


2 
д (=) = ь: и; (2; <) ик (5; <) ао (3) (0<$, < о), '(3.19) 
& ],К=1 

причем для любого фиксированного х К (2,5) Е [Л (0, - со). Функции 0, (3) 
(7, А =1,2) попрежнему определяются формулой (3.2). 

Доказательство. Пусть ](1)— произвольная функция из 
РИ - со). Будем исходить из соотношения (3.16), где функции м (т) 
(п =1,2,...) определяются формулами (3.14). В ходе доказательства 
теоремы 2 было установлено, что правая часть равенства (3.16) имеет 
конечный предел при п->со для любого фиксированного значения х 
(<< + о). 

Подставляя в правую часть (3.16) вместо Е® (7; <) соответствующее 
выражение из (3.9) и меняя порядок интегрирования, получим: 


ъ в 2 
Е +Е В Ва 
( 8 . во 5 «| )л.= уе (5) 4 \ о и; (т; с)ик($; в) оу (з) (п=1,2, ...)- 
& = 
Переходя в этом равонстве к пределу при п—> со и принимая во вни- 
мание, что выражение в правой части имеет предел для любого фикси- 
р р р 
рованного значения х (0 << + с), получим: 


= в 
(Евы _ Е. +Е 


5 ие у= бу аз \ 


. 
> и} (2; 5) их (5; <) арк (3). (3.20) 
уук= 

Поскольку несобственный интеграл справа сходится для любой т 
ции ] (5) 6Г7 (0, + >>) ири любом фиксированном х (О< < +), т 
отсюда, как известно, следует, что ядро (3.19) при любом =. 
х принадлежит пространству [2 (0, -- со) [см., например, (1), стр. 60—64]. 

Формула (3.20) в соединении с последним замечанием и доказывает 
теорему. 

4. Из изложенных в предыдущем пункте результатов легко получить 
хорошо известные формулы для ортогональных спектральных функций 
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оператора Г,/*. Заметим прежде всего, что спектральная функция Ё, 

является ортогональной тогда и только тогда, когда определяющая ес 

функция 9()^) равна вещественной постоянной или бесконечности. 
Предположим, что 9 + 0, + ©. Тогда, в силу (1.24) и (3.2), имеем: 


рэ (5) = ба1 (3) = — а раз (5), 


4 (3.21} 
раз (3) = 55 ил (3) 95). 

Пусть }(2) — произвольная функция из [2(0, -+ <<). Принимая во 
внимание (3.24), формулам (3.5)—(3.8) и (3.19) можно придать в рас- 
сматриваемом случае соответственно следующий вид: 


| 


(2 в Вы Выы),  обредьы в) 4р (<), 


& 


В 
1(2) = 1. 1. $ (;<) (2 с) 4р (<), 
В© а 


еее — мае, = Побзут4е) (3.22) 


ео 
(= {Ф (0:3) 4), 


—© 


В 


К.Э = $ (1; 3)% (5; 3) 46 (з), 


& 


—= 


где введены обозначения: 
1 
в (3) = в: (3), 2(2;3) = и: (2;9) — 5; и» (2; в), 
а Ф(]; с) есть предел в смысле сходимости в [2 (— со, -+ со) последо- 


вательности 


Ф("” (1; в) = (ие) °)4 (п=1,2...) 
при п—> <. у 


Если 9 = со, то формулы (3.22) остаются в силе, причем попрежнему 
р (3) р (3), 


9 (5; с) =и, (2: а). 
Если, наконец, 9 = 0, то, согласно (1.24) и (3.2), 
ва (3)= биз (3) = ба: (1) = 0 
В соответствии с теоремами 2 и 3 формулы (3.22) снова оказываются 
справедливыми, но на этот раз следует положить 
6 (3) = бьз (9), 
ое) =. (1:9). 


Поступило 
12.1У.1954 


О, ‘вапример, (1). стр. 445—464, а также (5). 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 391—246- 


С. Б. СТЕЧКИН 
ОБ АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ 


(ВТОРОЕ СООБЩЕНИЕ) 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В настоящей работе, являющейся продолжением и развитием работы 
автора (13) *, строится несколько новых примеров не абсолютно сходящихся 


рядов Фурье, а также рядов Фурье, ве имеющих ни одной точки абсолютной 
сходимости. 


Введение 


Пусть / (2) — непрерывная периодическая функция, (5) — тригоно- 
метрически сопряженная с ней функция. Если ряд Фурье функции } (5) 


ел ==“ + о (аи с03 пд -Е В. зщ п) 


т-=1 


абсолютно сходится, т. е. 


+ + У (о + Гы < ео 


то будем писать /(2) 6 А; в противном случае будем писать 1 (5) Е А. 
‚ Через 9% будем обозначать некоторый (фиксированный) класс непрерыв- 
ных периодических функций. 

Обычно задача исследования абсолютной сходимости рядов Фурье 
рассматривается в следующей постановке [см., например, (“) или (1)]: 

Задача 1. Существует ли функция ](7), для которой ] (2) 6, 
1 (2) Е А? 

Если ответ на этот вопрос положителен, то имеет смысл поставить 
несколько дальнейших задач: 

Задача 2. Существует ли функция /(5), для которой / (2) 6%, 
7 (2) 6% и 1(2)6 А? 

Задача 3. Существует ли функция ] (2) 6 5% такая, что ряды Фурье 
СЛ] и = не имеют ни одной точки абсолютной сходимости? 

Задача 4. Существует ли функция /(2), для которой ] (2) 6 ЭХ, 
7 (2) 9% и такая, что ряды Фурье © [Л] и © [7] не имеют ни одной точки 
абсолютной сходимости? 


* В дальнейшем эта работа цитируется как (1). 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Из того, что для фиксированного класса 5% задача 1 решается поло- 
жительно, еще не вытекает такое же решение задачи 2. Например, если 
3% есть класс 9% абсолютно непрерывных функций, то, как хорошо из- 
вестно, 


со 


по =  еи 


П:=2 


и, следовательно, задача 1 решается положительно. С другой стдроны, соглас- 
но одной теореме Харди и Литтльвуда [см. (1), и (20), а также (*8) и (?)], 
условия /(2) Е У, 7 (2) Е влекут / (2) Е А, т. е. задача 2 решается для 
класса 9 отрицательно. 

В этой работе устанавливается, что для некоторых классов ЭХ, встре- 
чающихся при исследовании абсолютной сходимости рядов Фурье, не 
только задача 4 решается положительно, но также имеется положитель- 
ное решение задач 2 и 4. Тем самым достигается усиление известных 
примеров не абсолютно сходящихся рядов Фурье. При этом задачи 2 и4 
рассматриваются нами не в терминах пар сопряженных рядов Фурье, 
а в эквивалентных им терминах рядов Тейлора. 

В $ 1 исследуется задача 2 для классов 9%, определяемых условиями 


Е» (1) =О(С,), 


где Е» (7) — наилучшее приближение функции ] (5) посредством тригоно- 
метрических полиномов порядка п — 1, а {С „} — заданная невозрастающая 
последовательность положительных чисел. При построении примеров 6 1 
употребляется конструкция, впервые указанная С. Н. Бернштейном (*). 

В$ 2 рассматривается задача 2 для классов 5%, определяемых усло- 
ВИЯМИ. 


к (8, 1) =О0 (®(8)) (0<8<*), 


где сх (5, }) — модуль непрерывности А-го порядка функции ] (2), а « (5) — 
заданная положительная функция. Некоторые результаты этого параграфа 
являются новыми даже в постановке задачи 1. 

$ 3 посвящен исследованию задачи 4 для тех же классов %%. При 
выводе основных теорем этого параграфа используются результаты 6 1 и 2. 

Выражаю благодарность Н. К. Бари за постоянный интерес к моей 
работе и постановку задачи, рассматриваемой в $ 3; а также А. Г. По- 
стникову, который указал мне необычайно простое доказательство леммы 2. 


$ 1. Об абсолютной сходимости рядов Тейлора 


1.1. Постановка задачи. Из результатов С. Н. Бернштейна (4) 
[см. также (Т), Введение] вытекает справедливость следующего предложе- 
ния: 
ТЕОРЕМА Г. Пусть С. >0 (п=1 


соотношения 


2, ...), (|0. Для того чтобы 


Ы 


Е" (] =О(С») (1.1) 
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влекли } (1) © А, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 


а 
У» б,. (4.2) 
Рассмотрим функцию 
вай (1.3) 


регулярную в круге |=|<1и ева в замкнутом круге |2 |< 1. 
Обозначим через ЕЁ» (РЁ) (п=1,2,...) ее наилучшие приближения в круге 
5| <1 посредством многочленов р„_1 (2) степени п —1: 
Е (Е) ее ТЕ (2) — р» (2) | = вы Е — Ри 1 (2)]. 
"—1 Рир1 |2|< 


Если ряд 


со 
У [| 
по 

сходится, то будем писать Р (2) 6 А. 

Зададим последовательность {С„}, удовлетворяющую условиям 

С. >= 172,.,.), < |0, 
и рассмотрим класс функций Р (2), для которых 
в) = (С, (1.4) 
Останется ли теорема Т справедливой, если в ее формулировке заменить 
условие (1.1) условием (1.4)? Как хорошо известно, из соотношений (1.1), 
вообще говоря, не вытекает, что и сопряженная функция }(2) удовле- 
творяет аналогичным условиям 
Е, (7) =0(С»). 

Поэтому‘ возможность указанной замены не является непосредственным 
следствием из теоремы ТГ. Тем не менее мы покажем, что такая замена 
все-таки возможна. Для этого мы воспользуемся решением одной экстре- 
мальной задачи для обыкновенных многочленов, которая рассматривается 
вп. 1.2. Отметим, что как основной результат этого параграфа, так и 
употребляемая для его доказательства конструкция будут использованы 
в дальнейших разделах работы. 

1.2. Одна экстремальная задача. Рассмотрим всевозможные 


многочлены вида 


рь (2) = уе (0.1 19.: ОК) (1.5) 
У=0 
и положим | 
М» = ш{ ||» (2)|| (п=0,1,2,...), (1.6) 
где, как и выше, 
| р, (2) || = пах | р, (2) | = шах | р ее 
|=|<1 0$х<1 


Здесь будет показано, что 
ПТ 1 0.) * и, 


= й Ад т 
* Запись А„ -— В„ означает, что наидутся положительные константы Сти С5, для 


которых С.В, < А, < 0>В„ (ыы 
дж 
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Оценка М» снизу не представляет труда. По равенству Парсеваля, 
имеем: 


1 
р, (ет) 42 =" 1, 
0 


откуда 
Е 
2 


|, (292 { 1, (27) 42)" = Ул 1 


и, следовательно, 


М, >Ув-{ (п=0,4,2,...). (1.8) 


Оценка М» сверху непосредственно вытекает из известных результа- 
тов Харди и Литтльвуда. Именно, Харди и Литтльвуд (*) показали, 
что если иррациональность р разлагается в непрерывную дробь с ограни- 
ченными неполными частными (например, „ =\2), то многочлены 


р. (1) = ХУ ег (1.9) 
у=0 
удовлетворяют условию 
|, (2) <СУй-1 и=0,1,2,...). (1.10) 
Кроме того, Харди и Литтльвуд (1) доказали, что если я = 0 и 
Р„ (2) — 1 -- » е?тиау 11 2, (1.11) 
У=1 


то снова выполняется условие (1.10). Каждый из этих примеров по- 
казывает, что 


М. <С,Ув-1 п=0,1,2,...), 
откуда, в связи с (1.8), вытекает (1.7). 
Мы дадим здесь еще один, более простой, пример последовательности 
многочленов вида (1.5), удовлетворяющих условиям (1.10). Для этого 


нам понадобится одна лемма о тригонометрических суммах, установлен- 


ная Р. О. Кузьминым (*) [см. также (2?) и (23), где приведено весьма 
простое доказательство, и (?)]. 

ЛЕММА 1. Пусть в (*) — действительная функция, удовлетворяющая 
условиям 


652 <8(И —#(0) < 8 (2) —8(0 <... <&(п)—#т—1) <1— 6, (1.42) 


п 


№ е?тй9 (У) 


У=0 


<5- (1.13) 


Эта лемма может с успехом применяться для оценки тригонометри- 
ч-‘ких сумм в тех случаях, где обычно пользуются леммами Ван дер 
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Корпута (15) [см. также (7), $ 5.3]. Отметим, что изменение значений 


функции 8 (у) на целые числа, очевидно, не влияет на величину триго- 
нометрической суммы 


х е? 2719 ©; 


поэтому лемма 1 справёдлива также, если 


р+8<8(1)—8(0) < 8 (2) —8(1)<...<5(п) 80-1 < р+1- 0, 
(1.14) 
где О 0х а а р — произвольное цечое число. 
ЛЕММА 2. Пусть а =1 или 2 и О<т<п<М. Тогда 


ны Е О (1.15) 


у—=т 


равномерно относительно т, п и относительно 26 [0, 2*], 
Доказательство. Воспользуемся леммой 1. Имеем: 


в = (у +=), О-о = (у +) 


Таким образом разности й, = (у) —#(у—1) - монотонно возрастают 
вместе суи соседние точки й, находятся друг от друга на расстоянии 


м . Отрезок ДА = [ИЙш-1,йи] имеет длину 


ап^т—1 а 2 
Е. 


Поэтому при № >. №, имеется не более одной целой точки р, принадле- 
жащей отрезку А или отстоящей от него на расстояние, не превосхо- 


Е 
2Ум` 
Пусть М>. № и неравенство |р— №, | < 


дящее 


Е выполняется для 
п <у< п, (т-1< п, < п. <»). Представим сумму (1.15) в форме 
п В в та п, —1 п п 
у Е" ЖЕ, 
у=т у=т У=т: уп, 1 


(каждая из сумм Х может 8 оказаться пустой). Тогда сумма 


У. содержит не более 0(-— №) = О(УМ) членов, откуда 


и 
У, =0(ИМ. 


: Л 
=———_, получаем, что 
Применяя к суммам у и у лемму 1 с 0 Бум, у 


У, =0(И№ и У, =0УМ.. 
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Отсюда 


У") ом) им 


У =т 


равномерно относительно т, п и относительно т. Так как оценка (1.15), 
очевидно, справедлива также для М< Мо, то лемма 2 доказана. 
Из этой леммы непосредственно вытекает, что многочлены 


ры Же” ‘оо (4.16) 
У=0 


удовлетворяют условию (1.10), откуда, как и выше, следует (1.7). 
Заметим, что формула (1.7) позволяет определить порядок роста 
верхней грани 


И: р. |<» |, 


Ри [<1 у—0 


распространенной на многочлены р, (2) вида 


Ри (2) = 2. фе 
У=0 


В самом деле, с одной стороны, 


У [<< И в+1) У |6, <Ув- 1 р, (2) | 


откуда 
уве 
С другой стороны, полагая 
Ра (2) 
Рь(2) = СУЕТ (п = 0,1, 2..3.) 


где многочлены р, (=) имеют вид (1.5) и удовлетворяют условию (1.10), 


будем иметь: 
п 


| р, (2 <1 и с, | > 0. ре 
< и 2 1612 уу 4 Ия + 
откуда 

Т. >С. Упв-1. 
Окончательно, 


Т.—Упв-+1. (1.17) 


Впрочем, этот результат в дальнейшем не используется. 

1.3. Аналог теоремы 1. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть С, >0 (п=1,2,.. .), С, { 0. Для того чтобы 
соотношения 


Е» (Е) =О(С») (1.18) 


* Аналогичная задача для триговометрических полиномов рассматривалась ранее 
С. Н. Бернштейном [см. (1), (), (3) и (°)]. 
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влекли Е (2) Е А, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 


со У 
и б: (1.19) 


П=1 
Доказательство. Пусть / (2) = ВеГ (@>) *. Так как 
Е» (1) < Е» (Е) = О (С), 
то сходимость ряда (1.19) влечет сходимость ряда 


У» * 2-40), 


откуда, в силу теоремы Т, /(2)Е А и, следовательно, Ё (2) 6 А. Тем 
самым достаточность условий теоремы установлена. 

Для доказательства их необходимости допустим, что ряд (1.19) рас- 
ходится, и построим функцию Р, (2) Е А, для которой выполняются со- 
отношения (1.18). Согласно лемме 2, многочлены 


2—1 2—1 
Рь (2) = У ел = У р”  (=1,2,...) 
п—2к—1 п—2—1 


удовлетворяют условию 


р к. 
11.2» (2) || < (52° (&=1,2,...); (1.20) 
кроме того, очевидно, 
2—1 | 
РД И (1.24) 
п—ак—1 


Зададим произвольно последовательность {С„} с расходящимся рядом 
(1.19) и положим 


со со 2—1 во 
Е, (2) = У шРь@= Уш У ел = Уоем, (4.22) 
К=1 К=1 п—ек—1 п=0 


где 
к 


ик =2 *? (Си — бин). 


Покажем, что Р, (2) А и что для этой функции выполняются соотноше- 


ния (1.18). Полагая 


$в (2) = в С, 2%, 
у=0 
получаем, в силу (1.20): 
Е (Ра) <, (9) — и = 2 вы) < 
<У в Р. (8) | << Х 2 ш=6ь № (би бин) = Си. 
х—=К х—=К х=К 


* Если ш =и-й, где и и 9 действительны, то Ве ш =и, пи =9. 
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Отсюда, ввиду монотонности последовательностей {Е„(Е\)} и {Сп}, 


Е» (Е,) < Ед (Р1) < Сьби < С5б» (т <п< У 


Е» (Е) = О (С»). 


Остается показать, что ряд У [си | расходится. Имеем, согласно (1.21): 


2—1 с { = 
Зы Зы 3 № Хы хх (Ск — бин). 
п—2к—1 К—=1 
Допустим, что этот ряд сходится. Тогда 
ро ЗУ в 
У 2* (б„— бин) > 2" >С — бин) =2? би, 
х=к х—=К 
откуда 
Е 
22 Ск =0(4). 
В силу этой оценки законно преобразование Абеля, и мы получаем: 
со Й со #3 
Х 1 = 5 Х2*(би— бин) = 
п—=0 К=1 
м р Бай. 
= 186.142 М Зона, ть 
К=2 К=1 


Но, согласно теореме Коши, из расходимости ряда (1.19) вытекает рас- 
ходимость ряда 


со К 
2 те 


Отсюда и. из (1.23) У [с | —= ©. Таким образом предположение о сходи- 
мости ряда У|с»| ведет к противоречию и, следовательно, У Те — —> 

Теорема доказана. 

1.4. Замечания. Для доказательства второй половины теоремы 14 мы 
могли бы вместо многочленов Р» (2) воспользоваться любой другой по- 
следовательностью многочленов, обладающих аналогичными свойствами. 
В частности, такие многочлены можно построить на основе примеров 
Харди и Литтльвуда [см. (1.9) и (4.14)]; однако это не дало бы в дан- 
ном случае никаких упрощений доказательства. 

В качестве непосредственного следствия из теоремы 1 вытекает реше- 
ние сформулированной во введении задачи 2 для класса 5% непрерывных 
периодических функций ] (7), удовлетворяющих условию (1.1): 


Пусть С» >0, С, }0; для того чтобы существовала функция } (2) Е А 
такая, что 


ЕО @,), ЗЕ ОЕОЬ, 


необходимо и достаточно, чтобы расходился ряд (1.19). 


АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ 229 


$ 


`Чтобы убедиться в этом, достаточно положить 
7 (2) = ВеР, (е®), 


где Р', (2) — функция, построенная в доказательстве теоремы 1. 
Результаты пп. 1.2—1.3 позволяют весьма просто рассмотреть сле- 
дующую сходную задачу. Пусть 


В, (Е) =||Р()— 5,1 (| ®=1,2,...), (1.24) 


где 5" (2) —п-я частичная сумма ряда Тейлора функции Р (2). Какие 
условия необходимо и достаточно наложить на положительную после- 
довательность {С„} для того, чтобы соотношения 


К, (Е) =О(@,) (1.25) 
влекли Р (2) 6 А? 

Поскольку последовательность наилучших приближений {Е„(ЁР)} 
является невозрастающей, то в качестве ее мажорант {С„} имело смысл 
рассматривать снова только невозрастающие последовательности. Как 
известно, последовательность приближений суммами Тейлора {В„(Ё)} 
может уже и не быть монотонной. Поэтому в качестве ее мажорант 
рассматриваются произвольные положительные последовательности {(»}, 
не обязательно невозрастающие. 

Решение поставленной задачи дается следующей теоремой: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть („ >0(п=1,2,...); для того чтобы соотноше- 
ния (1.25) влекли Е (2) Е А, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 


О, (1.26) 
П—1 
где 
С. = шш @ь (п=62....). (1.27) 
1<<п" С 


Доказательство. Пусть ряд (1.26) сходится. В силу (1.25) 
`Е»(Р) < Вь(Р) < С:бь. 


Но последовательность {Е» (Р)} не возрастает. Поэтому 


Е, (Р) = шш Е, (Е) < С; шш Сь = С: бь, 


1<<п 1<^<п 
откуда 
Ури 
р п * Е, (Е) < 
И =—1 Е 


и, следовательно, Р (2) 6 А. 

Пусть теперь ряд (1.26) расходится. Для последовательности {< 
построим функцию Р, (2) Е А, как указано в доказательстве теоремы 1, 
и покажем, что эта функция удовлетворяет условию 


` Вь(Р,) =О (бь), 
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а тем более и условию (1.25). Пусть 2—1 <п<2^. Имеем: 


2—1 2—1 
— =жг.: 7 
Е, (2) — 8—1 (2) = ик У, е® в у Вад 
У=т х—-1 у—ох—1 


Оценим это выражение. Согласно лемме 2, 


| ы ебу" 4% || < 


Уп, у—2х—1 


Отсюда 


хи 


® += 
К» (Р,) = | Р, (2) — $1 (2) | < С [2 ик У 2° ‚.} = С, С» < СС», 
х=А-1 


и теорема 2 доказана. 

Аналогичные предложения можно было бы установить для многих 
других методов приближения функций (например, для сумм Фейера), 
но мы не будем задерживаться на этом. 


$ 2. Об абсолютной сходимости рядов Тейлора (продолжение) 


2.1. Постановка задачи. В работе (Г) рассмотрена следующая 
задача. Пусть (57) — непрерывная. периодическая функция и 05 (6, }) — 
. ее модуль непрерывности. Какие условия необходимо и достаточно 
наложить на положительную функцию (5) (0<6< т) для того, чтобы 


<оотношения 
в (5, 1) =О (&(5)) (0<8<*) (2.1) 


влекли ] (1) 6 А? Ответ на этот вопрос дается такой теоремой: 

ТЕОРЕМА П. Пусть «(5) (0<5<г) — положительная функция. 
Для того чтобы соотношения .(2. 1) влекли }(т)6 А, необтодимо и доста- 
точно, чтобы сходился ряд 


ада 
У» ° 
п 
где ‹э° (8) — истинная мажоранта, построенная по мажоранте в (8). 
Истинную мажоранту ‹’(1) можно определить как верхню® грань 


значений модулей непрерывности ‹ (&, }), взятую по всевозможным не- 
прерывным периодическим функциям (1), удовлетворяющим условию: 


в (8, /) < (8) (0<8<*). 


В работе (Т) указано эквивалентное конструктивное определение истин- 
ной мажоранты, но оно нам не понадобится. 

Здесь рассматривается вопрос о перенесении этой теоремы на ряды 
Тейлора, а также аналогичная задача относительно мажорант модулей 
непрерывности К-го порядка, тоже для рядов Тейлора. Отметим, что 
последняя задача не была до сих пор изучена даже для Е, рядов 
Фурье. 

План этого параграфа, в общем, совпадает с планом работы (1). 
Существенное новшество состоит лишь в том, что вместо построения 
истинной мажоранты мы употребляем здесь другой способ подправления 


во" (п-1), (2.2) 
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заданной мажоранты (5). Этот способ значительно проще старого даже 
для случая # ==1 обыкновенных модулей зепрерывности. 

2.2. Модули непрерывности А-`о порядка. Пусть / (1) — 
непрерывная периодическая функция. ›‚ ‹ ще говоря, комплексная, и 
А — натуральное число. Модулем непрег»! ‘ности Ё-го порядка функции 
7 (<) называется функция 


к (8, /) = вир шах | Д% / (2) (0<8<*), 


где 
АХ 1 (2) = Хе-бле+л 


— конечная разность функции ](5) А-го порядка с шагом Й. 

В настоящее время неизвестны необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы заданная функция ©(5) (0<65< т) являлась модулем 
непрерывности А-го порядка для некоторой непрерывной периодической 
функции. Исключение составляет лишь случай А =1, для которого та- 
кие условия были указаны С. М. Никольским (15). 

Простейшие свойства модулей непрерывности А-го порядка рассмо- 
трены мною в работе (11). Отметим здесь некоторые из них *: 


1) к (0, Г) =0, эк (6, >.0; 
2) ск (5, }) — неубывающая функция от 5; 
3) в» 6, }) — непрерывная функция от 9; в частности, 


ох (8, /)>0 (8—0); 
4) если 08 < т, то 
м * вх (84, /) < 28 *х (5, 1); 
5) если >11, то 
вок (8, ) < 2—9 (8, (0<8<»). 


Далее, имеем такие свойства функции к (0, }): 

6) Пусть функция и(5) (0<8<”т) положительна и не убывае’; 
если 

| Л Ош) т=Ь0,...), 
то 


ох (5, /) =О(и(5)) (0<8 <”). 


Докажем это утверждение. Пусть 0<%8<- и п — ваименьшее на- 
туральное число, для которого 8> п". Тогда 8 < пит. Поэтому, йс- 
пользуя свойства 2), 4) и монотонность функции и(5), получаем: 


с (6, 1) = в (=. =,/)< 2, (т, < 
< (2= в (и) =О(и(п1)) =О(и(9)). 


* Строго говоря, в работе (М) рассматривается лишь случай действительных 
функций (2), однако все доказательства сохраняют силу и для комплексных 1 (т). 
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7) ож(5, Ве/) < в» (6,1), ох (6, ш/]) < ок (6,1), 
сок (0, /) < ок (6, Ве ]) -+ «к (5, Шт ]). 


Эти свойства очевидны. 

Если функция Ё(2) регулярна в круге |2|<1 и непрерывна в 
замкнутом круге | 2| < 1, то ее модулем непрерывности ^-го порядка будем 
называть функцию 


ох (8, Е) = к (5, Е (@)). 
Такое определение модулей непрерывности аналитической функции «по 


окружности» является для нас наиболее удобным; однако возможны и 
другие определения. 


8) Пусть функция Ё (2) регулярна в круге |2|<1. Тогда 
Е, (РС Фа в ИР) (П=14....). 


Это неравенство вытекает из теоремы 1 работы (1), согласно кото- 
рой для любой непрерывной периодической функции ] (5) 


Е» (/) < Сь(Ё) вк (п, п=1,2,...), (2.3) 


если учесть, что аппроксимирующие полиномы для функций Ве Р (2) 
и т Р(е=*) являются сопряженными тригонометрическими полиномами, 
и воспользоваться свойствами 7). 


9) Пусть функция Р(2) регулярна в круге |2|< 1. Тогда 


т 
к (п, Е) < С. (п ® У, *— Е, (Е). 
\=—==1 
Это неравенство можно установить точно так же, как доказывается 
теорема 8 работы ("). При этом нужно воспользоваться таким анало- 
гом неравенства С. Н. Бернштейна для обыкновенных многочленов: 


р, (2) 1 ил (2) | 
[см. (*), (*°) или (5)]. 

2.3. Операция ++. Пусть А — натуральное число. Каждой по- 
ложительной функции © (5) (0 <5< пт) отнесем «исправленную» функцию 


@у" (5) =5К ШЁ {1 * Ш! о (8)} (0<8<»*)*. 


0<п<5 п<Е<п 


Для исследования этой операции расчленим ее на части, положив 


6% (6) = Ш о() (0<8<*=) 


5<т<п 


оу (6) = 8* Е © (1) (0<8<*). 
0<1<5 


* 
р Эта операция обозначается через ** по аналогии с операцией *, введенной в 
работе (Т). 
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Перечислим простейшие свойства функции (5): 
1) если 1 << то 


О< о," (8) Зо," (8) <®(5) (0<8<»). 
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Первое неравенство вытекает из положительности функции 6 (д). 


Далее, имеем: 


о** = 8 \* 
к (@) = Е гкои® (1) = п (=) в) (1) < 


0<4<8 
«Е (т) 9) = Вию -6г 9 (<< 
Наконец, 
Ко (5) = Ш (о) (7) < 6 в (5), 
0<и<8 
откуда 


у (6) <) = нь) <е® (0<8<*) 
2) 5 Кс," (5) — невозрастающая ыы от 6. 
Действительно, если 


0<8<8, <х, 


то 


бе, (5) = ШЁ\ * 0 (1) > шЁ зо) (1) = бо, (8). 


0<п<5 0<7<8, 
3) «,* (5) — неубывающая функция от 65. Пусть 088, 
смотрим отдельно два случая. 
а) шЕл*о© (1) = шЕ т * о (7). 


0<т<5 . 0<т<8: 
Тогда 
у, (6) = 5 Ш _ -® 650) (7]) = 8 Ш 9 0) (1) 
0<т< 0< <: 
< Е ть (д о" (81). 
10<1<8, 


6) Ш т (0) (7) > п ты 60) (1). 
0<1< 


0<1<6, 
Тогда 
(8) = — 6" ШЁ 9 ® (0) (1) < © (5). 


0«<1<5 


Кроме того, в силу условия 6), 


Ш 00 (1) = шт { Ш, шШЁ} = ШЕК (1), 
0<1<8: 0<1<8 5<п<8  6<1<8, 
откуда, учитывая (2.4), выводим: 


Фу (81) = 5% ШГ 9 ^ 0 (1) = 5 Е р * 0% (1) = 
< << 


и (59 )> №1 69) = 69 @) >; 8). 
6<1<8: Г 5>1>5, 


Итак, в обоих случаях 


“у (8) Зо, (8,) (0<8< 4, < т), 


и свойство 3) доказано. 


< п. 


Рас- 


(2.4) 
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Из установленных свойств функции <" (6) вытекает, между прочим, 


что если для некоторого у (0< и, < п) 


о, (о) а 0, 
то 
©"* (5) =0 
В самом деле, если 
0 #5 Й < То, 


то, согласно 1) и 3), 


оу (5) < оу (1), 


о" =0 (0<8<%). 
Если же 3% << т, то, согласно 1) и 2), 
6, (8) < (6151) (о), 


откуда снова 
«у (5) =0 (%<8< т). 


Связь операции ** с мажорантами модулей непрерывности А-го по- 


рядка основана на следующем свойстве функции 5, (5): 
4) Если }(т)— непрерывная периодическая функция, (5) 0 


(< т) и 
к (5, /) < Мо(5) (0<8<*), 


то 
вок (5, /) < <*Мок (8) (0<8<*). 
Так как функция <, (5,/) не убывает, то 


эк (6, /) = $. ль (1, < Е о (71) = Мо (5). 
5<т<л 


Далее, согласно свойству 4) модулей непрерывности А-го порядка, 


вк (8, /) < 21 вх (1,/) (0<1<8<»), 


откуда 
ож (5) = 8 9 ^5® (1) > МО ий рок (1, > 
0<п<5 0<п<5 
> М *%'.2 "8 "о (8, 1) = М * (8, }), 
ое» 


4 (8, /) < 2“ Мох (5) (0<8<».. 


Это свойство показывает, что в качестве мажорант модулей непрерыв- 
ности К-го порядка естественно выбирать лишь такие функцаи, которые 
обладают всеми свойствами исправленных мажорант у, (5). В противном 
случае для мажоранты (5) можно построить исправленную функцию 
«у (5), которая вновь оказывается мажорантой модулей непрерывности 
Ё-го порядка. 
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2.4. Аналог и обобщение теоремы П. 

ЛЕММА 3. Пусть & — натуральное число, —1 <«<—1, и функ- 
ция и (5) (0<8 <") положительна, не убывает и удовлетворяет. усло- 
вию 


и (7) < С. и (5) (0<8<л<»”. (2.5) 
Если ряд 
о паи (пт) (2.6) 
П=1 


расходится, то существует положительная последовательность {Ви} 
(п=1,2,...), обладающая следующими свойствами: 


1) В, [0, 


2) ряд У" В» расходится, 


П—=—1 


М 
К—1 К —1 
3) УВ, =0(М№Ми (М1). 
п—1 
Доказательство этой леммы почти не отличается от доказательства: 


леммы 2 работы (Г), и мы его опускаем. 
Теперь мы можем перейти к изложению основных результатов этого 


параграфа. Итак, пусть функция 
Ё (2) = р р (2.7) 
по | 


регулярна в круге |2| < 1, непрерывна в круге |2| < 1 и & — натуральное 
число. При каких ограничениях на функцию в (5) >0 (0<85<т) соот- 


ношения 


о (8, Р) =О(6(8)) (0<8<*) 


влекут абсолютную сходимость ряда (2.16) в круге |2| < 1? 
Начнем с рассмотрения того случая, когда мажоранта (5) ведет 
себя достаточно правильно. 


6 (5) 


ТЕОРЕМА 3. Пусть АЁ— натуральное число, а Функция 
(0<8<т) положительна, не убывает и удовлетворяет условию 


5 № (5) < С, "© (8) (<< <”). (2.8) 
Для того чтобы соотношения 
вх (8, 2) =О(®(6)) (0<8<*) | (2.9) 
влекли Е (СА, необтодимо ш достаточно, чтобы стодился ряд 
(2.10) 


У пи о Е 


П—==1 
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Доказательство. Пусть ряд (2.10) сходится. Согласно (2.3), 
свойству 7) модулей непрерывности (см. п. 2.2) и оценке (2.9), имеем: 


Е" (Ве Ё (2) < С, (К) вк (п *, ВеР (е^)) < 
< С, (Е) вк (п-*, Е) < С, (Е) о (п "), 
откуда вытекает сходимость ряда 


у я (ВеР (е^)). 


П=1 


Отсюда, по теореме 1, Ве (2) Е А и, следовательно, 


Е (2) Е А. 
Пусть теперь ряд (2.10) расходится. Функция и (5) = © (5) удовлетво- 
ряет всем условиям леммы 3 при « = —5. Применяя эту лемму, полу- 


чаем, что существует последовательность В„|0, для которой 
ее. 
2 
Уп *В, = 
П=—1 


п 


У УВ, = 0 (п (п). (2.11) 


У=1 


Далее, воспользуемся теоремой 1, положив С„ = В,„. Получаем, что 
существует функция К, (2) 6 А, для которой 


Ев (Е,) =0 (В»). 


Оценим модуль непрерывности этой функции. В силу свойств 9) и 6) 
модулей непрерывности и условия (2.11), имеем: 


сх (п, 2) = О У Е, (Р)) = 


= Оку эВ) = О (и) 


У=1 
и 


ох (6, Е) =О(&(6)) (0<8<*. 


Итак, для построенной функции Р, (2) выполняются соотношения (2.9). 
Теорема доказана. 
Отметим, что условия этой теоремы выполняются, в частности, если 


функция © (5) есть модуль непрерывности А-го порядка некоторой непре- 
рывной периодической функции. 

Переходим к рассмотрению общего случая, когда в (5) — произволь- 
ная положительная функция. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Е — натуральное число и в (5) >0 (0<8<»”. 
Для того чтобы соотношения 


к 6) =0%@)) 0585 (2.42) 
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влекли Р (2) Е А, необтодимо и достаточно, чтобы стодился ряд 


> 1 
Уп зо (п 1), (2.13). 
®—1 ` 
где 


ок (8) =" шЕЁ {1 * ШЕ °(@)} (0<5<».. 


0<я<8 << 


Доказательство. В самом деле, из свойства 1) и 4) операции ** 
следует, что классы функций, удовлетворяющих условиям (2.12) и 


“, (8, Е) =О (у (5)), 


тождественны. Так как, кроме того, ‘функция ‹* (5) удовлетворяет усло- 
вию (2.8), то справедливость теоремы 4 вытекает из теоремы 3. 

2.5. Замечания. Аналогично тому, как это указывалось в п. 1.4, 
из теоремы 4 вытекает решение задачи 2 для классов 9, определяемых 
условиями 


6; (5, 1) =О (6 (5). 


Следствие 4.1. Пусть & — натуральное число и в (8) > 0 (0<8 <”). 
Для того чтобы соотношения 


во, (8, /) =О (в (5)), в, (8, ) =0(®(8)) (0<8<»”) 


влекли } (1) 6 А, необходимо и достаточно, чтобы стодился ряд (2.13). 
Сформулируем также решение задачи 1 для этих классов 9. 


Следствие 4.2. Пусть Ё — натуральное число и (8) > 0 (0<8 <”). 
Для того чтобы соотношения 


«, (8, /) =О(©(5)) (0<8<“) 


влекли (т) Е А, необходимо и достаточно, чтобы стодился ряд (2.13). 
‚Отметим, что в случае &=1 это следствие дает более простое решение 

задачи, рассмотренной в работе (Т). Сопоставляя следствие 4.2 (для слу- 

чая &=1) с теоремой 2 работы (1), выводим, что для любой положитель- 


ной функции © (5) ряды 


со 1 со 1 
а 1 — 2, *® (п-1 
Уп зо (п ) и Ул 25" (п') 
П—1 П—1 
сходятся и расходятся одновременно. 

2.6. О сходимости некоторых рядов. В заключение исследуем 


5 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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вопрос о зависимости между условиями сходимости рядов 


со 1 со а 
Уп Е, (Е) и Уп Зв (п, Ё) 41,2... 1, (2.14) 
П—=1 п—1 


а также рядов 


р п 3%5(п!) и : п 10, (п') (К=1,2,...) (2.15) 
П—=1 Пп—=1 
для произвольной положительной мажаранты с (2). 

Так как, согласно свойствам 8) и 5) модулей непрерывности, 


Еъ (Е) < С, (®) вк (п 1, Е) < С. (Е, (пт, Е) (>11), (2.16) 
то сходимость ряда 
со 1 
Уп зе (пт, Е) 
П=1 


влечет сходимость всех рядов (2.14). Далее, если сходится хотя бы один 
из рядов (2.14), то, в силу первого неравенства (2.16), сходится и ряд 


1 
Янь ЕР, 
Отсюда, используя случай А=1 свойства 9) модулей непрерывности, 
получаем *: 


во В со 1 п 
Уп в, (и Р<Сс, У п зп У Е, (Е) = 


7—1 П=1 У=1 


#21) (3 ©. {24 
=С, У, Уп ЗЕ, (Е) < С: У ЗЕ, (Р) < оо. 
У=1 П==У У=1 
Таким образом все ряды (2.14) сходятся и расходятся одновременно. 
Тем не менее, для одной и той же мажоранты (5) некоторые из 
рядов (2.15) могут сходиться, а другие — расходиться. 
Зафиксируем натуральное число К и построим возрастающую после- 


довательность положительных чисел {п} (р=0,1,2,...), положив 
1 эк" К 
=, т=1, Прыетр 1 (р=,2,...). 
Ясно, что числа пр (р=1,2,...) — натуральные и 


пои де Ву ани 


Далее, положим 


ину 
тре пр пЬН (р=о. Том ых 


Тогда для любого р>.1 будем иметь: 


Про тр < пр, 
1 1 Е 
Пр = ( пр Не аз ( пр у к 
тр Пра и па - <2 (2.17) 


* Аналогичное рассуждение уже проводилось в работе (12). 
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и 
1 
= ИН эк ЗК 
р — ЗЕ) „ЖЕНУ 2% 2(к-1). 
—к = и > пр ЕО „а 4, (2.18) 
у“) 


Определим мажоранту (5), положив 


(= (папы, р=4,2,...), 
и подсчитаем для нее функцию ©," (5). Так как (5) не убывает, то 


ы ©(6)(5) = в (8). 
Далее, 
и "Г 60) (1) = к Ш И =1 (в=1,2,...) 
В праха <" | 
и если о Кр 1), то 


= 1—0) (1) == из 8—1 > 1. 


Поэтому. для любого 8(0<5<к) 


10Ё 7) *6©) (1) = 
0<т<8 


= шш { ШЁо Ш тр (9), шШЁ 9—6) (1)} =1 


и>р —1 —1 
ей <” «ть пр <"п<б 


и, следовательно, 


у” (8) = 5% Ш 5) (1) = (0<8<т). 
0<1<6 


Отсюда вытекает, что 


2 , Ри Ве У» Пе (2.19) 


Переходим к оценке о 1 (5). Аналогично предыдущему имеем: 


шо д ю® (и о ЗЕ — п" ПА ЕТ 
ттт," п, <<, 1 
Е 


и если пл < 6 < при (р 1), то 


О 6) ем, 


пр! <1<8 
Отсюда 
пе ть (1) = 
0<т<6 
= шт а шШЁ к. (т), Е метою (1) = 
р. пр 1 << 


= ша (п, и (пит, р АИ 
5+ 
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—К АК —1 
Таким образом, если прп петунавнВ О щЬ то 


НЫ 94 (9) = р, 


0<я<8 
откуда 
= к-+1 —1 = 
«1 (8) = пи (пакт, 1). 
—® < —1 
Если же И Яны Е тре, т < П 1, то 
10 як 16) (7) — пк #1, ь 
0<<8 т 


откуда 


(тр < «пр 


ИИ (5) = пы $ 


Пользуясь последней формулой, а также оценками (2.17) и (2.18), 
получаем: 


©. 1 со ПЕН сы ТИ Е 
Уп т.) = У Ул ‘> У Ут ‘= 
п—1 р— п=пр Р=1 п=пр 
р тр— _1 2 тр _1 со ЕУ Е 
=У»>* Уп "> Уи | = "‘ат=2 Уп-* (ть — пр = 


со 1. У со 
=2 Уп * т? (-И =) >сю%1-= (2.20) 


Далее, так как, согласно свойству 1) операции**, 


9,1 (8) < о!" (8) <®(8) (1<< 1, 


то ` 
ой су ых а 
У п от < п @ (1) < <»У" ® (п 1). 
п=—1 п=1 п—1 


Сопоставляя эти неравенства с (2.19) и (2.20), выводим, что для построен- 
ной функции © (5) 
Ей 
Уи Зоо (<<, 


п 
ие ов 
Х» * 


п—=—1 


61° (пт) = < (ГА) 


1 


у п 30 (п!) = оо. 


п=1 
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Несколько видоизменяя этот пример, мы могли бы получить функ- 
цию (5), для которой 


но 


Эти примеры показывают, в частности, что в условиях теоремы 4 
нельзя заменить ряд (2.13) рядом (2.10). 

Реферируя работу (1), Д. Е. Меньшов (°) указал, что в ней построен при- 
мер функции (5), для которой 


Уп ‘опт =ю и Уп *5'(пт < 
ПИ п 


В действительности такого примера там нет, но его нетрудно получить. 
В самом деле, достаточно выбрать (5) так, чтобы 


ИЕ 
Ут опт =, 
П—=1 


но 
р 


Уп 24" (п) о, 
ЕЙ 


и учесть, что, согласно сделанному выше заме4анию, ряды 


РЕ 
2. м 


ий к з. к: 
Уп 65° (п) и Уп 651" (п-т) 
сходятся и расходятся одновременно. 


$ 3. О точках абсолютной сходимости рядов Фурье 


3.1. Постановка задачи. Вопрос о том, при каких модулях 
непрерывности ряды Фурье непрерывных периодических функций могут 
не иметь ни одной точки абсолютной входимости, возник в одной из 


моих бесед с Н. К. Бари. 
Здесь рассматривается следующая более общая задача. При каких 


ограничениях на положительную функцию (5) существует функция А (2), 
регулярная в круге’ |2|< 1, непрерывная в замкнутом круге |2| <1, 
удовлетворяющая условию 

ох (8, Е) =О (© (6)) 


и такая, что ряды Фурье функций Ве Г (е*=) и а Ё(е*) не имеют ни 
одной точки абсолютной сходимости? Под точкой абсолютной сходимости 
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о ИОВ ВЕ Е СЕЛЕ СО 


тригонометрического ряда 
сэ 
а . 
+ У, (асов па + В, зщ п) 
П—=1 
здесь и в дальнейшем понимается точка, в которой сходится ряд 


со 
о + >; | а. с0з пл + 6, т их|. 
П—=1 

Оказывается, что теоремы 1 и 4 в части, касающейся существования 
функций Ё(2)6 А, могут быть усилены таким образом, чтобы функции 
Ве Р(е*®) и 1 Р (е*®) имели ряды Фурье без точек абсолютной сходимо- 
сти. Это усиление и осуществляется в настоящем параграфе. Аналогич- 
ная задача для степенных рядов, очевидно, не возникает, так как из 
расходимости ряда У[е;| автоматически вытекает, что ряд У | сил” | 
расходится в каждой точке единичной окружности |2|=1. 


3.2. Усиление теоремы 1. 


ТЕОРЕМА 5. Для любой последовательности {С}, удовлетворяющей 


условиям 
1 


РН" Мерси (3.1) 


= 
найдется функция Е (2), регулярная в круге |2|< 1, для которой 
Е» (Е) = О (С»), (3.2) 


и такая, что ряды Фурье функций Ве Е (е*) и Па ЕР (е=) не имеют ни 
одной точки абсолютной сходимости. 


Доказательство. Покажем, что всеми требуемыми свойствами 
обладает функция 


Р\ (2) — о Ик У её Кп\рп, (3.3) 


где 
ик = > (ак —= Ска). 
Как нам уже известно из доказательства теоремы ие 
Е, (Е А и Е, (Е) =О (,). 


Остается показать, что ряды Фурье © [Ве А, (е*)] и © ПшА, (е!=)] не 
имеют точек абсолютной сходимости. Рассмотрим, для определенности, 


ряд © [Ве Р, (@*)]; для ряда © [Ши Р, (е=)] рассуждение аналогично. 
Имеем: 


со 2—1 


1, (2) = Ве Р, (е*) = Хик У соз(па +22). (3.4) 
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Таким образом нужно установить, что ряд 


2—1 


у ик м | с08 (их -- 2—*п?) | (3.5) 


о 


расходится для любого хЕ [0,2]. Для этого замечаем, что так как 


2—1 2—1 
№ | сов (пх -Е 2 *п?) | >. > с03? (их - 2 п?) == 
п——1 п—ок—1 
2—1 
6082 (из | 2 *п?)} = 
па 
2—1 
= — У соз2 (из + 2 п»), 
вай 
то 
м 2—1 


Уш У [00524 27*ия)| > 
= прок 
м 2—1 


м 
> Е У 2^ик + т У ик У с03 2 (пд - 2—*п?). 
= 


1 —=1 п—9к—1 


Оценим последнюю сумму. Используя лемму 2, получаем, что 


2А—1 Е 
| о с03 2 (пх + 2—*п?) | = | Ве >; еаиа ии) са 
пы —1 п—9—1 
2—1 ИЕ 
<| ХУ ай чт | = 0(2”), (3.6) 
п—ак-—1 
откуда 
м 2—1 м — 
уз Их ру с03 2 (пх - 2—1?) = 0 (2 ®) 
К—  иок—1 К—1 
и 
м 2—1 М р 
Хш У [032 (р 279) > Уи, +0 Е ). 
= п-ок-1 К—1 Я 


Но, как уже подсчитывалось ‘при доказательстве теоремы 1, ряд У, 2*ик 
к 


расходится, а ряд Уз 2? и» сходится. Отсюда вытекает, что для любого 


хе [0,2] 


м 2—1 м 
м Ик » | с03 (их -Е 2 *п?) | > г 2*их —О (1) > (Ме), (3.7) 
= прок ЕЕ, 


и теорема доказана. 
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и ддддд—дд—додо—о—ододододододдо 
Так как оценка (3.6) является, согласно лемме 2, равномерной отно- 
сительно х, то фактически нами установлено, что неравенство (3.7) имеет 
место равномерно относительно 2, т. е. что ряд (3.5) равномерно рас- 
ходится. 
3,3. Усиление теоремы 4. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть Ё — натуральное число, (8) >0 (0<5< т) и 
расходится ряд 


со 1 


Уп о (и, (3.8) 
ПИ=1 
где 
** (5) = 5 и К 10 &\. 
“ ( ) : р {" ее )} 


Тогда существует функция Е (2), регулярная в круге |2| < 1, для которой 
эк (5, Е) =О (в (5)), 


и такая, что ряды Фурье функций ВеЕ(е*) и [а Е (е=) не имеют ни 
одной точки абсолютной сходимости. 

Для доказательства замечаем, что аналогичное усиление допускает 
также и теорема 3. Доказательство не меняется; только в том месте, где 
мы ссылались на теорему 1, нужно сослаться на более сильную теорему 5. 
После этого теорема 6 непосредственно вытекает из усиленной теоремы 3. 

3.4. Замечания. Ясно, что аналогичное усиление можно также 
получить для теоремы 2. Излишне приводить здесь его формули- 
ровку. 

Отметим следствия из теорем 5 и 6 для рядов Фурье. 

Следствие 5.1. Для любой последовательности {С,„}, удовлетво- 


ряющей условиям (3.1), найдется непрерывная периодическая функция } (1), 
для которой 


Е® (]) =О(С»), 


и такая, что ряды © ПЛ] и 210 не имеют ни одной точки абсолют- 
ной сходимости. 
Следствие 6.1. Пусть К — натуральное число, (5) >0(0<8<*) 


и расходится ряд (3.8). Тогда существует непрерывная периодическая 
функция }(х), для которой 


к (5, /) =О (&(5)), (3.9) 


и такая, что ряды ©] и ей не имеют ни одной точки абсолютной 
сходимости. 

Это последнее следствие вместе с теоремой 1 показывает, что все 
мажоранты модулей непрерывности (5) можно разделить на два класса: 
если ряд (3.8) сходится, то все непрерывные периодические функции } (7), 
удовлетворяющие условию (3.9), обладают абсолютно сходящимися рядами 
Фурье; если же этот ряд расходится, то найдется функция ], (1), удовле- 


творяющая условиям (3.9) и такая, что ее ряд Фурье не имеет ни 
одной точки абсолютной сходимости. 
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Любопытно отметить, что аналогичная альтернатива уже не имеет 
места в вопросе о простой сходимости рядов Фурье. В самом деле, 
хорошо известно, что существуют периодические функции, удовлетворяю- 


щие условию 
1 


58, =0{ш 8) * “, (3.40) 


А 
где О<е< > › и такие, что их ряды Фурье расходятся в отдельных 


точках. Однако в силу одного следствия из теоремы Колмогорова — Се- 
ливерстова [см. (14), следствие из теоремы 1], всякёя функция, удовле- 
творяющая условию (3.10), имеет почти всюду сходящийся ряд Фурье. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова 4.[У.1954 
Академии Наук СССР у 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Бернштейн С. Н., Заг а сопуегвегсе аЪзо]ае 4ез з6ез аа ыа 
С. В. Асад. $с1., 158 (1914), 1661—1663. 

2 Бернштейн С. Н., Об абсолютной сходимости, тригонометрических рядов, Сообщ. 
Харьк. матем. об-ва, (2), 14 (1914), 139—444. 

3 Бернштейн С. Н., Заг сегёа1пез {опсИопз рёг1од1аез Ча! з’есагепё 1е тошз 
розз1Ые 4е 26го, Сообщ. Харьк. матем. об-ва (2), 14 (1914), 145—152. 

“ Бернштейн С. Н., Зиг 1а сопуегрепсе аЪзо]ае 4ез збтез лбопотеы ие, 
С. В. Асад. 5с., 199 (1934), 397—400. 

5 Бернштейн С. Н., Экстремальные свойства полиномов и наилучшее приближе- 
ние непрерывных аи одной вещественной переменной, ч. 1, Л. —М., 1937. 

$ Бернштейн С. Н. Собрание сочинений, т. 1, Конструктивная теория функций 
(1905—1930), АН СССР, 1952. 

`7 Зигмунд А., Тригонометрические ряды, М. —Л., 1939. 

3 Кузьыин Р. 0., О некоторых тригонометрическихи неравенствах, Журнал Ленин- 
градск. физ.-матем, об-ва, 1 (1927), 233—239. 

› Меньшов Д. Е., Реферат 162, Реферативный журнал Математика, № 1 (1953) 
162—163. 

10 Никольский С. М., Ряды Фурье функций с данным модулем непрерывности, 
Доклады Ак. ваук СССР, 52 (1946), 191—194. 

11 Стечкин С. Б., О порядке наилучших приближений непрерывных функций, Изв. 
Ак. наук СССР, сер. матем., 15 (1951), 219—242. 

13 Стечкин С. Б., Об абсолютной сходимости ортогональных рядов. 1, Матем. 
сборник, 29 (1951), 225—232. 

13 Стечкин С. Б., Об абсолютной сходимости рядов Фурье, Известия Ак. наук СССР, 
сер. матем., 17 (1953), 87—98. 

Стечкин С. Б., О теореме О аки Известия Ак. наук СССР, 
сер. матем., 47 (1953), 499—512. 

и Согрив х. 0. ГаШепЖеогейзсве Аъзсва&2ипоеп, Май. Аппа]еп, 84 (1924), 53—79. 

маретех, Г; ОБег 2е\1ззе Мшипитргоеше 4ег РипкИопешвеоне, Маёв. Аппа[еп, 
Эй (1926), 104—123. . 

17 НагДу С. Н. апа 1.16 1е\оо4 У. Е., $оше ргоШетз о! П\орвапИпе арргохйпа- 
Иоп. ТУ, Тье и1опошейтса| зег1ез аззос1айе4 “ИВ Фе еШрис 9-юмипсИопз, Аба 

> Маёв., 37 (1914), 193—239. 

3 Нагду С. Н. ап4 Г 16 |емоо4 .. Е., боше ргоШетз о{ ПюрвапИое арргохипа- 
Ноп. У. А гешагкае и1бопотей1са! зетез, Ргос. Ма. Аса4. $с1., ОЗА, 2 (1916), 
583—586. 

1э Наг4у С. Н. апа [16 ]ежоо4 УТ. Е., боше ргорегИес оЁ {тасИопа] Ицесга|з, ` 
Ргос. Гопдоп Майа. $ос., (2), 24, Весогаз о! Ргос. аё Меейпрз (1925), ХХХУП-ХШ. 


246 С. Б. СТЕЧКИН 


зо Нагду С. Н. ава 16 ]ежоо@ 1.Е., Зоше пез ргорегиез о! Коимег сопз(ап(з, 
Ма. Аппаеп, 97 (4926), 159—209. 

21 Кокзша 1. Е., П!юрвапизсве АрргохипаНопеп, Етрерп. ег Мафеш. ип4 1Вгег 
Степ еее, 4, Н. 4, ВегИп, 1936. 

22 Гапдаи Е., Оъег даз Уогхеюсвеп ег Саизззсвеп Зите, Масвг. Сез. ег \!158. 27а 
Со треп, 1928, 19—20. 

3 Гапдац Е., ОЪег еше г1еопошей1зсве Зишше, Масьг. Сев. 4ег У\13. 2 соиш- 
реп, 1928, 24—24. 

4 В1ез2 М., Еше иророшей1зсве Пиегро]аИопз{огте! по епиве Опр]есвапреп 
Гаг Ро]упоше, Завгезрег. 4ег депёзсвеп Маш. Уегенирипв, 23 (1914), 354—368. 
9378820. Опжесвирвеп 10г ае Кое 1леюей ешег Ро{епитете, Майв. Дейсйг., 

А (1948), 163—183. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 247—266 


Е. Б. ДЫНКИН 


НЕКОТОРЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С БЕСКОНЕЧНЫМИ МАТЕМАТИЧЕСКИМИ 
ОЖИДАНИЯМИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Обычные для теории восстановления характеристики последовательности 
сумм независимых случайных величин (например, величина первой суммы, 
превышающей заданное число х) изучаются в случае, когда слагаемые имеют 
бесконечные математические ожидания. 

Находятся предельные распределения для таких характеристик и уста- 
навливается их связь с распределениями длины скачка для процессов с не- 
зависимыми приращениями. 


1. Пусть 
о. (1) 


— последовательность положительных независимых случайных величин 
< одинаковыми функциями распределения Ё(х). Рассмотрим последова- 
тельность сумм : 


и =... + (И, .ы.): (2) 
Обозначим через у. число сумм (,„, меньших чем х, и положим 
И 


м. 3 
[Е =, НТ =. (3) 


Наша задача — изучить предельные распределения для 1’, 1,, 1, при 
х—-- со *. 

К этой задаче приводит, например, следующая схема. Предположим, 
что некоторая система проходит в своем развитии определенные циклы, 
причем длительности этих циклов &1, &,..., би, ... образуют последо- 
вательность независимых положительных случайных величин с одинако- 
выми распределениями вероятностей **. Пусть наблюдения начинаются 
в момент х. Тогда 1, означает время, в течение которого придется 
дожидаться конца текущего цикла, 1”, — время, прошедшее от начала 
этого цикла до начала наблюдений, наконец, 1, означает полную дли- 
тельность цикла, который. мы застаем в момент начала наблюдений. 


* В дальнейшем мы будем писать х — со вместо 2 -+ -- со, что ве вызовет вика- 


ких недоразумений. 
** Это условие будет выполнено, если допустить, что по истечении каждого цикла 


полностью возобновляются первоначальные условия развития процесса. 
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Аналогичная схема рассматривается в так называемой теории восста- 
новления (Вепе\а] ТВеогу) [см., например, (!), стр. 282]. Эта теория 
имеет дело с рядом приборов, каждый из которых служит в течение 
некоторого промежутка времени, а затем приходит в негодность и заме- 
няется новым прибором того же типа. Обозначим сроки службы этих 
приборов через &, &,..., и»... и рассмотрим прибор, который дей“ 
ствует в момент 2. Величина 1, интерпретируется как время, которое 
этот прибор уже прослужил, величина 1, — как время, в течение кото- 
рого он еще прослужит, и, наконец, величина 1, — как полный срок его 


службы. 
В ‘теории восставовления обычно ограничиваются рассмотрением 
величин &,..., &,... © конечными математическими ожиданиями. 


В настоящей работе, напротив, основное внимание уделяется величинам 
с бесконечными математическими ожиданиями. 

2. В случае, когда математические ожидания 6» конечны, вопрос о 
предельном поведении величин 7), 1., 1, решается следующей теоремой; 


ТЕОРЕМА 1. Если М = конечно и если распределение не является 
решетчатым *, то для любых и>0, ,>0 


Иша Р(у, > и) = Ша (>в) = | 9 42, (4) 
Ши Ре, и, >= | а, (5) 
х—с Ио 

. 4 г 
Шт Р(т,> а) = .\ 2аЕ (2). (6) 


(Решетчатый случай рассмотрён, например, в (*), стр. 283; там же ука- 
зана библиография.) 
3. Опираясь на очевидные соотношения 


Ра) =Р(7_—, >и), 
Ри, ЕР а, о 


можно свести изучение распределения 1. и совместного распределения 
Т„› 1х К изучению распределения Т’. 

Обратимся к основному для нас случаю, когда МЁк == оо. Нетрудно. 
показать (см. п. 10), что в этом случае величина 1. сходится по веро- 
ятности к - со, т.е. для любого и 


Иш Р(1,>и)=1. 
Х—>с< 
Естественно поэтому ввести нормирующую функцию с(2), подчиненную 


:- ее 
ие величины & называется решетчатым, если существует 


4>0 такое, что р Р (Ема) =1. 


п——© 
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условию И с(2) = -- © и искать предельное распределение для вели- 


, х—со 


Ух 

ЧИНЫ с (2) 

Мы ограничимся рассмотрением только положительных функций с (5), 
непрерывных при > 1, >0 и подчиненных условию: 

> . С 
для любого К>>0 Ша г существует и отличен от нуля. (*) 
х-+2о 

Такие функции мы будем называть функциями конечной степени 

(примерами таких функций могут служить степенные функции #2“, а 


также функции 2 (108 2), 1 (|об х)8 (108 105 х)\ ит. п.). 
ТЕОРЕМА 2. Пусть с(х) — функция конечной степени, стремящаяся 
к бесконечности при х-> со. Если не стремится к нулю или к со, то 


’ 


я 
распределение = не может сходиться ни к какому собственному рас- 


“ В с (т 
пределению вероятностей. Если Пт — = 1, то все собственные предель- 


х—со 
' 


ух 
< (2) 


©ству, определяемому плотностями 


ные распределения для принадлежат однопараметрическому семей- 


я и (1 | иу- при и>0 
т С 1) (8) 
| 0 при О и 


’ 


у 
ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы распределение — сходилось при х—> со 
к распределению с плотностью р,(и), необтодимо и достаточно, чтобы 


суммы (, притягивались к устойчивому закону с показателем о. 
Из соотношений (7) выводится нижеследующая теорема 4, полностью 


й У 
решающая вопрос о предельных распределениях для ее 5 а также о 


Ух Ух 


ирененьном совместном распределении для = > 


' 


ТЕОРЕМА 4. Если при х-—>со распределение —- сходится к распре- 
делению с плотностью р,(и), то совместное распределение 1, 1. с2о- 
дится к двумерному распределению с плотностью 

а (1 — 2)“ (и) г“ приО«и, 9%ь<1, 


Р. (и, ) = с (9) 
0 при остальных и, 5, 


а распределения величин 1" (х) и 1(т) сходятся, соответственно, в рас- 
пределениям с плотностями 


ое бо 


0 при остальных ъ, 


эп ла 


Га (и) = ие (и), 


250 Е. Б. ДЫНКИН 


где 
0 при и <0, 
в (и) =41— (1 —и)* при 0% и< 1, (11) 
И при и>1. 


4. Обозначим через у,., число элементов последовательности (2), 
удовлетворяющих неравенствам 2 <, < У. 
ТЕОРЕМА 5. Если суммы ‘, притягиваются к устойчивому закону 
с показателем «1, то для любого и >0 
А— 2 
вс. ( 2) 


. 1 в = Ф — 81 па НЫЕ 12 
Иша ро Ре жаре = Фи 48, 2) 


где С.(х)— функция распределения устойчивого закона, к которому при- 
тягиваются суммы “, *. 

Отметим, что предельное распределение вероятностей, определенное 
функцией Ф, (и), абсолютно непрерывно на полупрямой (0, со) и относит 
точке 0 положительную вероятность, равную 

К 


мимы 42 
п Эа?) | 


5. Основные теоремы 2—5 доказываются в $ 4 и 5. В 61 выводится 
выражение для преобразования Лапласа случайной величины 1, и при 
помощи этого выражения доказывается теорема 1. В $ 2 формулируются 
необходимые для дальнейшего свойства функций конечной степени. 
В $3 дается в терминах асимптотического поведения Му. (при х-> со} 
условие, необходимое и достаточное для того, чтобы суммы (2) притя- 
гивались к устойчивому закону с показателем «< 1. Этот результат 
является усилением одной теоремы Феллера (?), который находит асимп- 
тотическое выражение для Му. в предположении, что суммы (2) нор- 
мально притягиваются к устойчивому закону. В $ 6 даются приложения 
теорем 2—5 к процессам с независимыми приращениями. В $ 7 рассма- 
тривается более общий случай, когда слагаемые &,,...,Ё,... могут 
принимать и отрицательные значения. Во всей работе систематически 
применяется аппарат преобразований Лапласа, более удобный при изу- 
чении положительных случайных величин, чем аппарат характеристиче- 
ских функций. 


$ 1. Основные формулы. Доказательство теоремы 1 


6. Обозначим через И’,.(и) вероятность события А, в; отрезок 
[+, 2 - и] не содержит ни одной точки последовательности (2). Тогда 


Р(1, > и) =И’, (и). 
* Преобразование Лапласа для распределения С, (и) дается формулой 


со 
| е ““аС, (т) = и 
0 
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Условная вероятность события А.,„ при условии, что & =, равна 
И’ и (и), если О<у< т, нуло, если т<Зу<а+и, и единице, если 
х-+и< у. По формуле полной вероятности, имеем: 


х 


И. (и) = 2 (и) а (у) +1— Р(=- и). (13) 
0 
Полагая 
В(), 5) = \ е-^=—ви ИУ , (и) ах = ыы Ме "зах, (14) 
оо 0 


после простых преобразований выводим из интегрального уравнения (13) 
следующее уравнение для В (),, $): 


В(, ) = ВО, 5)% 1) —-*@=$0, (15) 
где 
Ф (5) = е-*= Е (2) = Ме * (16) 


о 


— преобразование Лапласа для случайной величины &х. 
Из (15) находим: 


1 1—9 (5) 
Во]. (17) 


7. Положим М (1) = Му... Если & >», то у. =0. Если & =у9, где 
О<у<х, то число сумм & Е + ,....а-+Ь-...-+ 4, ..., мень- 
ших чем х, на единицу больше, чем число сумм &,, & +&,..., +. 

. Рё, ..., меньших чем х— у. Поэтому условное математическое 
ожидание у. при условии & ==-у равно М (1 — 9) +1. По формуле пол- 


ного математического ожидания, имеем: 
г х 


М (2) = Ме-у-+ПаР(у=\Ма-уаР()+Р(а). (48) 


Полагая ` 
ф(^) = г АМ (х),* (19) 


выводим из (18) следующее уравнение, связывающее ф (^) и $(^): 


$ (0%) =+(0) $0) + ?0). 


Отсюда 
+ =—55. (20) 


8. Онираясь на формулы (17) и (20), выведем выражение для преобра- 
зования Лапласа случайной величины 1: 
во 

У, (5) = Ме “= = — \ ев" АИ (и). (24) 
6 


* Этот интеграл сходится, ибо, как нетрудно показать, М (2) < К, где К — неко- 
торая константа. 
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ААА ЕЕ 


Из (14), (17) и (21) следует: 


ы \ е—№У, (5) 42+ $ 9) \ езже-^* 4х = (1 —9(5)) \ ее ат. — (22) 
0 0 в 


Согласно (19), 


ф(0.) ( е—^хезх (д = М е—мх+езх 4М (у) ах. 
оо 


Заменяя переменные в правой части по формулам и=т у, 2=Уу, 
имеем: 


$0) | е—Ахезх | = | ем | ем) АМ (| аи. (23) 


Сопоставляя (22) и (23), получаем: 


еы [-У, ($) + 265) 1 4 = |= [4 — #9) \ее-дам 9] =, 
о у ь 


откуда, по теореме единственности для преобразований Лапласа, 


х 


НУ. + = И— 6) \ ев ам (у). (24) 
0 
Используя (19) и (20), выводим из (24): 
У, (5) = [1 — $ ($)] ==\ е-*у4АМ (у). (25) 
х 
Интегрируя по частям, имеем: 
\е-чиам (у) = е-®иМ (у) + $ } ем (дам. (26) 


Принимая во внимание, что при $ +0 Пш е *\М (у) =0 (см. сноску на 
у+> 


стр. 251), выводим из (25) и (26): 


> 


у. (9 = И — 9 (8) [М (2) + == | еМ (9) ау] . (27) 
Заменяя переменные по формуле 2 =у— х, получаем: 
У. ($) =И — $ ($)] :\ е—8* [М (2 + <) — М (х)] 42. (28) 


0 
9. Доказательство теоремы 1. (Шо теореме Блэквелла (3), 
если распределения &, не являются рещетчатыми и если М&=ь, то 


Иша [МИ (2-2) — М (2) = з/ь. (29) 


Используя это соотношение и переходя формально к пределу в фор- 
муле (28), получаем: 
со 


вши — 963) ен, (30) 
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Для обоснования этого предельного перехода покажем, что подинтеграль- 
ная функция 
е 2 [М (х- 2) —М (1) 


в формуле (28) мажорируется при всех х суммируемой на полупрямой 
(0, со) О Обозначим через у, число элементов последователь- 
ности овлетворяю 5 

в (2), уд ряющих неравенству С, << 6,1 +2. Заметим, 


Уха < Ух 4-Е У, (31) 


Величина у, распределена так же, как величина у,. Поэтому из (31) 
следует: 
М (#- =) < М (®) + М (2) +1 
и 
е ** [М (х + =) —М (2)] <е [М (2) + | <е Ка, 


где К — некоторая константа (см. сноску на стр. 251). 
Чтобы доказать соотношение (4), остается воспользоваться равенством 


ФО ен, 


5 8 [7 


и теоремой о том, что из сходимости преобразовании Лапласа вытекает 
сходимость распределений вероятностей. Соотношения (5) и (6) следуют 
из (4) и (7). 

10. Замечание. Согласно теореме Блэквелла, соотношение (29), а 
следовательно, и соотношение (30) остаются справедливыми и при 
м = со. В этом случае соотношение (30) принимает вид 

Пш И; ($) = 0, (32) 


х—>о5 


и так как для любого А>0 выполнено неравенство 
И (; 


е 
— ге =. } 
е 3А е 5А 


Ро 


то из (32) получаем: 
Пт Р (т. 4) = 0. 
х—>о 


Таким образом, если р = со, то 7, стремится по вероятности к со при 


д—> оо. 
Отметим, что если 4 — наибольшее число такое, что 
-Ноо 
— ЕТ 1, 
п—=—со 


то соотношение (29) сохраняет силу для значений хи 2, кратных 4. 
Используя это соотношение, было бы легко рассмотреть также и решетча- 


тый случай. 
& 2. Свойства функций конечной степени 
11. Определение функций конечной степени было сформулировано 


в п. 3. 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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ЛЕММА 1. Для всякой функции конечной степени с(7) существует 
постоянная « такая, что при всех К > 0 


с (Ё5) 
с (2) 


Пт 


== Да, (34) 
Доказательство. Для каждого > 0 существует предел 


4 (®) = пи ° 2). 


Х>о с (2) 


Из тождества 
с (Е1Кт) с (К1Кот) с (Ё›т) 


с (т) с (Кот) с(7) 


имеем: 


4 (Каз) = а (#1) 4 (№»). (35) 


Из соотношения (35), непрерывности с(7) и очевидного равенства 
4(1) =1 следует, что 
4(Ё) = #*. 
Число х будем называть степенью функции с (2). Функции степени 0 


мы будем называть медленно меняющимися функциями. Очевидно, 
всякая функция степени х может быть представлена в виде 


с (2) = х“В (2), (36) 
где # (5х) — медленно меняющаяся функция. 
ЛЕММА 2. [см. ($), стр. 45]. Всякая медленно меняющаяся функция 
#(х) представима в виде 
й (5) =а (2) е** Г (37) 
где а(х) положительна и непрерывна и при т->со а(х) стремится к 
пределу, отличному от нуля, а в (т) стремится к нулю. Обратно, всякая 
функция, представимая в виде (37), является медленно меняющейся. 
Из формул (36) и (37) легко вывести, что любая функция с(2) сле- 
пени х обладает следующими свойствами: 
0, если 1 > 
1 2 (8) — / фо 
По со, если {< ол. ро 


2) Для любого =>>0 существует л такое, что для всех х>> ху, 
&>1 выполняется неравенство 


(1 — в) д < 2) 


сд <)". (39) 


$ 3. Условия притяжения сумм (<, к устойчивому закону 
с показателем «< 1 
12. В этом параграфе мы выведем нужные нам для дальнейшего 
различные формы необходимых и достаточных условий притяжения 
сумм (2) к устойчивому закону с показателем «1. Мы будем опирать- 
ся при этом на следующие две теоремы, устанавливающие связь между 


предельным поведением функции и ее преобразованием Лапласа 
[см. (<), стр. 460 и 514]. 
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Пусть 
2) = \ =-**Ф (2) аз. (40) 
6 
ТЕОРЕМА А. Если при х->-+ < Ф(т) есть функция степени 
В > —1, то при $>-+0 
В .1 4 \* 
9-89 (5). - (41) 
ТЕОРЕМА Б. Если при $>--0 1(5$) есть функция степени` —В< 0 
и если Ф(х) монотонна, то при х-—> - со 


Ф(®)— ге 1 (+). (42) 


13. Из теорем А и Б легко выводится 

ТЕОРЕМА В. Нижеследующие условия Г— Ш равносильны между 
собой и каждое из них является необходимым и достаточным для того, 
чтобы суммы (2) притягивались к устойчивому закону с показателем 
1: 


1. 1—1 (5) — Ах *й (2) при > - со, (43) 
П. 1—9(5) — АГ(1 — а) 54 (-) при 5+0, (44) 
Е А а о (45) 


А зшт от й (5) 
(А — произвольная положительная постоянная, й(1) — медленно меняю- 
щаяся функция). 

Доказательство. Необходимость и достаточность условия | для 
притяжения сумм (2) к устойчивому закону с показателем «х является 
общеизвестным фактом [см. например (5), стр. 189]. Докажем, что усло- 
вия Пи Ш равносильны условию ТГ. Из формул (16) и (19) интегри- 
рованием по частям находим: 


НЕ = \ г-*х (1 — Е (2)) ах, (46) 


0 


У — е-=М (2) а. (47) 
0 

Из соотношения (46), согласно теоремам А и Б, вытекает равносиль- 

ность условий П и Т. Далее, в силу формул (20), условие П эквива- 

лентно следующему: 


4 й 
1$ (5) — АГИ —а) Е {48} 


* Знак — означает, что отношение связанных им выражении стремится к 1. 
6* 
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Согласно (38), 


кс Та В 
8—0 ь (5) со й (2) р 
поэтому условие (48) равносильно условию: 


1 4 


Е. 


или 
4() 1 ет 
а НЕ) 6 


Сопоставляя (49) и (47) и применяя теоремы А и Б, заключаем, что 
условие (49) равносильно условию Ш.* 


$ 4. Доказательство теоремы 2 


14. Пусть 
ЕН 
Пш Р ь = <и) = (№), (50) 


где @ (и) — некоторая собственнная функция распределения. Предполо- 
жим, что с(х) есть функция степени В, т. е. для любого х > 0 


Е 2 у, 
Из (50) и (51) имеем: 


ша (15 <) = вр хи <и в 2) — С (и. 


--оо у  \С (У) с (ту) 
Следовательно, 
. в/с (и) : 5 С НЕ: 
Ме "У — У =.) —. е- #146 (из). (52) 
; 0 


Поскольку функции е №ТУ„, (5 /с(у)) при всех у и $ мажорируются на 
полупрямой (0, со) функцией е—^, из (52) следует, что 


пабе, (55) = В( и (53) 


где 
Вы 
а № №546 (из) а. (54) 
00 
* При этом используется формула: 


ГЕ —®ГР(1- а) = Г (1 — а) Г (<) = 


э1а по" 
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Заметим, что, в силу (14) и (17), 


ут (д) = 98 (+, =) = у Ее т Г (55) 


Положив 
Би =, оу=1-ФФ | (56) 
и сопоставив (53), (55) и (56), заключаем, что соотношение (50) влечет 


за собой соотношение 


__ 9 (5/6 (у ] _ в 
а И в" = (5, №. — 


Рассмотрим отдельно три случая: 1) 6(у)->, 2) Ь (у) >0, 
3) 6 (у) >1 и в каждом из них найдем все возможные значения В (5, ^). 
Предварительно заметим, что из (54) вытекает оценка 


ЕЕ (58) 


15. Если 6(у)-> со, то 
й й 
2—0) Х 


и, согласно (57), 


: 0 (5/6 (9) У) 

о = (5, ^), 59) 

а. (А) 

где 
А (5, ^) =—В(5, АА. (60) 
Из (59) имеем: 
К КА 

А ($, А (5, ^) ет 0 (5/9) = Вы Е Е} (61) 


А(з, $) ое ва 


Соотношение (61) означает, что 0 (1/2) является функцией конечной оте- 
пени (при х—> -{ оо). В силу леммы 1 $ 2, предел (61) равен (5) где &«— 


некоторая постоянная. Ит ак, 


А (5, Х) _ (5) (62) 


Кн) „9 
и И (Без и д 
Пя) "ее 

Из (62), (63) и (60) получаем: 
В (5, м=а[4-4(х)], (64) 


Далее, 
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где А= А(1, 1) — некоторая константа. Но выражение (64) ни при ка- 

ких значениях А их не удовлетворяет неравенству (58). Таким обра- 

зом в рассматриваемом случае предельное соотношение (50) невозможно. 
16. Предположим теперь, что 6 (у) —>0. Тогда 


1 
Х —8/6 (у) 8 


05 УЬ( св 
и те риа" зБ.(Х, 3), 


В (_, 5) И 0 (5/9) 
В ($, $) и-о0 0)’ 


Отсюда, как и вп. 15 [ср. (61)], имеем: 


В (^, $ _ 5 \* 
В (5, 5) сы (5) . г 
Далее, 
58) ри 0/6 6) аа 4, (66) 


В(1, 1) у (У) 6 (5) 


Из (65) и (66) получаем: 


а а—1 
В(\, 3) =В- 
( ) 5) В < 


| (67) 


Из соотношения (67) и неравенства (58) следует, что х=1, 0% В< 1. 
Однако соотношение 


>| 5 


\ азе—^* е-щ р.б (из =) = 
0 0 
определяет функцию 
в = [| кризи 0 
В при и `> 0, 


не являющуюся функцией распределения. Таким образом при 6(2)->0 
соотношение (50) также невозможно. 
17. Рассмотрим, наконец, случай, когда 2 (у) ->1. В этом случае 


где 
А(Х, $) =1—(—3В 0, $). 


Как и вн. 15, выводим, что 


и, следовательно, 


В -=] (68) 
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Из неравенства (58) вытекает, что 0««< 1. Как показывает непосред- 
<твенная выкладка, функция р. (и), определенная формулой (8), удовле- 
творяет соотношению 


М е—*-р. (1) Ни ра [| — 5. | —=В (№/-5). (69) 
оо 


На основании теоремы единственности для преобразований Лапласа, из 
(54) и (69) вытекает, что 
\ 


С(из-в) = У (=), 
откуда 


% 
С (и) = \ р. (9) 4, 
0 
Е теорема р доказана полностью. 


$ 5. Доказательство теорем 3, 4 и 5 


18. Доказательство теоремы 3. Согласно $4, из сходимости рас- 


’ 


у 
пределения = к распределению с плотностью р. (и) вытекает, что 


Пт 


у—со 


1—®(= 5% 
а-я 
ср. (57) и (69)] и, следовательно, 


о, О 70 
п пФ) Не = ° и 


Поскольку функция 108 Ф(#) непрерывна, отрицательна при # >> 0 и равна 
нулю при й =0, то существует такое №, что для любого п > М найдет- 
ся й„, удовлетворяющее условию 


8 (®,) = — 1, (71) 


причем й„->0. Из (70) и (71) имеем: 


10 № $)" 
ти 5$ (#5) 
И—>2о п 108 Ф (№) 


и, следовательно, 


= — Ш 108 (йи5)" = 5% 
И—со 


ф (из — ег". (72) 


Если «< 1, то е-*" есть преобразование Лапласа для устойчивого за- 

кона с показателем х. Из (72) вытекает, что распределения й» (» сходятся 

к устойчивому распределению с показателем «. . 
Предположим теперь, что суммы (, притягиваются к устойчивому 
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закону с показателем «<.\1. Преобразование Лапласа для случайной 
т, 
величины = ‚ в силу (28), равно 


у 


Ме '*=у.(=)= #—$(+ р = [М (+ 2) — М (2) 42. 


2 . 
Заменяя переменные по формуле и = -_, получаем; 


Ма бе 1—е (мед == И —1]4=. (13) 


В силу теоремы С $ 3, 


3% ` 
т (1—$(3))М 9 =татэ, о 
| ЕО = (+1), (75) 


и формальный переход к пределу в равенстве (73) дает: 


В 5+1 


со 
Пе Леш 1)=— 1] 4%. (76) 
ЕЕ: Г (1 -.“) ( ) 
° 
Чтобы обосновать этот предельный переход, заметим, что, согласно (75), 
М (2) является функцией степени х и, следовательно, в силу (39), суще- 
ствует такое ху, что для всех ат 2: > 0 


Я и 1). 


и. стоящая под знаком инте- 
грала в формуле (73), мажорируется при всех х>>х, суммируемой на 
полупрямай (0, со) функцией 2(ш - 1) +*е $. 

Соотношение (76) показывает, что преобразование Лапласа случайной 


‚Отсюда видно, что функция е *® 


и - в 
величины —^ сходится при х->со к некоторой непрерывной функции, 
< Ух 
не равной тождественно 1. Отсюда вытекает, что распределение = @50- 
дится к некоторому собственному распределению вероятностей. В силу 
теоремы 2, предельное распределение должно иметь плотность р» (и). 
19. Доказательство теоремы 4. Из формул (7) следует, что. 
’ п ‚ 
Ух Ух Ух (1—5) 
о - . (77) 
П КС Ух . 
редположим, что распределение —— сходится к распределению с плот- 
ностью р. (и). Тогда для любого и>0 


В (1% >) = \ +. (У4у=Н (и) 
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и, следовательно, для любых и> 0, 1>9>0 


ша (7-ю в) пар) (ие). (78) 


1—» 1—2 
Подставляя в определяющее Н (и) выражение 


со 


__ 91 ла ау 
РН 


КР 


- и о 
вместо и дробь -- и заменяя переменную интегрирования по формуле 


#=у9(1 —5) —, получим: 


и 2\ _ чпла У г 42 
н(1=.)- = 0 и 


ц 


\ 


Отсюда имеем: 


92 н(3° 


р ) _@ а (1—2) (и ар, (79) 


1—о 
Из формул (77), (78) и (79) следует утверждение теоремы 4 относительно 


: у 
совместного распределения к и —_ . Утверждения, относящиеся к вели- 


чинам 1. и 1, =т,--7Т., доказываются теперь посредством элементарной 
выкладки. , 


20. Доказательство теоремы 5. Для того чтобы у. у и, 
необходимо и достаточно, чтобы 


С, -+ви-н < 1 
или 
„нина — «у 2. 
Случайная величина, стоящая в левой ‘части последнего неравенства, 
равна 1, -- 7 „» где 
ра = нина — бен 
есть величина, независимая от 17, и имеющая то же распределение, что. 


1. Итак, имеем: 


Р („> и)=Р(1, Ри). (80) 


и 
. Заменяя в этом тождестве у на х- Ах и и на а получаем 


Ухо, Трыл-я(я 
Рбъ, а И + Р (в) >в) = РР у). (81) 
Воспользуемся теоремой Деблина [см.., напр., (*)], утверждающей, 
что если при т-> <. 
1 
1—2 (т) ——, 


х 


{4 т о 
то распределение --^\а следовательно, и ->-) сходится к устойчивому 
<“, т : т / | 
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——_———————————Ш—Ш—Ш—ш—шШМш—ШШжЖ—- 


распределению (5. (2), для которого 


Це-аб. (= де. 


0 


Заметим, что, в силу (43), 


1 
4 (ти в ) — А . 
причем при х-> со 1—7 —0. Согласно сформулированной теореме 
Деблина, отсюда вытекает, что 
Шиа (ие. = :) == (1. (0). (82) 
х—со — 


а 
Ти 


В силу независимости величин 7, и \„, предельное распределение для 


1 & Е ПЕ (=) равно 
т т 


\ С (=) Ра (2) 42. 


0 


Принимая во внимание формулу (81) и подставляя значение р. (5) из (8), 
получим (12). 


_ $6. Приложения к процессам с независимыми приращениями 


21. Задача, изучавшаяся в предыдущих параграфах, может быть 
сформулирована в несколько иной, эквивалентной форме. Пусть й — про- 
извольное положительное число. Обозначим через у,(й) число элементов 
последовательности 


Иа = АЕ. + (п=1,2,...), 
меньших, чем у, и положим 
т, (®) = рю — У, 
Ту (®) =У— Жи», 
Ту (®) = т, (®) + т, (®) = он. 


= 1 
Легко видеть, что если т = у, то 


7’ ” 


РЕК та Та 
Ти (®)=У, п =ух, т®=у-. (83) 


Используя эти соотношения, легко переформулировать теоремы 1—4 
в терминах случайных величин 1, (й), 1, (®), т, (#). Предельный переход 
ф—> соо заменится при этом предельным переходом #0. 

22. Рассмотрим однородный процесс (, с независимыми положитель- 
ными приращениями, определяемый формулой 


м - (84) 
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Обозначим через <, точную верхнюю грань множества значений #, для 
которых & < у. Положим 


Гу = ую — У, 
Й НЕЕ — и 9) 
5 


Величина Г, есть длина скачка, который совершает функция Ц через у 
Уровень у ао эту величину на две части: верхнюю Г, и нижнюю Гу. 
23. ТЕОРЕМА 6. Совместная плотность т Г,, Г, равна 


© 511 па 
=. 


у— 5)" ‘(и “" для 0<и, 0<ь<у, 


Ру (и, 2) == 
0 для остальных и, в. 


Плотности распределения для величин Г,, Гу и Гу соответственно равны: 


910 1х у 
0) = ИВ 5 
С ее (85) 
Ре (в) = и” (у и) ви, (86) 
Вр (и) т иле, (и), (87) 
где 
0 при и 0, 
8, (и) = 41“ — (у—и)* при О<и<у, 
у при и>у9. 


Доказательство. Все утверждения теоремы 4 доказываются ана- 
логично. Докажем формулу (85). 
Рассмотрим последовательность 
(», бь», $ «29 бил, 92 


где й — некоторое положительное число. Пусть р, (й) — первый элемент 
этой последовательности, больший или равный у. При уменьшении й 
и, (й) уменьшается и 


и ву (й) = кую = Гу + у. 
9 


Следовательно, при й->0 распределение №, (1) —у сходится к распреде- 
лению Гу. 
Величины 
бит И =1, 24%.) 
положительны, независимы и имеют одинаковые распределения вероят- 
ностей. Набор величин 


в —(, К —(,, ев 2 б» — Чи), . 


эквивалентен * набору 
1 
М ам 


* Мы говорим, что два множества случайных величин &, и\, (а 6 \{) эквивалент- 
ны, если для любого конечного набора 1... Я @3{ совместное распределение 
ов я6 ва совпадает с совместным распределением Па. Тех 
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(это видно из выражения (84)). Отсюда вытекает, что случайная вели- 
чина 7, (№®), построенная в п. 24, имеет такое же распределение веро- 
ятностей, как и величина 1, (й) — у. Следовательно, распределение веро- 
ятностей для Г’ совпадает с предельным распределением для т, (#) при 


#—>0. Положим х = =. Тогда 1-—> со и, согласно (83), 


‚ 
Ту (®) = —* 
\ 
По теореме 3, распределения —— сходятся к распределению с плотностью 
Р. (и), определенной формулой (8). Отсюда вытекает, что распределения 
7, (#) при #—0 сходятся к распределению с плотностью (85). 

24. При помощи аналогичных рассуждений, опираясь на теорему 5, 
можно вычислить распределение вероятностей для величины ть — та (6 > а), 
т. е. для времени пребывания в интервале [а, 6] частицы, движущейся 
по закону &. Оказывается, что 


Р(ъь — > и) =Фь _ т 


где функция Ф» (и) определяется формулой (12). Для математического 
ожидания имеем: 


М (ть — ча) = (65° — а*) а. 


$ 7. Величины, принимающие значения разных знаков 


25. Рассмотрим снова последовательность 


Е ая (88) 


независимых одинаково распределенных случайных величин, но снимем 
требование, чтобы эти величины были положительными. Вместо этого бу- 
дем только предполагать, что выполняется следующее условие: 
с вероятностью 1 среди сумм &„ =& +... +&(п=1,2,...) 
имеются положительные. (**) 
Как нетрудно показать, из условия (**) вытекает, что с вероятностью 4 


Па зар С, = + оо, 
П-со 
и определения величин у, 1, и др. сохраняют свою силу. Мы ограни- 
чимся исследованием предельного поведения при х—> со величины 1, и 
покажем, что все основные результаты, полученные в $ 4 и 5, прило- 
жимы и к нашей новой, более общей схеме. 
Обозначим через. п, наименьшее значение п, для которого &, > 0, 
через п, — наименьшее значение п, для которого „>(,,..., через пк — 


наименьшее значение и, для которого и > 12 


Заметим, что 
величины 


= Ч =: а: СХ 


независимы, положительны и имеют одинаковые распределения вероят- 
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ностей. Нетрудно видеть, что случайная величина Т„, построенная по 
последовательности 


’ 


ее о 


будет в точности равна случайной величине 1), построенной по перво- 
начальной последовательности (88). Таким образом задача вычисления 
предельного распределения для величины '’, соответствующей последо- 
вательности (88), сводится к задаче, уже исследованной в предыдущих 
параграфах. 

Отметим, в частности, что для любой последовательности (88) сохра- 
няется без изменения теорема 2. Теорема 3 справедлива уже не для 
сумм (=... НЫ, а для сумм (=... РЁ. 

Из этого замечания вытекают весьма любопытные следствия. 

26. Рассмотрим однородный процесс <, с независимыми приращениями 
< характеристической функцией 


Ме°Я = ехр | ИЕ | — (5, “)}, 
уде Ох 2, —1<8<1, 


Ша, если х -Е 1, 


& ($; ®) = 


—1ю8|5|, если «=1. 


Исследуем распределение вероятностей случайной величины Г:, которая 
определяется так же, как в п. 22 *. Снова, как в п. 22, рассматриваем 
последовательность 


строим по ней величину 1, (й) и убеждаемся, что при #—>0 предельное 
распределение т, (й) сходится к распределению вероятностей величины Г. 
Согласно сделанному выше замечанию, отсюда вытекают два следствия: 

1) Либо Р(Г, =0) =1, либо распределение Г, принадлежит к одно- 
параметрическому семейству, задаваемому формулой (8). 

2) Пусть Ф(и) — функция распределения первого положительного 
элемента в последовательности (1, (,,...,и,.... Если плотность рас- 
пределения Г, равна ра’ (и), то распределение Ф (и) принадлежит обла- 
сти притяжения устойчивого закона с показателем а". 

Таким образом, имеет место следующая альтернатива: либо 

А) Г, =0 с вероятностью 1, либо 

Б) рассматривая значения случайной функции (, по дискретной после- 
довательности моментов времени $ =1,2,... и выбирая первое поло- 
жительное из этих значений, мы получаем величину, принадлежащую 
области притяжения устойчивого закона с показателем ®’ < 1. 


* Если исключить случай В=--1, «<1, то в остальных случаях Ци зир б, = - оо, 
7—0 


’ 
величина Г, определена. 
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Предположим, что «>>1. Случай А) вряд ли возможен, и мы стоим ` 
перед весьма интересной задачей: каждой паре чисел х>1, —1<В<1, 
согласно Б), соответствует определенный показатель “’<1; как выра- 
жается х’ через х и В? 

Связь между функцией распределения элементов последовательно- 
сти (88) и функцией распределения Ф (и) первой положительной суммы 
и=&-... + заслуживает специального изучения; установление зави- 
симости между моментами распределений Р (и) и Ф (и), а также между 
устойчивыми типами, к которым притягиваются („и („, было бы весьма 
полезно для многих задач, в частности, для исследования поведения 
максимумов сумм независимых случайных величин. 


Поступило 
29. ТУ. 1954 
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Р. Ю. МАЦКИНА 


О ВЗАИМНО ОДНОЗНАЧНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ОБРАЗАХ 
ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе исследуются непрерывные взаимно однозначные ® образы 
гильбертова пространства и доказывается, что взаимно однозначным непре- 
рывным образом гильбертова пространства может быть В-множество лю- 
бого класса «. 


В работе (+) было установлено, что непрерывный взаимно одно- 
значный образ гильбертова пространства может быть В-множеством 
сколь угодно высокого класса. А именно, там было доказано, что, каково 
бы ни было В-множество Е, существует непрерывный взаимно однознач- 
ный образ гильбертова пространства, содержащий замкнутое в нем под- 
множество, гомеоморфное множеству ЕЁ. В настоящей работе получено 
более сильное утверждение: если Е — В-множество класса я, предста- 
вляющее собою непрерывный взаимно однозначный образ бэровского про- 
странства *, то можно построить взаимно однозначный непрерывный 
образ гильбертова пространства, содержащий замкнутое в нем подмно- 
жество, гомеоморфное множеству Е, который сам является В-множе- 
ством класса х. Отсюда, в частности, следует, что непрерывным взаимно 
однозначным образом гильбертова пространства может быть В-множество 
любого класса. 

Мы будем опираться на следующие свойства гильбертова простран- 
ства, которые легко могут быть доказаны: 

1) Пусть сфера ** А гиперплоскости {2, =6., 2, =6,} получена из 
сферы А гиперплоскости {1, =а1, 2, =а»}, отличной 'от гиперплоскости 
{2 =6., 1. =6.}, путем параллельного переноса и сжатия. Если соеди- 
нить отрезками прямых попарно соответствующие точки поверхностей 
сфер А и А, то эти отрезки не пересекаются. 


* Как известно, каждое В-множество с точностью до счетного множества точек 
представляет собой непрерывный взаимно однозначный образ бэровского пространства. 
Очевидно, что в каждом классе х имеется В-множество, являющееся точным взаимно 
однозначным непрерывным образом бэровского пространс*ва. 

** Сферой гиперплоскости гильбертова пространства (в частности] сферой самого 
гильбертова пространства) мы называем множество точек гиперплоскости, расстояния 
которых до некоторой точки С этой гиперплоскости (центра сферы) <” {г — радиус 
сферы). Множество точек, расстояния которых до С равны г, мы будем называть 
поверхностью сферы. 
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2) Пусть сферы Аи А гиперплоскости {2; = с1, 2 = с} гильбертова 
пространства Н концентричны (сфера А получена из сферы А путем 
сжатия). Сфера А* гиперплоскости {у =6,, у. =6»} гильбертова про- 
странства НМ” получена из сферы Д” гиперплоскости {у, =а:, У2 = аз} 
(а. = 6, а, -Е6,) пространства Н” путем параллельного переноса и сжа- 
тия. Множество М состоит из точек, принадлежащих поверхностям сфер 
Д и Д и отрезкам прямых, соединяющих соответствующие точки этих 
поверхностей, а множество М“ состоит из точек поверхностей сфер Ди 
А* и отрезков прямых, соединяющих соответствующие точки поверхно- 
стей этих сфер. Если между поверхностями сфер А и АД” каким-то обра- 
зом установлен гомеоморфизм, то он может быть продолжен д0 гомео- 
морфизма между множествами М и М". 

3) Если какая-либо точка гиперплоскости {2, =а1, 2, = а} гильбер- 
това пространства соединена отрезком прямой с точкой гиперплоскости 
{21 =6., х, =6.}, а точка гиперплоскости {7, = а1, 23 = аз} соединена 
отрезком прямой с точкой гиперплоскости {1 =6:, х. = 55}, причем 
В, а, За. &<Ь,, то эти отрезки прямых не пересекаются. 

ТЕОРЕМА. Каково бы ни было В-множество Е власса «>22, являю- 
щееся непрерывным взаимно однозначным об разом бэровского пространства, 
существует непрерывный взаимно однозначный образ гильбертова про- 
странства, являющийся также В-множеством класса х и содержащий 
замкнутое подмножество, гомеоморфное множеству Е. 

Чтобы не делать изложение слишком громоздким, проведем доказа- 
тельство для линейного В-множества В. 

Будем строить отображение гильбертова пространства Я в гильбертово 
пространство Н”. В-множество @, гомеоморфное множеству Е, поместим 
на оси ОУ. пространства Б*. 

В пространстве Н поместим замкнутое множество 


= » ‚А оть 


Ра 


’. 
гомеоморфное бэровскому пространству. Здесь "каждое Дь,...„, — сфера 
гильбертова пространства Н и каждая последовательность Ди... , пул, 


А 4 
В ан ба. путь — Последовательность сфер радиуса 2, 


попарно не пересекающихся, не имеющих попарно общих граничных 
точек и лежащих строго внутри некоторой сферы Ди....„‚, концентрич- 
ной сфере Д»,...„, и лежащей строго внутри нее. При этом сумма сфер 


ы 
о Ал... пкпх .. есть замкнутое множество. Построение множества ЁР 


ПЕ 
подробно описано в работе (4), стр. 96, 97. 


Множество @ является непрерывным взаимно однозначным образом 
множества К. Пусть отображение Ё на @ задано непрерывной разно- 
значной функцией у; = } (2), определенной на множестве Е. Обозначим 
через Го гиперплоскость {у, =1, у› =1} пространства М”. Эта гипер- 
плоскость изометрична пространству Н. При изометричном отображении 
Ф пространства Н на Г. каждая сфера Л», пространства Н’ отобразвается 


на некоторую сферу ЛД», гиперплоскости Гу, и множество Н — я 
= 
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* 
пространства Н отображается на множество Гу — № б„, гиперплоскости Гу. 
Через 8„....„, мы будем обозначать множество внутренних точек 


> 


Д»,...тх и через 8»,...„, — множество внутренних точек Ав 


Обозначим через Г», (п. =1,2,...) гиперплоскость {у, = ы у2=а}, 
где 0<а®— 1, причем а@) > а®>>...> а) >>.... В каждой гиперпло- 
скости Г„, поместим сферу А», этой гиперплоскости того же радиуса, 
что и сфера Д„,, координаты центра которой ! выбираются следующим 


образом: уз = (Ён,), где &, © РЛ„, а прип>> 3 || =: Каждая сфера 


йе может быть получена из сферы Л», путем ‘параллельного переноса 
и сжатия. Установим гомеоморфизм между сферами А и АЛ, 
(сфера А„, путем сжатия получена из сферы Д„, а А», получена 
из Л» путем сжатия и сдвига). Соответствующие точки поверхно- 
стей сфер А», и А а также соответствующие ‘точки поверхностей сфер 
Ду, и А,, соединим отрезками. Тогда на основании свойства 2) мы мо- 
жем гомеоморфизм поверхностей сфер 'Аи, и А», продолжить до гомео- 
морфизма между множеством Д„,—б„, и множеством, состоящим из 
поверхностей сфер Д;, и Д,, и отрезков, соединяющих соответствующие 
точки поверхностей этих сфер. (Легко видеть, что гомеоморфизм этих 
множеств можно установить так, чтобы между 'поверхностями сфер А 
и Л„, устанавливалось то же гомеоморфное соответствие, что и при те 
мянутом выше гомеоморфизме сфер А тиви) 

Далее продолжаем построение по индукции: пусть установлен гомео- 
морфизм между каждой сферой р и соответственно выбранной 


в 
сферой Д„....„,_, а также. между каждым множеством Аз, а 
— с ` 
— 6»....п„_. И множеством, состоящим из поверхностей сфер Ди... пн, 
—з 
и Ди,...т;. И отрезков, соединяющих соответствующие точки этих 


поверхностей. При этом каждая сфера Д»...п,_м,› Лежащая внутри 


отображается гомеоморфно на некоторую ‹феру 


сферы А», оо 
и каждое множество 


А, лежащую' внутри сферы а пут» 


т... ПП» 
Ал... — р и....пх  ГОмеоморфно отображается на множество 
п 
ле Ф 
А», ..: ПА р У 8». с м 


пу - 
Рассмотрим множество действительных чисел, построенное следующим 


образом: 
Сначала выбираются числа {а} такие, что 
1 к 
0< а? —— и а{* за. 5 ‚а. 
затем выбираются числа {а } такие, что 
а, <. а), = а) и 2® №. а) > ИЯ >.. 


ит. д. Наконец, выбираются числа {а }„ я такие, что 


Е а(®) (К) 
ни, ое 


И 
а(®) >> а) > о®. и: 
:.. 2 —1"А 


с Пу—11 2 Я... Пук—12 
| Га 
7 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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АОИ В ВЕ 


Обозначим через Ги... гиперплоскость 


‚Пк 


1 к } 
{и = № ЕТ’ уз=а, „.пу]“ 


- В каждой гиперплоскости Г»,...”х Поместим сферу Ах „пк ТОГО же 
радиуса, что и сфера АА с центром в точке, определенной коор- 
динатами: ;. 

Уз = 1 (6... пк), где Быть ОА, ву» 
а при п>3 


И 1 
оон 


Так же как и выше, устанавливаем гомеоморфизм между сферами Ди, 


... п; 

и И а также между каждым множеством А, .. пк бл... и 

множеством, состоящим из поверхностей сфер д, терм ое ‚2. Иво 

резков, соединяющих соответственные точки этих поверхностей. 

Далее определим отображение у = Ф(х) пространства Н в простран- 
ство Н* следующим образом: 


К 


Любой точке 5х, принадлежащей множеству ПЖ В поставим 


Ти 
в соответствие точку у= (2). Точке х, принадлежащей какому-либо 
множеству 


поставим в соответствие точку у, отвечающую этой точке х при 
гомеоморфизме между множествами 


к а . 
би, . я ть ЖА ИЯ би, = У. Ам. -. Пкблтк- 
"к пк 


Точке 1, принадлежащей какому-либо множеству 


© 
те 


поставим в соответствие точку у, отвечающую этой точке х при 
гомеоморфизме между множеством Ди,. 

= * к 
М"т....пу› состоящим из поверхностей сфер Ди... м И Ва .пх И отрез- 
ков, соединяющих соответствующие точки этих поверхностей. Наконец, 
будем считать образом каждой точки х, принадлежащей множеству РЁ, 


ее образ при отображении множества Ё на множество ©, заданном при 
помощи функции уз =} (57). 


ны бин. .п; И множеством 


Покажем, что построенное отображение является непрерывным и вза- 
имно однозначным и что образ пространства Н при этом отображении 
удовлетворяет всем условиям теоремы. 

Докажем, прежде всего, взаимную однозначность отображения. Для 
этого достаточно показать, что множество @, множества би, . 
= У А». ..пх И множества М», .. 

У 


` п 
.тх Попарно не пересекаются. В самом 
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деле, множество @ф лежит на оси ОУ., с которой не пересекается ни 
ы а * 
г к) 
одно из остальных множеств. Множества ди,.. тк > А»,...п, не пере- 
пЬ 


секаются между собой, так как они лежат в различных гиперплоскостях 
В. ‚пр: И Не пересекаются с множествами М„,...„,. (Множество 
М»,...п, пересекается с гиперплоскостью Ги,...п„_1 ТОЛЬКО ПО поверхно- 


* 
сти сферы По а. которая не имеет общих точек с множеством 
го 


* . 
о № А»,...„;, лежащим в этой гиперплоскости; множество 
пк 


М»....п, пересекается с гиперплоскостью Ги,... пк_1пх ТОЛЬКО по поверх- 

ности сферы ОЖ которая не имеет общих точек с множеством 

я р А лежащим в этой гиперплоскости, и, нако- 
Пк 


нец, множество Ми... не пересекается ни с одной из остальных 


- Пр 


а 5* 
гиперплоскостей, в которых расположены множества вида би... и, — 
* 
28 к луг пт) Наконец, никакие два множества Ма... и 


ПЕ 


- Пк 


ми... не пересекаются. Для А == [1 это очевидно из построения; для. 


К =[ это следует из свойства 3). 

Докажем теперь непрерывность отображения у = Ф (2). Непрерывность 
отображения в точках ЕН — Е очевидна. Докажем непрерывность 
отображения в произвольной точке х множества Р. Для каждой точки 
хЕеК существует единственная последовательность окрестностей 


А. 


Ао > Ало,о ыы Во о, м 
1 12 а К 
общей точкой которых является точка т (радиусы этих окрестностеи по 
построению стремятся к 0). Покажем, прежде всего, что последователь- 
-* 2 


«5 ЗИ 
окрестностей Ао, Анис › 2, А 


` 


ность центров С схо- 


00 0 
О ооо 
2 К 


дится ‘к точке у с координатами уз =} (2), у„=0 (т-3), являю- 


07,0 0 
ОО 
12 к 


„ 2% 
щейся образом точки 5. Согласно выбору центров окрестностей ДАи,... пу», 


легко видеть, что 


"А (®) 2 
Р (Сшоо ... о (т) Н (@о... в 


ней (о = в > Е 


причем 
.. по Е Ао О 
в 1 


и, значит, при А -—> © 


а следовательно, 


(о >19) 
С Е 


р 
кроме того, по построению, при А —> оо @а%®. т —0. Отсюда видно, что 
ой 


при -> оо р(Сь. ‚то у)-> 0. Так как и радиусы окрестностей Ао ... 10 


при №->оо стремятся к нулю, то, каково бы ни было действительное 


7* 
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2 $ 
число ®, все.окрестности Ао... по» начиная с некоторого ранга №, ока- 


жутся внутри =-окрестности точки У. Но тогда и все окрестности 
Ао „о, начиная с ранга К +1, а значит, и все соответствующие 
мет. 


1 
Мн.. 
1 . 
довательно, как это видно ИЗ построения, все точки окрестности 


Ао отображаются в эту =-окрестность, что и доказывает непре- 
оо ле 


рывность отображения в точке 2. 

Покажем, что если Е является множеством класса «22, то и Ф(Н) 
(образ пространства И при построенном отображении) является множе- 
‚ ством класса х. По построению, 


Ф(Н)ЕФ(Н-Ю+Ф(Р)=Ф(Н-фЮ+6. 


по при ® > №о-{ 1, будут лежать внутри этой з-окрестности. Сле- 
Е 


Множество @ гомеоморфно множеству Е и, следовательно, класса я. 
Множество Ф(Н —Ё) можно представить как сумму счетного числа 
7* о* 
множеств А И а ВО и множеств М»,...”;. Все эти мно- 
пк 


жества, как легко видеть, замкнуты в М”. Следовательно, множество 
Ф(Н— Ю) является множеством Ё. в Н*, т. е. множеством 2-го класса. 
Итак, класс множества Ф(Н) не выше х в (случае, когда «> 2. Мно- 
жество @ класса х высекается из Ф(Н) осью ОУ; и, следовательно, 
замкнуто в Ф(Н). Значит, класс Ф(Н) не может быть «я. Таким 
образом класс множества Ф(Н) равен х и Ф(Н) содержит замкнутое 
подмножество, гомеоморфное Е. 

Мы проводили доказательство для линейного В-множества Е. Дока- 
зательство для В-множества любой размерности, лежащего в гильбер- 
товом пространстве (или в любом регулярном пространстве со счетной 
базой), принципиально ничем не отличается от приведенного. Единствен- 
ная разница состоит в том, что, вместб того чтобы рассматривать 
множество @, лежащее на оси ОУ., придется рассматривать множество 


©, лежащее в гиперплоскости {т»„ = 0}; при этом Гита, будет озна- 
чать гиперплоскость 


1 
т ее ад } 
| Е НА’ 94 1 
Из доказанной теоремы, очевидно, следует, что в любом классе х 


существует В-множество, являющееся непрерывным взаимно однозначны м 
образом гильбертова пространства. 
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Д. А. СУПРУНЕНКО 
ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ НИЛЬПОТЕНТНЫХ МАТРИЧНЫХ ГРУПП 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается, что в полной ‘линейной группе над алгебра- 
ически замкнутым полем имеется лишь конечное число несопряженных 
максимальных нильпотентных подгрупп заданного класса нильпотентности. 


В настоящей работе рассматриваются неприводимые нильпотентные 
подгруппы полной линейной группы СГ, (п, Р). 

Группа Г называется нильпотентной класса [, если она совпадает со 
своим [-м гиперцентром 21, причем Г =Е й,—: (здесь 2, = Е, #;411/2;— 
центр Г/ 2). 

Пусть Г — нильпотентная подгруппа класса 1 группы С, (п, Р). Если 
Г не содержится в другой нильпотентной подгруппе СГ(п, Р) класса [, 
то Г называется максимальной нильпотентной подгруппой класса {1 груп- 
пы @ГЁ(п, Р). 

В работе доказывается следующее утверждение: если поле Р алгебра- 
ически замкнуто, то среди неприводимых максимальных нильпотентных 
подгрупп группы СЁ(п, Р) заданного класса [ имеется лишь конечное 
число подгрупп, несопряженных в СГ, (п, Р). 

Пусть Г — неприводимая нильпотентная подгруппа группы С, (п, Р), 
где Р — произвольное поле (пока не обязательно алгебраически замкну- 
тое). В работе (1) показано, что индекс центра группы Г конечен. 

При фиксированных п и [ индекс центра неприводимой нильпотент- 
ной подгруппы класса { группы СЁ(п, Р) ограничен. Пользуясь этим, 
докажем следующую лемму. 

ЛЕММА 1. Пусть центр неприводимой нильпотентной подгруппы Г 
группы СГ,(п, Р) содержится в мультипликативной группе основного по- 
ля Р. Тогда пересечение Г с унимодулярной группой 5Г (п, Р) является 
конечной группой. 

Доказательство. Пусть й — центр Г. Для индекса # в Г можно 
написать: Г:й<у= (п, 1). Если О =ГП5Г (п, Р), то, в силу изо- 
морфизма 02/2—=0[УПО, имеем Ш0О:(2ПБ)<у. Покажем, что 
702 — конечная группа. Очевидно, ПВ =йП5С(п, Р). 

По условию, с=^Е, если сЕ2. Если же сЕ 2П5Г(п, Р), то №= 1. 
Следовательно, порядок 2П) не превышает числа и, и порядок В 
меньше числа пу (п, 1). 

Лемма 1 доказана. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Г — неприводимая нильпотентная подгруппа 
группы СЁ(п, Р), где Р— алеебраически замкнутое поле. Если центр 
группы Г совпадает с мультипликативной группой М поля Р, тов Г 
есть такая конечная подгруппа ®, что Г = ®М. 
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Доказательство. К группе Г применима лемма 1, поэтому 
ГП5Д (п, Р) = @ —конечная группа, порядок которой не превышает числа 
пу (п, 1) = (п, 1). Так как поле Р алгебраически замкнуто, то для лю- 
бого Е Г можно найти такое 6 М, что определитель матрицы ^6 ока- 
жется равным единице. Следовательно, группа © =ГП5Д (п, Р) содер- 
жит полную систему представителей смежных классов Г по М. Отсюда 
следует, что Г = @М, и теорема 1 доказана. Ясно, что в случае алгебра- 
ически замкнутого поля Р центр неприводимой нильпотентной подгруппы 
Г группы СЁ\(п, Р) является подгруппой мультипликативной группы М 
поля Р. Группа ГМ, очевидно, того же класса нильпотентности, что и 
Г, причем центр ГМ совпадает с М. Таким образом любая неприводимая 
нильпотентная подгруппа группы СГ (п, р) класса [1 содержится в такой 
нильпотентной подгруппе СЁ, (п, р) класса 1, центр которой равен М. 

Если условиться подгруппы СГ(п, р), сопряженные в СЁ (п, Р), не 
считать различными, то можно сформулировать следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 2. В полной линейной группе над алгебраически замкну- 
тым полем содержится лишь конечное число неприводимых нильпотентных 
подгрупп заданного класса нильпотентности, центры которых совпадают 
с мультипликативной группой основного поля. | 

Доказательство. По теореме 1, любая неприводимая нильпотент- 
ная подгруппа СЁ (п, Р) класса [, центр которой равен М, представима 
в виде @М, где © — конечная группа. Порядок © не превышает числа 
в (п, 1). Поэтому число неизоморфных групп среди групп © конечно. Ко- 
нечная группа может иметь в СЁ (п, Р) только конечное число. неэкви- 
валентных неприводимых представлений. Следовательно, среди групи @ 
имеется лишь конечное число несопряженных в СГ (п, Р). Отсюда и сле- 
дует теорема 2. 

Из теоремы 2 и замечания, приводимого перед ее формулировкой, 
вытекает основной результат настоящей работы: конечность числа макси- 
мальных неприводимых нильпотентных подгрупп СТ, (п,Р) заданного клас- 
са нильпотентности для; алгебраически замкнутого поля Р. 

Отметим, что последнее утверждение не распространяется на случай 
алгебраически незамкнутого поля. Например, для нильпотентных групп 
над полем рациональных чисел этот факт заведомо не имеет места. По- 
видимому, он остается справедливым для случая, когда основное поле 
обладает алгебраическим замыканием конечной степени. 

Из упомянутой теоремы работы (!) легко получить следущую теорему 
о конечных нильпотентных подгруппах полной линейной группы: 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Р — произвольное поле, ® — конечная нильпо- 
тентная подгруппа СГ (п,Р) класса 1, причем характеристика поля Р 
не является делителем порядка п. Тогда индекс центра группы © мень- 
ше некоторого числа М (п, [), зависящего только от п и [. 
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Г. А. ФРЕЙМАН 


ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ АДДИТИВНОЙ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе рассматривается задача определения слагаемых, на которые 
разбивается некоторое большое число М, если задано число таких разбие- 
ний. 


$ 1. Основные результаты 


Пусть 
ооо ао (1) 


— монотонно возрастающая последовательность положительных чисел, 
9(М№) — число решений неравенства 


ап, | ата Е. < М, (2) 


где п; — любые целые неотрицательные числа. 
Справедливо следующее предложение: 
Если 
Юра) — А, А 0-1, 


п (и) — Виз, 


где п (и) — число членов последовательности (1), не превосходящих и, 


и 
г) 5) 

Естественно поставить вопрос: что можно сказать об асимптотическом 
поведении п (и), если поведение 4(и) будет задано более точно? 

В $2 настоящей работы получен следующий результат: 

Если 


108 4 (и) = Аи“ + 0 (и*), О<3 < (3) 
то к 
п (и) = Ви" + О (- _ : (4) 


В $ 3 приведен пример, показывающий, что оценку (4) усилить 
нельзя, даже если задана асимптотическая формула для 9 (и). Пример 
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РНЕ, 
построен для случая, когда а, = 7° и 
8-1 - 


1 = 
т: 8 Е ам 
9(№) — (2) * уче т ое 


(то. 


Выражаю благодарность А. О. Гельфонду и А. Г. Постникову, цен- 
ные советы которых очень помогли мпе в ходе работы. 


$ 2. Вывод асимптотической формулы для п (и) 


Имеет место соотношение: 


юр \ 1 44 (и) = а а (и), (5) 
причем ь з 
пи = Уи (т). (6) 
Е—=1 


Пусть имеет место соотношение (3). Преобразуем левую часть (5). 
В силу (3), имеем: 


а 
еАм*“— Сиб: = 4 (и) к еАм®- Си г 
где С — достаточно большая постоянная. 


Используя эти неравенства и производя замену переменны. и = и, ®, 
где 


получим: 


ем 9 (и) аа < \ Е 
0 0 


со 
— ео -ЕАмо \ е—+А (и) “—Амо-С (о) (о, 
—\ 


Так как — 93 -- А (и - 2)" — Аж имеет максимум, равный нулю при 
>? =0, а весь показатель при #_> Ей, где Е — достаточно большая по- 


25 
стоянная, становится меньше — 


>, то 


со 
\ е—\з (и) аи < е-чщ-РАчо Су", 
0 


Аналогично получается оценка снизу: 
со 


\ 4 (и) аи > ем НАщ—Сущ"., 
0 


Оценивая при помощи двух последних неравенств левую часть соот- 
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ношения (5), получим: 


защ — — .. ), (7) 


где 


р = Аа (4 — о). 


В дальнейшем наше исследование существенно опирается на таубе- 
ровы теоремы, дающие оценки остаточных членов. 

Постановка задачи и первые результаты в этой области принадлежат 
А. Г. Постникову [см. (*)]. 

Наилучшие оценки независимо получил Г. Фрейд [см. (2)|. Пример, 
показывающий, что оценку. Г. Фрейда улучшить нельзя, построил Коре- 
вар [см. (3)]. 

В работе (2) * НН ее результат: 

Пусть 71 (и) > 

со 


Е ($) = шеи = ТИ | + 7 (5)], 
0 


где $>0, интеграл сходится, 10, ‹— определенная в интервале 
- 0 <и< с монотонно возрастающая функция, [т (5) |< Со5*, С, и е— по- 
ложительные числа, не зависящие от $. Тогда имеет место оценка: 


уе) 4 = 5% (4 р (@)), 


| где 


|2 (2) | вез для 2>>2. 


* Заметим, что в одной из деталей доказательства работы (2?) имеется ошибка 
(стр. 306): именно, выражение 
. мы 9, ь 
зш(п— 1) 5 
м (0) = РЕГ 


911 
2 


не является, вообще говоря, полиномом от с03 0, а это используется в доказательстве. 
Исправление легко произвести, например, следующим: образом. Пусть 


1 1)0 т 
<; (2) = (а х = зт 0. 


<, (=) является полиномом степени 4№. Пусть, далее, 


ЕЕ о“ ре) 2 В), ав > 


4 

где с подобрано так, чтобы степень полинома была п, а с, подобрано так, чтобы 
тельство завершается 

п, (0) =1. Тогда пи (т —2„) и будет искомым полиномом и доказате р 

без затруднения. . 
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Прилагая этот результат к соотношению (7), получим: 
м р =: 
п (и) = 91 (и) = — ри И +2). (8) 
: Че 
Используя (8), из (6) найдем: п (и) = Ви? [1  р(и)], что совпадает 
< (4). 


8:3. Пример, показывающий, что оценку (4) улучшить нельзя 
Пусть 
р = [Нот 4 = [108 М], (9) 
где А — достаточно болышое фиксированное положительное число. 
Определим (/(М№, #) формулой 


И(М, = М (Са у р с 1 (сх (м) Не (10) 
я] м ег" —1 
где 
вед = [==]. 


Оценим величину (/ (№, #). Рассмотрим три случая: 
а вы 

П. «М1 <1< А ЕМ-1 ов М, 

Ш. {> 4 ЕМ№1 108 М. 

В случае 1 воспользуемся известным соотношением 


а 
Вы ды Са, | 
21—14 пы 
ЧУ В» = =. $2, 
где | 
< 1 
5 = У —т 
т 
Так как 


4 
УХ(— 1" = 
7” | 


если #<`4, то, считая, что М> Г, где Г — некоторая достаточно боль- 
‚пая постоянная, получим: 


в ах р | 
М =МмМ С" ЕС с = 
( 1+) 1=0 хх Та 4 
Б М-:-Р а + ра 
= М" С Е 1 (® р) 42 
( 4) В хе : < в о = “. 


Мо ры г (5 < м 1 (М) “= 
ЕС МЕН Е Е < МЕН а = Ем. (11) 
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В случае Ш 


И (№, 18] = №’ 2‘ = МН 105 2-м < 
ИЕ ая (12) 
Наконец, в случае П 


Н-да со 


М, = Мм" ое. р хи» е-ремонящь = 
С — 


2 


+ ы — 
ве г 2 (—1)'Са № (р + М-Е1 + Е р) некую 
9 = 


=001=0 т=1 
со 1 со 1 
ее ы п ва 
= я и (№, е )\ ше" 4ди — АА] ) НавеСЙН (13) 
7 0 7—1 0 


В этом соотношении [(см. (3)] 


и (№, 2) = мяС уаз (1 +=... 22) (1 — 217) = 


я 
р @ 
(Зерно. 

[2] 2 


Для функции и (М, 2) и ее производных по х мы имеем следующие 
оценки для любого 7: 


и(М, 2) < №11 (1 — 174 < М" шах 279 (1 — 2). 
0о<х<1 
а А < М * 105 2 
ААА: Е в — Ве Вы 
ТЯ (№, 2) < МУ М-1 (1 ее у —2 < МУ? 105 2. 
Легко видеть, что если д=е\‘ и # > 41 1ор М, то и для и(М, 1), 


как и для и» (М, 2) ии" (М, 2), имеет место оценка (12). 
Оба интеграла в (13) не превышают единицы. Поэтому 


ак 105 № 
[ м ] со 
ПИР) — я Му 1ов2 У МУН 1962 -ИМ 
Г т _ 4% 106 № 
мик 
= МУН 1052 102 № ме м" < Ре (14) 
ди (№,1) 
Таким же путем можно доказать, что для —= при соответству- 


ющих значениях { справедливы оценки (11), (12) и (14). 
Теперь мы можем построить функцию } (5) вида 


Сб шт, (и) 
т, 


0 
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р Е Е БЕ Е 
удовлетворяющую условиям: 
а) 1 (5) =0(5"); (15) 
6) /' (5) =0 (5"); (16) 
в) п, (и) — непрерывная фугкция, имеющая две производные при всех 
значениях и, кроме, может быть, целочисленных значении, при которых 
существуют односторонние производные, причем 


| (и) | < ит-1, (17) 
па (и) = 0; (18) 
$ 
г) пт (и) == о, (==) . (19) 
Пусть функция Р(г), г=1, 2, ..., будет выбрана так, что 


Ра, 
И, РЕ РО, ИИ, 
где р(”) и 4(г) определены соотношениями (9) при М = Р (г). 
Ш. Интервал’ Г (г) = {е`4Р-: (г), 4КР 1 (г) 105 Р(г)} не имеет точек, 
общих], о В ти 
Определим 
иап: (и) 


9=У (Ро, ое 


Тт=1 


где функция п. (и) на отрезке 
Т, = {Р(г) + 1, р(а-+ 1) +Р(т) + 1} 


будет задана формулой 
4 
п. (и) = \ м"- (с у са + С. 
р) [. 

Постоянные С, следует выбирать так, чтобы функция п, (и) была не- 
прерывной от 0 до со и постоянной вне интервалов Т„. 

Каждое $ принадлежит лишь одному интервалу / (г). Следовательно, 
для всех г, кроме, может быть, одного, ((Р(г), 5) удовлетворяет нера- 
венствам (411) и (12). 

Поэтому 

по ОКР (г), 9<я(1 к ит) <=. 
Такая же оценка получается и для ]' (5). 


Способ построения примера обеспечивает, очевидно, выполнение ус- 
ловий (17) и (18). Наконец, еслй взять 


1 
и (г) +2) [54], г=1, 2, ..., 
то тогда | 


п; (и р)—п (= М: (СауРен = + М" р. 


Отсюда следует выполнение условия (19). 
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Са НЕЕ РЕКЕ ОБЕ УР ЕКЫЕЕ Е вы ре ие ее 


Теперь уже легко построить нужный нам пример. 
Для последовательности 


$ $ $ 
ееидиаы 
где $ — любое положительное число, имеет место асимптотическая фор- 
мула 


5 


тв ВЕРЕ вер З ам 
в (№ — (2=) АОИ т 


(20) 
где 


Р (№) =а(М№) —9(М—1). 


Эта формула является частным случаем общей асимптотической фор- 
мулы, полученной в работе (“): 


Е 
ева 
Ее (21) 
где 


со 


8 = юв (1 —е “4: аз, 


Е: 
< определяется равенством 


а.4= 
АИ — Е рр 
Е (22) 
9№ 
Ра дб 
и 


х—1 


= я 
. 1 
Е Иш] 10 а, — у Юба, — Лора». 

Функция а,, из которой при целочисленных значениях аргумента и 


получается последовательность (1), должна была удовлетворять следую- 
щим условиям: р 


1 аа, а и 
г" = а <, 
(Т) 1 а, С, 


а бе = ТАЙ В < 1; 
а, 2 2 
ме 

при 2>г, где ф (и) > - с при и-—> -{ ©. 


Легко убедиться, что условие (ТГ) можно заменить следующим усло- 
вием, наложенным на последовательность (1): 


(И) 


(Га) аа < (1+ о >. 


а т 


В самом деле, если по заданной последовательности (1} определить 
функцию а,, считая ее линейной в каждом промежутке (г, г- 1) и 


непрерывной, то функция а, удовлетворяет условию (Т) при всех значе- 
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ниях г, кроме, может быть, целочисленных, при которых. однако, 
имеются односторонние производные, также удовлетворяющие усло- 
вию (Г). Легко убедиться, что при этих условиях для а, доказательство 
асимптотической формулы для р(М№) совершенно не меняется. 

Для построения последовательности, которая сильно отличалась бы 
от а, = 7, но для которой имела бы место формула (20), определяющая 
р(М№), используем функции ] (5) и п, (и), построенные выше. 

Пусть функция а», будет обратной для функции 


п, (и) = п (и) + Рп, (и), 
1 
где п (и) = из, р — положительная постоянная, выбранная настолько’ 
малой, чтобы п›(и) была возрастающей функцией и для а» выполня- 
лись бы условия (Та) и (П). 

Докажем, что асимптотическая формула для р(М№) в случае последо- 
вательности а», совпадает с (20) с точностью до постоянного множителя. 
Все величины, входящие в асимптотическую формулу (21) для а», мы 
будем писать с черточкой наверху (р (№), Т,, °,/). 

Соотношение (22) для а, = 7* можно записать в виде 


1 


м иди * 
ут : 
1 
откуда 
А 
эг(1+ > а. 
1 
М№ = Е ЖА (23) 
с $ 
Из (23) следует: 
Е ы о 
5 $ 8-1 $ © 8 
о=амМ + М +0(М т (24) 


Для определения р(М№,) мы имеем соотношение: 


если считать с =. 
Отсюда видно, ЧТО И ДЛЯ а5, мы имеем соотношения: 


А 1 4 
Е И 


г в Е 
о (м, т. (25) 


Если положить М = М,, то из (24) и (25) получим: 


в 


(№) —5(м)=0(М 8). (26) 
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Оценим разность Д (№) = Т, — Т.. 


д т. = 
Ввиду того что а и о, мы имеем (№, < №,): 
ва Г 
АА \ `ам = \ (8 — Зам = 
М, м, 
ле. ми 
=0(} м Нам) =0(м Ой 
м, 


Это соотношение показывает, что варианта Д (М) удовлетворяет прин- 
ципу сходимости Коши и, следовательно, существует предел 


Ш (Т.—Т,)=М. (27) 
Оценим разность / — 7. Если с = 0, то из (16) видно, что 
Г() —Т() =0(*). (28) 
Ввиду (15), мы имеем [см. (“4)]: 
9Г д 
КАМИ) =0 (|5; ММ) 
Из (28) и (29) выводим: 


) г 0(=— «^) —=0(*—). (29) 


Г(№)— Т(М№) = 0 (9—1. (30) 
Из (26), (27) и (30) следует, что 


где С, — некоторая положительная постоянная. 

Просматривая ход доказательства . формулы (20) в работе (4), легко 
видеть, что если изменить один член в последовательности (1), напри- 
мер, а, на а, то формула для р(М№) умножится на 2+. Таким образом, 
меняя только один член последовательности ао», мы можем добиться 
того, чтобы 


НЕЙ В 1 
2 


о 1 И 
РМ) — в(М) + (2=) г там ее ам +1, 


В то же время, ввиду (19), имеем: 


1 
1 => 


— $ 
би) и" Но, (№). (31) 
Суммируя от 1 до М, легко получим: 
Е ть ыы 21: 
а(№)— 9 (№) — (28) У М Зона. (32) 


Соотношения (31) и (32) показывают, что оценку (4) улучшить нельзя. 

Наш пример построен для частного вида 4 (№). Используя формулу 
(21), можно, по всей вероятности, показать невозможность усиления 
оценки (4) и для функций 4(и) весьма общего вида. 

Относительно усиления полученных выше результатов можно выска- 
зать следующие предположения. Оценку (4) нельзя усилить, даже если 


284 Г. А. ФРЕЙМАН 


асимптотическая формула для 4 (и) будет задана с относительной ошиб- 


кой где -— любое сколь угодно большое положительное число. 


и* ' 


Оценка 


п (и) = Ви? О (и), В, < В, 


получится в том случае, если оценка остаточного члена в формуле для 
4(и) будет О (еС"*) при 1084 (и) — Аи, где а, а, а В, зависит от © и 9. 


Поступило 
15. П. 1954 
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Н. К. БАРИ 


О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПОЛИНОМАМИ ДВУХ СОПРЯЖЕННЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе дается ответ на следующий вопрос: при каких условиях, 
наложенных на скорость стремления к нулю наилучших приближений 
некоторой функции, наилучшие приближения сопряженной функции 
стремятся к нулю с той же скоростью? 


Как известно, если }(5) непрерывна и 


7 (5) — = + № аъ 0$ 7х -- изш пх, 


0—1 


то сопряженная функция 
со 


Я (@) >= ‚> Ь,, с0$ Их — авзш их 
0—1 
может быть разрывной. Поэтому если обозначать через Ё„ (4) наилучшее 
приближение функции Ч, (2) тригонометрическими полиномами порядка 
не выше п, то из условия Е„(/)->0 при п->со не следует Е„(№-—0. 
Но даже если /(2) непрерывна, ‘возникает вопрос, что можно сказать 
о скорости, с которой ее наилучшие приближения стремятся к нулю, 
если это известно для наилучших приближений } (7). 

Цель настоящей статьи — дать ответ на этот вопрос, а также 
сделать выводы, касающиеся модулей непрерывности двух сопряженных 
функций. 

Определение. Условимся говорить, что функция $(6), определен- 
ная на 0 <5<2мт, входит в класс Ф, если $(5) монотонно не убывает 
на О < 2т и 9(0) =0, но $(5) = 0 для 8 = 0. 

Приняв это определение, можем доказать такую теорему: 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть $(5) входит в класс Ф. Рассмотрим 
все непрерывные Функции }(х) с периодом 2к, для которых 


в()=0 [+ (+) (1) 


Если 


о ы 
ра, [з ва |? 
Е=пв 

то для любой функции }(т), удовлетворяющей условию (1), имеем: 


в.) =0 [®(-). (3) 
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Если ряд 


Г: (4) 


слодится, но 


ыыы +0[(+)] 65 


то для всякой }(5), удовлетворяющей (1), сопряженная 7 (2) непрерывна, 
но можно найти такую }(т), для которой условие (1) справедливо, а для 
ее сопряженной }(2) условие (3) не выполнено. 

Наконец, если ряд (4) расходится, то можно найти непрерывную 
1 (2), удовлетворяющую условию (1), по имеющую разрывную сопряжен- 
ную функцию 1 (1). 

Заметим, что если $ (8) = 5“, где х — любое положительное, то усло- 
вие (2) выполнено. Поэтому из 


Е» (]) =О(т"=) 


следует 
Е„(/) =0О(п-=). 


Этот результат для случая 0<«<_1 вытекает непосредственно из тео- 
ремы И. И. Привалова (8) о функциях, удовлетворяющих условию Лип- 
шица порядка «, 0<о<1, и из теорем С. Н. Бернштейна и Валле- 
Пуссена, являющихся обращением теорем Джексона. Случай х=1 
разобран А. Зигмундом (7), доказавшим, что Условие 
1 
п 
влечет условие 
т 4 
Е ()) =0|-). 
п 
Для доказательства основной теоремы нам понадобится ряд вспомо- 
гательных предложений. 


4 
со 
э(®) 
ЛЕММА 1. Если ряд р —/ сходится и его члены стремятся 
кт 
х нулю монотонно, то для любого п 


К=п р=0 ори 


Так как члены ряда убывают монотонно, а число членов в каждой 
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сумме равно 27и, то 
33 * (==>) ВЕ — Ф - 
2+ к 22. 
В <% 2 
р=0 27 Е—п к р=0 27 ; 
откуда и вытекают неравенства (6). 
ЛЕММА 2. Если выполнены условия леммы 1 и 
1 
= ++ 
К 1 
Ве 
К=п® 
то и 
1 
< ?(+) 1 
| У 
К=2% 
Действительно, в силу условия леммы, можно найти такую после- 
довательность 
У к, ПЖ 
что 


О 
к=п; 7 


т 
х аа (8) 


где и;—> со при / > со. Но в силу леммы 1 справедливо (6), значит 


еее 
=2п, р=0 7 


— р п; 2 2п; =” 
со 1 ) 
3 И - О-о © 
Следовательно, в силу (8) и (9), 
1 
а 
Кот; фи 2. 
те — 5 в; 1—> с, 


т. е. формула (7) доказана. 
ТЕОРЕМА 1. Если ©(5) входит в класс Ф и 


ев 
и 
К=т 


то у любой непрерывной периодической Ч (2), для которой 


(10) 
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существует непрерывная производная $ (1); если же 


то можно утверждать, что 


Е, =0[е (| :(41) 


Доказательство *. В силу (10), для всякого п найдется триго- 
нометрический полином Т»(7) порядка < п, для которого 


° (>) 


п ) 


|9 (2) — Т»(2)| < А (12) 


где А — постоянное. 
Рассмотрим ряд 


Т» (2) + У [Тр (2) — Гр, (2)]. (13) 
р=0 


В силу (12), он сходится равномерно к Ч (2). Кроме того, имеем: 


| Тура, (2) — Тур» (2) | < |Т „ры (2) — Ч (2) [+ [Ч (2) — Тр, (т) |< 


1 Л 1 
<А эт ЧА Е) ал "(е) (14) 


Так как Т.р+а, (2) —Т»„(2) есть тригонометрический полином по- 
рядка не выше, чем 22", то по неравенству С. Н. Бернштейна, в си- 
лу (14), имеем: | 

4 
( 2Рп 


Ф 
О ’ + 1 
| Та» (5) к Тарь (5) | = р ь пА ор — 4 Ах ( ор ). (15) 


* Доказательство этой теоремы можно было бы получить из теоремы 10 и след- 
ствия 10.1 работы С. Б. Стечкина ($). Действительно, полагая там г =1 (и употреб- 
ляя обозначения, принятые в моей работе), имеем: если 


со 
УЕ, (9) < +, 
п—1 
то Ч (2) имеет непрерывную производную ф (1) и 


выс +9, + У в, ($) } 


К—п-+1 
Отсюда, поскольку 
1 1 $2 1 1 
ВР) (т(ж.)) = У *(+) -0(+ (+). 
К=и 


находим: 


со 


Вы 4 те (+) + Х + *(+} =0(з(:-)). 


К 
Для удобства читателя я предпочла дать полное доказательство теоремы 1 в тексте . 
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Результат почленного дифференцирования ряда (13) есть ряд 
Тъ (2) + У [Тарчаь (2) — Турн (1). (16) 
0=0 
В силу (15) и (6), 


У, [Тура (®)— Тр, (2) | <4А 
2р=0 


е это [Е 
саме Зы) ны 3) 


$ °(®) 
я 
а потому, в силу сходимости ряда ий ‚› обусловленной  теоре- 
К=1 
мой 1, имеем: 
[>=] 
У, [Гра (2) — Тур, | < ви, (17') 
р—0 


где е„->0 при п->со; если же функция $(8) удовлетворяет усло- 
вию (2), то 


У Гры, ® — Тв < вз(>), ат’) 
7—0 


где В — постоянное. 

Из (17') или (17") следует, что ряд (16) сходится равномерно, при- 
чем, будучи результатом почленного дифференцирования (13), он дол- 
жен сходиться к производной от Ч (5х); значит, 4” (1) = $ (2) непрерывна. 
Кроме того, поскольку $(5) есть сумма ряда (16), из условия (2) 
следует, в силу (17"), что) 


9—7, @< УГ, -Т,, (@)1<В%(,). (8 
р=0 


,! 72 
Так как Т,(2) есть тригонометрический полином порядка не выше 
п, то из (18) следует: 


Е (9) =0 [ (-, 
и теорема доказана. 


Замечание 1. Еще Валле-Пуссен доказал [см. (4), стр. 53], что 
если 


1 
ты 
У > 
К=1 
с и 4 (2) удовлетворяет условию (10), то производная от \ (2) существует 
и непрерывна. Он показал также на примере [см. (“), стр. 60], что 
если 


ты, 


т == 
К=—1 
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то производная от 4(1) может оказаться разрывной. Таким образом 
в теореме 1 новой является лишь вторая половина. Все же для пол-. 
ноты картины было целесообразно сформулировать результат так, как 
это было сделано. К тому же и доказательство теоремы Валле-Пуссена 
получается в процессе доказательства второй половины теоремы :й 

Замечание 2. Можно показать на примере (хотя в дальнейшем 
это нам не понадобится), что условие 


Я 
Я: -0[(»)] © 
является и необходимым для того, чтобы из 
‚(1 
в. -о| (10) 
вытекало 
Е» (4) =0 Ё (--). (11) 


Другими словами, если 


то можно найти такую (т), удовлетворяющую условию (10), для кото- 
рой существует непрерывная производная Ч” (2), но для этой Ч" (1) 
условие (11) уже не выполнено. За такую функцию (т) можно при- 
НЯТЬ 


$ *(=) 
38 (2) = № = 1 Ах 
К—1 


Доказательство того, что она удовлетворяет требуемым условиям 
д В В ы 
оудет дано ниже. 


ТЕОРЕМА 2. Если 3(5) входит в класс Ф и 


5 о] г 


К—п 


то для любой непрерывной } (т), для которой 
1 
в, (0 =0 [+ (+) (1) 


ее сопряженная }(х) удовлетворяет тому же условию, т. е. 


в =0[+(-,)| (3) 
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Доказательство. В силу (1), для всякого п найдется такой 
тригонометрическии полином &, (1) порядка не выше й, что 


|/(®) — 1, (@)1< 4 (1), (19) 


где А — постоянное. 

Не нарушая общности, можно считать, что 71 (<) и & (1) не имеют 
свободных членов. Обозначая через Ё (2) и Т„ (2) примитивные для / (2) 
и & (1), а через К (2) и Т„ (5) — сопряженные к ним функции, в силу 
(19) имеем: 

1 
| (9) — Т, (9) 1 < Аз (-,), 
а потому по теореме *, доказанной Фаваром (!) и одновременно Ахиезе- 
ром и Крейном (2) [см. также Зигмунд (3)], найдется такой тригоно- 
метрический полином *„(х) порядка не выше п, что 
я 48% (=) 
17 (2) — Ти (2) — <» (2) < ———, (20) 


1 


где В — абсолютная константа. Шо Т,(2)- *„(2) есть тригонометри- 
ческий полином порядка не выше п, а потому из (20) следует: 


Е, (Е) = 0 °С») (21) 


Но, на основании теоремы 1, из (21) и из условия теоремы 2 полу- 
чаем: 


Е (®)=0[з (+, 


а так как Ё’ (1) = / (2), то тем самым теорема 2 доказана**. 
Из теоремы 2 следует, что первая часть утверждения, высказанного 
в основной теореме, уже доказана. Нам остается изучить, что происхо- 
дит, если 
г 1 
о ®(+) 0 й 
К Е *\п 
К=т . 
7% 
5 ф > 
или если ряд ь ‚^ расходится. 
К =1 


* Упомянутая теорема формулируется так: если 5 (2) — периодическая и 
|2’ (2) | <М, а 8 (1) — сопряженная к # (2), то для всякого п найдется такой триго- 
нометрический полином порядка не выше п, для которого 

= М 
18 (2) — т, (2) <В-,, 
где В — абсолютная константа. 

** В беседе с С. Б. Стечкивым, где я сообщила ему формулировку теоремы 2, 
он отметил, что этот результат можно было бы вывести из неравсиства 


[ т 

„бов ф+ Х вы, 
№=т 1 

которое ОН умеет доказать; доказательство должно появиться в его работе () сопря 


женных функциях. 
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Уно —— НА 
С этой целью докажем сначала теорему, которая будет полезна в 
обоих этих случаях. 
ТЕОРЕМА 3. Если а, монотонно убывают и стремятся к нулю, то 
для функции С (т), определяемой рядом 


со 


(1) = У —* пил, (22) 
имеем: ет 
Е» (@) = О (ал). 


Заметим, прежде всего, что в силу монотонности а» ряд (22) сходит- 
ся в каждой точке. Как известно, 


11 Ах 


[5 |<М (п=12,..,; —®«=<+ 0), 


где М — абсолютная константа. Поэтому, применяя преобразование Абе- 
ля, что законно, так как 


з 
аа ыы ат |< < Ма», —>0 при т-> со, 
5—1 


находим: 
а и 511 Ах 
О НЕ 
со т Ч 
Е $11 ]2 _ 511725 
= № ее < 
К—п- 7—1 7—1 
< Ман. - Мал = О(а,), 
а потому 


Е» (С) = О (ам), 


что и завершает доказательство теоремы. 


© Ф|!]— 
ТЕОРЕМА 4. Если $(5) входит в класс Ф и о Е ®(=) < + о, но 


К=—1 
() 
?\* 
Г: 


[2 (=) 6) 


то можно так подобрать непрерывную ](х), что 


К=п 


в.) =0з(*) (1) 
и сопряженная 7 (х) непрерывна, но 
в, +0[+(+)]. (23) 


В самом деле, если положить 


Л 
1(@) = у *(+) за их, (22) 


—1 
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1 
71 (2) = — № ы (+) соз Ёх, (24) 


К=1 


то оба ряда (22) и (24) сходятся равномерно, значит, / (2) и 1 (2) непре- 
рывны. В силу теоремы 3, условие (1) выполнено. Остается доказать 
формулу (23). 

Покажем, прежде всего, что 


= ЕЕ. (+) 
В (25) 
` К=2т 
Действительно, по известной теореме Валле-Пуссена [см. (“)], если 
1(х2) изображается всюду сходящимся к ней рядом Фурье, то, обозначая 


через 5„(2) частные суммы этого ряда, для любого ри О<л<2к 
имеем: 


5„(т) ЧР 9055г Зар (=) 
Р 


7(2) — < 2" РЕ, (7, 


и, в частности, для р =п имеем при всех 5: 


5 (2) ЕЕ мы ая бет (2) 


п 


0-41 ®— 


Полагая 
В» (2) = 1 (7) —5*»(2) 
и замечая, что при х=0 все В, (0) имеют один знак для п = 0,1,2,...и 
4 \ 
и 
[А (0)= У —^, 
=пи-1 


находим, в силу монотонного убывания | В» (0) |: 


к. ль |> 
1 
>= )=+ У "(Е (26) 


К=от 


Итак, формула (25) доказана. 
Обратимся теперь к лемме 2. На основании этой леммы, из условия 
теоремы, т. е. из выполнения (5), следует (7), значит, 


ЗИ +] ея 


Сопоставляя (27) и (26), мы видим, что (23) имеет место, т. е. теоре- 
ма 4 доказана. 
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Замечание. Теперь мы можем доказать утверждение, высказанное 
в замечании к теореме 1. Действительно, пусть 


Пусть, далее, 


Тогда, полагая 


мы видим, что ф(52) непрерывна и 4” (5) = $ (5). На основании теоремы 3, 
4 
®(+ 
полагая ак = 


‚ выводим: 


С другой стороны, $ (2) = —}(2), где }(2) определена формулой (24), 
а так как при 


с 
справедливо 

Е, ®+0|з(-,)|, 
то значит и 

Е, (9 +0[3(-,|, 


и доказательство закончено. 
ТЕОРЕМА 5. Если +(8) входит в класс Ф, но ряд 


растодится, то можно найти непрерывную (т), для которой 
в ()=0|+(-,)], 


но ее сопряженная }(т) разрывна. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно снова обратиться к рядам (22) 
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(=) 
Фф — 
п 
п 
интервале (—6, 2* —5), где 6>0, но, кроме того, для / (4), определя- 
емой рядом (22), в силу теоремы 3 условие (1) выполнено. Что же ка- 
сается функции ]/(2), то она, как легко видеть, разрывна при 2 = 0. 


Тем самым теорема 5 доказана. 


Соединяя теоремы 2, 4 и 5, мы видим, что основная теорема дока- 
зана полностью. 


Таким образом условие 


5-е а 


и (24). В силу монотонности 


‚› они сходятся равномерно во всяком 


следовало 
в. -0[»(1]. 


Покажем, что условие (2) можно высказать и в другой форме, поль- 
зуясь следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 6. Если $(5) входит в класс Ф, то условие (2) эквивалент- 
но утверждению: существует константа С`>1 такая, что 


р (5) 


р 


Для доказательства этой теоремы установим предварительно справед- 
ливостТь одной леммы, касающейся числовых рядов. 


со 
ЛЕММА 3. Пусть члены ряда у и, монотонно убывают и стре- 


Т—1 
мятся к нулю. Для того чтобы 


у ик =О (ип), (28) 
К— 


необходимо и достаточно, чтобы нашлось такое 0, О 0<1, и такое 
целое 1, что 


< би, (пП=1,2,...). (29) 
Условие необходимо. Возьмем любое 0, 0 < 60< 1. В силу (28), 
„ 
У к < Аш (А 1). (30) 
К=—® 


Положим 
1=|5]. (31) 


296 Н. К. БАРИ 


Тогда, в силу (30), будем иметь: 


пы со 
(1-1) ин < Уш < У < Аим, 
К=п К— 


откуда, в силу (31), 
пн < 


Таким образом необходимость (29) доказана. 
Условие достаточно. В самом деле, если (29) выполнено для 
некоторого < 1 и целого [, то 


Въ = ив и +... Рин + ба на +... Не-а +... < 
<. Шн ры +... Зы +... Т, 


откуда 
Я: —=@ (и) 


и, значит, (28) имеет место. Лемма 3 доказана. 
Переходим к доказательству теоремы 6. Сказать, что (2) выполнено, 
это значит сказать, что найдется такое постоянное А, для которого 


-.: з(.) 1 
Ув < 44) (32) 
К=ъ 


В силу леммы 1, из (32) следует: 
а. 1 1 
з У (ын,) < 42 (), 
р=о0 


откуда, полагая п = 2*, найдем: 


ен) < 24= (1). 
2 


Следовательно, 


ен) «ванн (96 


т. е., полагая 


НЕО (==) , (33) 
имеем: \ 
ва: 08 (34) 
К= 


Итак, если (2) выполнено, то для чисел их, определяемых (33), спра- 
ведливо (34). Но и наоборот, если (34) имеет место, то 
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Хе (#)=0[+ (+). (35 
ее 
Для любого п можно подобрать $ так, чтобы 
а (36) 
Тогда, в силу леммы 1 и условий (35), (36), имеем: 
О, 5 ©. 


К=т п К—о8- 


«ен ия Зы ен чо] 26) 


т. е. мы убедились, что условие (34) влечет условие (2). 

Итак, если (33) имеет место, то (2) и (34) эквивалентны. 

Но, в силу леммы 3, условие (34) эквивалентно существованию та- 
кого 0<1 и такого [, что имеет место (29); значит, (2) эквивалентно 
утверждению: найдется целое [ такое, что 


# ? (==) < ва пе 2 не, 9000) (37) 


Остается доказать, что (37) влечет существование такого С>>1, для 
которого 


Ф (С5) 
Ив (5) Е, (38) 


и, наоборот, что (38) влечет (37). 
Действительно, пусть (37) имеет место. Положим 


С = на, 
и пусть 6 — любое, лишь бы < Найдем такое п, чтобы 
И 1 
от-Н-а < 5 — тЫ я 


Тогда имеем: 


в силу (37). Итак, 


для любого <, т.е. (38) имеет место. 
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ПЛЗ ыы ое але бе ЛЕЗЬ Нео бити АА 


Обратно, если (38) имеет место для некоторого С>>1, то подавно 
оно имеет место, если С увеличить. Поэтому, выбрав целое 1 так, чтобы 


6 


Ре 
находим: 

$ (28) 
для всех достаточно малых д. 


Полагая 9 = т ‚ имеем: 1 и 
2(8) < 69 (2'3) 


| 
для всех достаточно малых 0. Значит, в частности, для 8 = — 


п =4,2,3,.., имеем: 


а это и есть условие (37). Теорема 6 доказана полностью. 

Объединяя теорему 6 и основную теорему, можно высказать следую- 
щее утверждение. 

ТЕОРЕМА 7. Для того чтобы у всякой функции ](т), для которой 


Е, (9 =0[$(,), 


сопряженная }(х) также удовлетворяла условию 


59-0» (#) 


(где +(5) входит в класс Ф), необходимо и достаточно, чтобы для неко- 
торого С`>1 


Ци 9 (8) > 1. 


Замечание 1. Зигмунд (3) доказал *, что если р>1 и для неко- 
торой $(2) выполняется условие: 


|8(#- №) —8(2) |2 < М|®]| 


(М — постоянное), то 


[18 (2) — виа (9) р РМ, 


где $ (2) — сопряженная к в (+), в (2) —фейеровская сумма порядка п — 1 
для ее ряда Фурье, а В — абсолютная константа. 

Опираясь на эту теорему и почти дословно повторяя доказательство 
теорем 1 и 2, приходим к выводу, что если р> 1, а $(5) входит в класс 


* Доказательство можно найти также у Ахиезера [см. ($), стр. 245]. 
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Ф и удовлетворяет условию 


и 


57-5] 


или, что то же самое, условию 


з Ф (С5) 
и Ф (5) . 


для некоторого С `>1, то из 


в) =0[+(х] 


следует 
0-06 


Здесь через Ез(ф) обозначается наилучшее приближение некоторой 
функции $(5) в метрике пространства Г. 

Однако для р>1 этот результат не интересен, так как из теоремы 
М. Рисса, согласно которой 


ПУ < Ар У р 


для любой $(5) следует: если Ел (]) =0[е (;-), то 


ЕВ (Л) < А» Е (]) = о (,.) | 


п 


Таким образом, высказывать теорему имеет смысл лишь для простран- 
ства Г. Является ли условие (38) в этом случае и необходимым (как . 
это было в случае пространства С), я не знаю. 

Замечание 2. Полученный здесь результат позволяет сделать вы- 
воды, касающиеся модулей непрерывности данной и сопряженной функ- 
ЦИЙ. 

Прежде всего напомним две теоремы С. М. Лозинского [см. (5)] (мы 
сформулируем их в принятой уже здесь терминологии и обозначениях). 

'`ЕОРЕМА ЛОЗИНСКОГО 1. Пусть (5) входит в класс Ф, А — нату- 
ральное и найдется такое С`>1, что 


па Ф(С5) 


к, | 1 
Па) < (1.1) 


Тогда, для того чтобы у функции ] (12) модуль непрерывности порядка 
К удовлетворял условию 


к (5, /) =О[®(5)], (1.2) 
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необходимо и достаточно, чтобы 
Л 
(0 =0[ („| - (1.3) 


Если же числа С`>1, удовлетворяющего (1.1), не существует, то 
найдется непрерывная / (57), для которой (1.3) имеет место, а (1.2) не 


выполнено. 
ТЕОРЕМА ЛОЗИНСКОГО 2. Пусть Ё иг— натуральные, $ (5) входит 


в класс Ф и существует С`>1 такое, что 


м Ф(С5) _ Ф(С5) Г: 2.1 
Е (7.1) 


Тогда, для того чтобы 
еж (Д”, 8) = 0 [+(5)]/ (2.2) 


необходимо и достаточно, чтобы 
Л Л 
Е.) =0[5;9 (-.|- (2.3) 


Если же числа С`>1, удовлетворяющего (2.1), не существует, то 
найдется } (7), у которой /(") (1) непрерывна и (2.3) выполнено, но (2.2) не 
имеет места. 

Мне не понадобятся эти теоремы полностью, но я привожу их потому, 
что чтение работы С. М. Лозинского навело меня на мысль ввести в 
рассмотрение условие (38), фигурирующее в теореме 7; кроме того, 
«положительная» часть теоремы 1 Лозинского мною будет сейчас 
использована. 

ТЕОРЕМА 8. Пусть $ (5) входит в класс Ф и для некоторого нату- 
рального Е найдется С`>1 такое, что 


1< Ив Ф(С5). кт По Ф(С5) 


о 
5 $(8) Уз. $ (5) о (39) 


Тогда если для некоторой непрерывной периодической }(т) имеем 


вх (8, /) =0[9(8}], (40) 
то для сопряженной с ней 7(т) имеем также: 
х (8, )=00)]. (41) 


Доказательство. В силу теоремы 1 Лозинского, из (39) вытекает, 
что (40) влечет за собой 


в) =0[+ (+). (42) 


„0-06 (:]. 


откуда, снова в силу теоремы 1 Лозинского, выводим: 


вх (8, 1) =О[® (51, 


что и требовалось доказать. 
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Следствие, Полагая х (5) = 5*, где 0 <«<1, мы видим, что для 
К =1 и для любого С>>1 условие (39) удовлетворено. Поэтому из 


о (6, /) =0 (5°) 


следует 
(8, /) =О (5°). 


Это есть известная теорема И. И. Привалова [см. (5)] о функциях, 
удовлетворяющих условию Липшица порядка «, 0х1. Если « =1, 
то условие (39) не имеет места при А =1, и это вполне понятно, 
так как известно, что теорема И. И. Привалова для «=1 уже не 
верна. Однако при х =1 и й=2 условие (39) имеет место, значит, из 


оз (5, /) =0 (5) 


следует 
‹э, (8, /) =0 (8). 


Этот результат принадлежит Зигмунду [см. (?)]. 
Но и при любом «>0 условие (39) выполнено для © (5) =д“, если 
Ко, а потому 


«к (8, /) =0 (8%) 


влечет 


ок (5, /) =О (5"), если >о. 

Замечание. Весьма возможно, что условия теоремы 8 являются 
и необходимыми, т. е. если для заданного Ё не существует такого С >> 1, 
для которого (39) имеет место, то найдутся такие / (1) и /(5), для кото- 
рых (40) верно, а (41) не выполнено. Однако мне этого пока не удалось 
доказать. К сожалению, теоремы С. М. Лозинского, так же как и при- 
меры, подтверждающие необходимость его условий, до сих пор остаются 
лишь опубликованными в «Докладах Ак. наук СССР» без доказательств. 
Весьма возможно, что эти примеры послужили бы к подтверждению 
гипотезы о необходимости условий теоремы 8, но я их не умею построить. 
Положительную часть.теорем С. М. Лозинского мне удалось восстано- 
вить и воспользоваться ею для получения теорем, касающихся наилуч- 
шего приближения функции с периодом 2л на отрезке [а, 6] длины, 
‘‚меньшей, чем 2т [см. (15]]. 

Я позволяю себе обратить внимание читателя на эту работу, так как 


ее тематика тесно связана с содержанием настоящей статьи. 
Поступило 


15. УГ. 1954 
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9. АПАРИСИО БЕРНАРДО 


О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ МНОГОЧЛЕНОВ С ЦЕЛЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ И О ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ 
В СРЕДНЕМ МНОГОЧЛЕНАМИ С ЦЕЛЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


нем приближена на отрезке [а, 6], 6 —а<_4, многочленами с целыми 


В работе доказано, что всякая функция класса /› может быть в сред- 
коэффициентами. 
| 


$1 


В настоящей работе рассматриваются некоторые вопросы, относящие- 
ся к многочленам и квазимногочленам с целыми коэффициентами ‘и 
исследуется задача приближения функций в среднем многочленами с 
целыми коэффициентами. 

Основным результатом работы является доказательство возможности 
приближения в среднем функций класса Г, многочленами с целыми 
коэффициентами на отрезке длины меньше четырех. 

1. Пусть на отрезке [0, )] задана линейно-независимая система 
функций 

Фо. иФь (уг. 
класса [», а 0 (2) >0 — функция того же класса; мы предположим, что 
И (2) =0 разве лишь на множестве меры, равной нулю. 
ТЕОРЕМА. Для любого натурального п существует многочлен 


с иелыми коэффициентами т1,..., 7» вида: 
п 
Рь (х) = У} 2х фк (1) (1) 
=—1 
такой, что 
А т 
0 (2) Р* (2) 42 < т, (2) 
0 
где 
@11...@т р 
Е ‚ ак = |0 (2) 94 (2) 9» (4) 42. (3) 
Сил . пп 0 


Доказательство. Согласно общей теории ортогональных много- 
членов [см. (!)], система функций 


%=1, 2....) (4) 


бое ешо 


вк (®) = У 
к (7) = 
А К @к-—1,1... @к—1,к 
ф: (2)... фк (2) 
0* 
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является ортонормированной системой веса И (7), т. е. 


х 0, если АЕ 4, 
ка = | О (2) 9х (2) фа (2) 41 = (5) 
о 1, если Ё = 4. 


При этом если 


_ Фи (2) = Вик Фх (2) + Ва, к Фи (2) +... +В к $: (2) (®=1,2,...) (6) 


есть разложение функции фк (2) по системе функций $, (2), ф» (2),..., то 
коэффициент Вкк вычисляется по формуле 


Вкк = рева Е (7) 


С другой стороны, разлагая фи (2) по функциям ортогональной си- 
стемы (4), мы из (6) найдем: 


фт (2) = ь т, в Фз (7), (8) 
8=1 
где 
= И —=- (тт =, Зач). (9) 


Для простоты выкладок здесь положено А, =1. 
Желая оценить ера 


= |0 (Уна (10) 


К=1 


при целых значениях Хх, А =1,...,п, заменим каждую из входящих 
в подинтегральное выражение функций %; (1) своим разложением (8) по 
функциям ортогональной системы (4); тогда рассматриваемый интеграл 
примет вид: 

п Е 2 ^ п 


= 0 (8) (У У хи, (®)) аг= 10 (2) (У [У Ха + (ат, (11) 


К=1 $=1 0 $=1 А=8 


откуда заключаем, что 
т=У [Уьх, |. (12) 


Согласно теореме Минковского о линейных формах, существует нетри- 
виальная система целых чисел Х,,...,Х„, удовлетворяющая системе 
неравенств: 

п з 
У: Х» сам с (13) 


К=8 


где А — определитель системы`форм, входящих под знак модуля в левой 
части (13). Учитывая (9), мы можем этот определитель выразить через 
определитель (3) заданной системы так: 


= И 


К=1 


=УАД,. (14) 
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Если Х,,..., Х„ — целые числа, полученные из теоремы Минковского, 
то интеграл (10) оценивается согласно (12), (13) и (14) следующим 
образом: 

юз г 
Г УА" =п Ап, (15) 


$=1 


что и требовалось доказать. 

Доказанная теорема без труда обобщается на случай многочленов от 
нескольких переменных. 

В метрике С приведенная теорема была доказана И. Н. Сановым (7). 

2. В 1894 году Д. Гильбертом (?) было доказано, что задача опреде- 
ления многочлена с целыми коэффициентами 


Ро е- о ак ЖК, (16) 
к—0 


допускающего на отрезке [х, В] наперед заданное средне-квадратическое 
уклонение =< 1, разрешима, если В —х< 4. Следующая теорема пока- 
зывает, что эта задача разрешима и для отрезков длины болыше четы- 
рех, если рассматривать многочлены несколько иного вида. 

ТЕОРЕМА. Пусть 0%) <),<...<\М-... — монотонная после- 


п 5 

довательность действительных чисел. Положим 5 = У №. Если т — ® 
К : т 

при пос, то при любых =>0 и \_>0 можно найти многочлен с 


целыми коэффициентами вида 


Р‚ (1) = У ак =^* (17) 
1 
такой, что 
Рае (18) 


т 


—>> 


Доказательство. Применяя предыдущую теорему к системе 
функций 
ЕН Оо. 


мы получим, что для веса 0 (7) =1 существует многочлен с целыми 


коэффициентами вида (17), для которого 


х 1 


у (2) 4 <тА", (19) 
0 
где А„ имеет вид: 
Нм ЗЕНА 
Пе оО ВЕАЕ и М не (20) 
Ая Р-НА 


Элементарные преобразования показывают, что указанный определитель 
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можно представить так: 


25; Акт 
Са т рем (24) 
А» = = П 1+, + ^, 
п (1 ры 2^,) К >8 
К—=1 


Поэтому, обозначая интеграл, стоящий в левой части неравенства (19), 
через /„ и используя очевидное неравенство 


1-2, 
АА ^ Л Ака 
О р фест (22) 
— 2%. +1 
ААА, 
найдем, что 
2/ п а п ; 1+2^. \ 
(2 н ит) тя 
[в <тп»е р (23) 


Нетрудно заметить, что если $< Ё, то 


р бы 
ее А (24) 
1+2, 
а потому неравенство (23) только усилится, если заменить ——_— на 
2 № -Р^, 
^ 
>. Таким путем мы получим, что 
к 
„5 
НИЕ. РВ ое 
п 2 Е Ак . 
па (25) 


В дальнейшем будем предполагать, что ^, 0, ибо в противном слу- 
чае 


п — У Ня 
К—2 


а ^, 0, и последующие вычисления проводились бы совершенно ана- 
логично, с тем только различием, что в соответствующих местах фигу- 
рировало бы п—1 вместо п и )., вместо )., что не умаляет общности 
рассуждений и не влияет на окончательный результат. Итак, пусть 
\, +0; покажем, что сумма 


А == — 
уу - (26) 
растет быстрее, чем п|с п. 
Отметим, что в условиях нашей теоремы 


ы: 


А (п) (27) 


Уз < У 


К—1 
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и потому 
9 =0(12) < Сп (28) 
при некотором С`›>1. 
Представим сумму (26) в виде 


п п 
УЕ, (29) 
к—8 и—2 ый: 
где 
$ 
К—1 
Тк = . 
5 
Величины 2,,..., т"! удовлетворяют условию 
а ВР Е (30) 


Применяя метод множителей Лагранжа, найдем, что минимум выра- 
жения (29) при условии (30) достигается при 
т: = 15 =... = Фи =Ё - (31) 


поэтому 


х > И. (32) 


Ша т 0: (33) 


мы получим возможность усилить неравенство (32), заменяя 
1 1 


1” * через 12°. Тогда 


- „— 1) 2 
УС, (34) 


при достаточно большом п, где С, — некоторая положительная константа. 
Теперь ясно, что 


5. ОНО Ее оч О. о (35) 
У 29-2 И, о жа 
К—2 К=2 К=1 

#2 № р 


при достаточно большом п, где 0<С,<1 — постоянное число. 
Неравенство (25) усиливается так: 


= (был, — у 3 (36) 
[. < №е 
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Покажем теперь, что 


п 

5 : 
ую (37) 
п К 


при п-> со. 
Пусть М — любое положительное число. Возьмем т столь большим, 
чтобы при п > т, выполнялось условие 


бы МА (38) 
Заметим, что 
Й п 5% М п , й М т $ 9 
5. с ее АР а 
К—1 К-=п. {1 К =1 


Возьмем число п, > то столь большим, чтобы при п> п, было 


ан (40) 
т 
тогда 
ее 
она, (41) 
1 


при п>п., что и доказывает справедливость соотношения (37), ибо число 
№ может быть взято сколь угодно большим. Соотношение (37) показы- 
вает, что правая часть (36) стремится к нулю при неограниченном воз- 


растании п, чем и устанавливается справедливость сформулированной 
теоремы. 


$2 


Приведенная выше теорема Д. Гильберта не имеет места для интер- 
валов длины больше четырех. Действительно, если Р, (1) является много- 
членом с целыми коэффициентами, то 


маг - 69 р") 4 >. 


> (= =“ 1% (2) “= ==)" зн +1), ы 


где через Г» (2) обозначен многочлен Лагранжа, а 1„>0О при п-—> >. 
Из этого обстоятельства непосредственно следует 
ТЕОРЕМА. Никакая функция } (1), отличная от многочлена с целыми 
коэффициентами, не допускает приближения в среднем многочленами с 
целыми коэффициентами на отрезке длины больше четырех. 
Доказательство. Пусть $ —«>>4; предноложим от противного, 
что функция ] (7) допускает сколь угодно близкое приближение посред- 
ством многочленов с целыми коэффициентами. Тогда при любом => 0 
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можно найти многочлены с целыми коэффициентами Р, (2) и Р, (2) такие, 
что 


В В 
\0 9 — 2.) и \ 0) — Рае <, (2) 


причем Р, (2) - Р, (1). В таком случае многочлен 


Р (2) =Р, (т) — Р, (1) (3) 


имеет целые коэффициенты, причем Р, (1) и Р.(х) могут быть выбраны 
так, чтобы степень многочлена Р (52) была как угодно большой. 
Легко видеть, что 


Р(2) 42 <2 ( (2) — Р, (+) = + (12) — Р, (аз) <, (4) 


а это противоречит неравенству (1). Теорема доказана. 

Вопрос о возможности приближения в среднем функций класса Г. на 
отрезке [«, 8], В «< 4, до сих пор оставался открытым. Мы докажем 
в этом параграфе одну общую теорему, указывающую на возможность 
приближения в среднем всякой функции класса Г, посредством много- 
членов с целыми коэффициентами. Но прежде чем перейти к ее доказа- 
тельству, приведем одну теорему, доказанную Фекете (3) в 1923 г. Эта 
теорема, имеющая и самостоятельное значение, потребуется нам в даль- 
нейшем для получения одной оценки. 

ТЕОРЕМА. Для любого натурального п существует многочлен с це- 
лыми коэффициентами Р„ (5) степени < п, для которого 


м 


|Рь (812 ® +1) (2%) (5) 


для всех «< т<В. 
Доказательство. Наряду с многочленом 


ЕН со. (6) 


—0 


заданным на отрезке [х, В], рассмотрим многочлен 


0, (@ = (аа (7) 


К-=0 
получаемый из многочлена (6) с линейным преобразованием независи- 
мого переменного х по формуле 


ЕЕ (8) 


МЕ 


При изменении х от « до В переменное 2 будет изменяться от — 1 до1. 


310 9. АПАРИСИО БЕРНАРДО 


Пусть 
= 2 агссоз2, То = кА, 
Т» (2) = = 608 п ‚ = 
— многочлены Чебышева. Как известно, 


| 42 $; если й = ть, 
\ Тк (2) Тм (2) ет т если Е т. 


= 


Разложим О» (2) по этой системе многочленов: 


0. = У А Ть (9), 
®—о 


где 
` 4 
2 
- ) 0» (9 Тк 
тогда, очевидно, 
5 в 
10.9 1<И 2 У 14, —1< <. 
к=0 
Из (7), (9) и (11) мы получим представление 
ъ 
= у: ткат, 
то 


где положено: 


= а тд. 


3! 


` (40) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


Из. свойства (9) ортогональзости системы чебышевских многочленов не- 


медленно вытекает, что 
бе — 0 длЯ в. 


(15) 


С другой стороны, для коэффициента бкк мы из (9) и (14) получаем: 


1 


Бкк = п: | \ ТР Ь т 


что легко преобразуется к виду: 


ее ИЦ аа по 


В —« и р дЙ. 42 

> 2 

+( 2 уе 
1 

Отсюда, согласно (9), следует, что 


ыы = (==) Уз. 


(16) 


(17) 


(18) 
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Таким образом, определитель Д„+1 системы линейных форм (13) имеет 
вид: 
п(п-1) 
оба 


п Ее 2 
Иер | 5“, во = [5 = (29 * (=) ЗО. (19) 


бо ... д К —=0 


Согласно вышеуказанной теореме Минковского о линейных формах, 
существует нетривиальная система целых чисел а,, А=0,...,п, для 


которых выполнено неравенство 
п п-1 
№ бткат | < ув . (20) 


т=0 


Взяв в качестве коэффициентов многочлена (6) целые числа ат, уловле- 
творяющие системе неравенства (20), и учитывая (12) и (13), получим, 
что 


У м 
10-15 И 2+1) Ужы, —1<2<, (21) 


а тогда 
5 п- 
|2» (215 У 2+1) Ульн, «< 253. (22) 


Подставляя значение определителя Д„+:, полученное в (19), мы найдем, 
что 


п 


Ре) <“) (23) 


для «< 1 < В, а это и требовалось доказать. 

Если В «< 4, то правая часть неравенства (23) стремится к нулю 
при п—> со, и мы получаем 

кл Если 3—4, то для всякого => 0 существует 
многочлен Р„ (т) с целыми коэффициентами такой, что при всех 1 [, В] 


| Р» (2) [< е. (24) 
Этот факт не имеет места для отрезков длины четыре, как показы- 
вает пример отрезка [—2, 2], указанный С. Н. Бернштейном [см. (“)], 


ибо многочлен Чебышева для этого отрезка 


Т» (5) = 2 с0$ П агс с0з 5 


имеет цолые коэффициенты, а его отклонение на этом отрезке равно 2. 
Для дальнейшего полезно ввести следующее 
Определение. Многочлен Ри (2) с целыми коэффициентами назы- 


вается ундаментальным на отрезке [х, В], если 
О<Р, (2) < 1 (25) 


для всех «<< В и если это свойство не выполняется на этом отрез- 
ке для многочленов с целыми коэффициентами низших степеней. 

Нетрудно заметить, что свойство (25) может выполняться только 
для конечного числа многочленов с целыми коэффициентами степени 
<п. Предыдущая теорема показывает существование фундаментальных 
многочленов для отрезков длины меньше четырех. 
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Общая теорема теории приближения функций в среднем посредством 
многочленов с целыми коэффициентами может быть сформулирована 
так: 

ТЕОРЕМА. Если функция ](т) допускает на отрезке [х, В] (где 
8 — «< 4) сколь угодно близкое приближение в среднем посредством много- 
членов с действительными коэффициентами, то она допускает сколь угод- 
но близкое приближение в среднем посредством многочленов с целыми 
коэффициентами; точнее: 

Если р — наивысшая кратность корней, лежащих на отрезке [%, 81 
фундаментального многочлена Ри (5), то 


Е, (1) < Е () < 2Е, (+0 (=) | (26) 


па 


где Е„() и Ек(][)-— наилучшие приближения функции в среднем посред- 
ством многочленов, соответственно, с действительными и с целыми коэф- 
фициентами. 

Доказательство. Пусть А» (52) — фундаментальный многочлен 
отрезка [х, В]. Нетрудно заметить, что А'(2) при 0<1<4 однознач- 
ным образом представйм в виде 


а 
В (2) = У Ак В* (2) (1 — В (2))*. (27) 
К=о 


Пусть О» (5х) — тот многочлен с действительными коэффициентами, для 
которого 
В 


09 — 0, ®)а= = Е»). (28) 


х 


Легко видеть, что любой многочлен однозначным образом разлагается 
по системе функций 


фах соо, той (дурей (З)оскатеВ В ь,  Дь 


(29) 
Разложим О» (т) по функциям этой системы: 
а т 
0. (й= > УсняйВ(а), где.ч= [*]; (30) 
1—0 = 
тогда, учитывая (27), многочлен О„(2) можно представить в иде 
| т— а 
0» (2) = Х У сша Вч- (2) (1 — В(2))', (31) 
К—0 $=0 
ГД С’к.а — некоторые постоянные. 
Положим 
та 
у ь 3 
Рь(2)= Х У и (2) (1 — В (+))' (32) 


К=08=0 
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(квадратные скобки означают, что берется целая часть) и пусть 


5 (2) = О; (2) — Р» (2). (33) 


„Легко видеть, что 


В В В 
\ (1 (=) — Р, (2) ат <2 \ (1(2) — 0, (ву аг--2 \ 52 (2)4. — (34) 


Обозначим интеграл, стоящий в правой части, через 1, так что 


В та 
Ты \5 (2) аз о У У с В * (2) 1 — В (1) г 4х. (35) 
а < К=08=0 
Прежде всего, имеет место соотношение: 
т—1 а 2 
1< <\ (5 > мы] № 8 *(2)(1—В (ы)) ах < 
[3 8—0 (36) 
в 2 
< С, \ (Х В * (2) (1 —1() 4х 
< ‘8—0 
где ы 
„т—1 2 
С, = шах (%=*) , 
а<х< В ео 


Возведя подинтегральное выражение в квадрат, мы получаем: 


9: 


зо ти фл (2) (1 — В (1) а + 
К—=0 


24 
+ С, Х (24-—&-+-4) \ В* (2) (1 — В (1) ах < 


и я 


#—=9 
< У (& +1) фо (2) (1 — В()ун- 4+ С, Вы (ад ат. (97) 
К—=0 ы 


1 
Более того, так как В (5) 5 при некотором р>1, то 


ве ть 9, (38) 
аз р“ 
где положено: 
В 
= \ (1— В (1) ах. (39) 
[23 
Пусть а;,..., аз — корни многочлена В (1), принадлежащие отрезку 
8], аш,..., №з — соответствующие кратности. Тогда для каждого 
1=1,...,5$ многочлен В (5) представйм в виде: 


В (2) = [2—1 0: (2), &=1,...,5, (40) 
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где (0: (2) — многочлен, не обращающийся в нуль в точке а. Пусть 


ши а|, А 
7: ЕК 


— столь малое, что 0:(1) 0 при |[5— |< 8, &=1,...,58; тогда 
и т 
де 


Здесь для удобства положено а, =х и а, =В. Разобьем интеграл Ть 
на сумму интегралов 


Тк = > Ти + Ть, (42) 
+= 
где 
Га \ (—В (2) *ах, а Т, = \ (1—В (1) * а. 
(43) 
|к—а; |<8 к—а; 1>8 
о Г 
х Е [с, В] 


Последний интеграл оценивается непосредственно: 


ЕЕ, (44) 
где г>1 — число, удовлетворяющее неравенству 
" 
1—8В(2)<-. (45) 
Что касается интегралов Тк, то их можно оценить так: 
То е(ч—к)1в (1—8(<)) 4х < е (29—К)В(х) т. (46) 
| х—а; | <8 [ х—а; | <8 
Далее, в силу (40) и (41), 
Т, \ е—1(24-—№) | х—а; 14 
«< к . ат; (47) 
[х—а; |<5 
поэтому после элементарных вычислений найдем, что 
со п 
р с; 
= —_\ ры И 
к *. 4 в’ (48) 


0 


Е 
(и(2а—к))* 2а—вч 


где с: не зависит от 4. Соотношения (42), (44) и (48) показывают, что 


$ с" 
<) Не 
«< о м а (49) 
= Щ км 
а потому 
р. С. —а 
Тк > ь зе Е = , (50) 
(24- ®)" 
где р = шах щ, а С, — некоторая константа. 


а. 56 
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Для рассматриваемого интеграла /, в силу (38) и (50), получаем: 


24-—1 29=—1 


+1 Е 
О 9. 
К=о Е уч к=0 Р.Г. 

Р` (249 —^) 


Нетрудно убедиться в том, что 


24—1 
1 м (В —а) 1 
С, 8 —а) Х-ирег Е + =о(. (52) 
С другой стороны, 
а со 
+1 1 зА+1 1 
Е (>) (53) 
РЕЙ Г. р 0 ® 
Р (29—К) 9 9 
а 
в +1 АЯ 1 
<» =0(—); 
и = р Р\ (+) — 
(24—к) 
поэтому для интеграла 1 получаем окончательно: 
1 
259 (=) ' (55) 
а" 
и так как 4 = [=], то 
1 
а о у (56) 
п! 
Возвращаясь к (34), мы тем самым найдем, что 
в те 
Де) — выде «28,0 (1), (57) 
я п! : 


а это и доказывает нашу теорему, так как неравенство, стоящее в ле- 
вой части (26), является простым следствием определения Е» (]) и 
Е. 

Замечание 41. Приведенная теорема сформулирована и доказана 
для случая, когда фундаментальный многочлен имеет корни на рас: 
сматриваемом отрезке. Однако если фундаментальный многочлен не об- 
ращается в нуль на этом отрезке, то интегралы Г» допускают оценки: 


В —« 
Тк < „24— , (58) 


а потому из (38) мы получили бы, что 
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4 — зы тах А о ее № —А (=)))- (60) 
Р1 а«х«< 5 


Поэтому вместо (26) мы получили бы. 


7” 


1 
Е» (/) < Е* (]) <2Е„ (+ р,” 0 (т), (61) 


причем р, >1. 
Замечание 2. Число р, входящее в правую часть неравенства 


(26), можно заменить через степень фундаментального многочлена, 
оценка которого сверху во всяком случае, в силу теоремы 3, опреде- 
ляется неравенством 


—& п 
4® + 1) (2 ) о (62) 
Однако оценка получается более точной, если удается фактически най- 
‘ти фундаментальный многочлен. Так, например, 1 (1 — 1) является фун- 
даментальным многочленом отрезка [0,1], а потому на этом отрезке 
имеет место неравенство [см. (5)]: 


Е» (/) < Е!) <2Е, + 0(-,). (63) 


Аналогично, фундаментальным для отрезка [—1,1] является многочлен 
12 (1 — 12) и 


Е» (1) < Е\ () < 28, (0) +0 (=). (64) 


Последнее неравенство будет справедливым и для отрезка [—\/2, |]/?2], 
так как фундаментальным многочленом этого отрезка является 


многочлен 
(12—12 12 (2 — 22), 


для которого р =2. 
Для отрезка [х, В], лежащего внутри [0,1], в силу (61), получаем: 


Е» (1) < Е (0) < 2Е, (+ РО (п?), (65) 
где 
р = шах (8, 1 —), 


так как для такого отрезка ДВ (1) = т. 
Замечание 3. Доказанная теорема не имеет места для отрезка 


длины четыре. ‘Так, например, на отрезке [—2, 2] фундаментального 
многочлена нет, так как многочлен Чебышева _ 


т 
Тк (1) = 2 с0$ Ё агс с0з 5. (66) 
имеет целые коэффициенты, а его. отклонение равно двум, и теорема 
оказывается несправедливой. Дело в том, что, как мы сейчас покажем, 
степень фундаментального многочлена Рк(х) отрезка [2+ 8, 2—5] 
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растет неограниченно при стремлении 8 к нулю. Действительно, если 


корни :,..., ох многочлена Чебышева (66) лежат на этом отрезке, то 
при достаточно большом [ 


К 
вр! 
УР, (а) |1 (=0,...,Ё—1). (67) 
$—=1 
Выражение, стоящее под знаком модуля, является целочисленной сим- 


метрической функцией от полной системы целых алгебраических чисел 
“,...,Ик, а потому 


У РЬ (а) =0 (в=0,...,—1). (68) 
=—=1 


Так как определитель | оз | системы (68) отличен от нуля, то 
0 ей). (69) 


Таким образом, если корни многочлена Чебышева Т» (2) лежат на 
отрезке [—2--8, 2—8], то они, в свою очередь, являются корнями 
фундаментального многочлена. Легко проверить, что последнее обстоя- 


4 
тельство будет иметь место во всяком случае, если б— Е 


Следовательно, фундаментальный многочлен Р, (5) делится на Тк (т) 


и < ЛЕ са м= [| 


С другой стороны, число 4 различных корней совокупности чебышев- 
ских многочленов Т,(5),...,Гм (5) равно числу правильных дробей 


вида 


2+1 


==” = 2 Т 
а, з=0,....й-— 4; й=4,...,М, 


или, что то же самое, числу несократимых среди них, так что 


а= УХ э(20, (10) 


к—1 
где х (п) — функция Эйлера. 
Нетрудно показать [см. (6)], что 
4 
а= == № +0 (ММ), (71) 


откуда вытекает, что 
Ей 85 | 
= == 0 (== (72) 


Таким образом, степень фундаментального многочлена, представляя 
собой число, не меньшее 4, растет неограниченно с уменьшением 8, т.е. 
© увеличением длины отрезка до четырех. 

В заключение я хочу поблагодарить А. О. Гельфонда, ценными со- 
ветами и указаниями которого я руководствовался при написании этой 


статьи. 
Поступило 


16. УГ. 1954 
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ТЕОРИЯ КРИВЫХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ. 
СО СТАЦИОНАРНЫМИ п-МИ ПРИРАЩЕНИЯМИ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В настоящей статье результаты теории стационарных кривых в гиль- 
бертовом пространстве обобщаются на более широкий класс кривых со 
стационарными п-ми приращениями. Подробно изучены кривые со стацио- 
варными п-ми приращениями, инвариантными относительно преобразо- 
вания подобия. 


Введение 


В работах А. Н. Колмогорова (“), (5), (8) было показано, что многие 
результаты теории стационарных случайных процессов и последователь- 
ностей, найденные ранее А. Я. Хинчиным (3), Г. Волдом (И) и Г. Кра- 
мером (1), могут быть объяснены очень просто, если рассматривать слу- 
чайный процесс (или последовательность) как кривую (соответственно 
последовательность) элементов гильбертова пространства Н случайных 
величин с ограниченной дисперсией. Одновременно подобный геометри- 
ческий подход позволил А. Н. Колмогорову получить целый ряд новых 
важных результатов, относящихся к теории стационарных и родствен- 
ных им случайных функций. Дальнейшее развитие этот метод получил 
в работах В. Н. Засухина (3), М. Г. Крейна (9) и К. Карунена (13), (м). 

В настоящей работе обобщаются результаты перечисленных исследо- 
ваний. А именно, вместо стационарных (унитарных) кривых или кривых 
со стационарными приращениями (спиралей, винтовых линий) гильбер- 
това пространства, изученных в предыдущих работах, мы будем рас- 
сматривать более широкий класс кривых со стационарными П-ми при- 
ращениями (определение см. в $ 1). 

Подобные кривые представляют значительный интерес с точки зрения 
теории вероятностей, так как они описывают важный класс случайных 
процессов; в последующем, однако, мы не будем специально останавли- 
ваться на этой стороне вопроса, а изложим наши результаты непосред- 
ственно в терминах теории кривых гильбертова пространства. Теоретико- 
вероятностные формулировки ряда теорем настоящей статьи, найденные 
независимо друг от друга автором и А. М. Ягломом, приведены в 
опубликованных ранее заметках [см. (*), (?)]. 

Перечислим основные результаты статьи. В $1 дается определение 
стационарно-связанных кривых со стационарными п-ми приращениями 
и решается задача о спектральном представлении таких кривых [см. (1)]. 


В $2 вводятся понятия регулярного и сингулярного множеств стацио- 
3* 
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нарно-связанных кривых ©0 стационарными п-ми приращениями и до- 
казывается, что в случае произвольного множества каждая из кривых 
может быть разложена на сумму двух слагаемых так, что первые сла- 
гаемые образуют регулярное множество стационарно-связанных кривых 
со стационарными п-ми приращениями, а вторые — сингулярное множе- 
ство таких кривых. В этом же параграфе доказывается теорема о воз- 
можности представления п-х разностей регулярной кривой в виде одно- 
стороннего интеграла по спиралям с однородными и ортогональными 
приращениями [ср. (2)] и даются многомерные обобщения этой теоремы. 
В $3 решается задача о линейном экстраполировании кривой со стацио- 
нарными п-ми приращениями [ср. (?)]. Наконец, в $8 4 изучаются кривые 
со стационарными п-ми приращениями, инвариантными относительно 
преобразования подобия [ср. (?)]. 

В процессе изложения мы будем широко пользоваться известными 
фактами спектральной теории однопараметрических групп линейных опе- 
раторов [(см. (1), (1), (")]. 


$ 1. Спектральное представление кривых со стационарными 7-ми 
приращениями 


Под «кривой» в гильбертовом пространстве мы будем далее понимать 
функцию (1), определенную для — < <{< с со значениями в гиль- 


бертовом пространстве Н. Введем следующие обозначения для последо- 
вательных разностей 8 (1: 


А; 8 (6) = КЕ (1—9), 
Р.ы- (= А. (6) — д. (1 — *.), 


* * . ” . ев . . * 


А) п— КЕ 

Аз... 28 В еси И - р (1) т см (1—*#), (1) 
АОН АЮ. 5,8 (0 при ху= <: = еее, в, | 

Аз, (6) = А (АУ (1). 


| 
Определение 1.1. 


Г. Кривые 6, (1) («6 М, М — произвольное множество) образуют мно- 
экество М стационарных и стационарно-связанных кривых, если все функ- 
ции Дав (1) = (6. (Е -- $), 6 (5)), “, ВЕМ, не зависят от $ и непрерывны 
по {. 


П. Кривая &(1) называется кривой со стационарными п-ми прираще- 
ниями, если функция Д (&,ч,,т.) = (АЕ (Е $), АбЭЕ(5)) не зависит от 5 
и непрерывна по совокупности аргументов &, <, и г 


Ш. Кривые 6, (1) («6 М) образуют множество М стационарно-связан- 


ных кривых со стационарными п-ми приращениями, если все функции 


(Л) 
Вав (Ь чи, п») = (Ам (1+ $), А09Е5(5)) («, ВЕ М) не зависятот $ и непре- 
рывны по совокупности аргументов &, <, и х.. 


Множество стационарно-связанных кривых со стационарными п-ми 
приращениями 5, (1) («6 М) порождает непрерывную однопараметрическую 
группу унитарных операторов О:, определенных в пространстве Н® — 
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замкнутой линейной оболочке векторов ДС”Е, (1) («Е М; — © << оо), 


а именно, операторы И; суть продолжение изометрических операторов Ти, 
определяемых равенством 


$ 
ГАЗЕ, (5) = АЕ, (1+ 5) 
(согласно лемме 1 работы (4), такое продолжение возможно и един- 
ственно). 
Докажем основные теоремы настоящего параграфа. 


ТЕОРЕМА 1.2. п-е разности А®Е(Ь) кривой Ё(1) со стационарными 
п-ми приращениями допускают представление * 


А (8) в \ ет^ (1 ть е"^)п к. АЕ» в, (2) 


где ЕЕН®, Н®— замкнутая линейная оболочка векторов А (0), 
—с<ю<Ь ‘< кю, Е) — разложение единицы, соответствующее однопара- 
метрической группе унитарных операторов И., порожденной кривой & (1) 
со стационарными п-ми приращениями. 
Вектор 8 определяется представлением (2) однозначно. 
Доказательство. По теореме Стона (см. (15), (18)], 


со 


4 (9 = И: А (0) = \ е2аЕ, 47% (0), (3) 


—с 


и поскольку 
д) = АСЕ) 


и 
А” ( дов] = | 6 (1 — "ав, 
то 
( ел (1 — ел)" ЕДЕ (0) = | ей^ (1 — е-"^)"4 Е, ДЕ (0). (4) 


В силу ортогональности разложения единицы это равенство остается 
справедливым и при конечных пределах интегрирования, т. е. 


^ ^ 
| в^ (1 —е "м 4,9 (0) = \ аа (1 — е-по)"4Е А (0). (5) 
—й!: — 


Кроме того, из (3) видно, что 
А (Е, — Е 4) (0 = (Е — Е) 4 (д = (Еф — Е_) А (0) 
не зависит от Ё, а потому непрерывная по ® функция 
ЕВА” 0 


* При Х =0 значение подинтегральной функции принимается равным пределу, 
к которому она стремится при ^ - 0. 
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есть п-я разность некоторого полинома П-й степени 
ВНЕ... 
и, следовательно, 
1 1 
—— (Е — Е) АЕ (1) = > (Ею — Е о) А (4). (6) 
“1 7. 


Из (5) и (6) видно, что, не нарушая равенства, можно умножить 
подинтегральные выражения формулы (5) на 


хп Е 1 1 
4+0)" (1 —е "А (1 —е в дни пит [а | } 
или на 
а—е"^м ПР ры: 
т. е. получить формулы: 
№ 
м Дл” ( 
32° иран слл ВАНО 
А. я )" 
= Я (п) 
Е ИА) —е "п и (7 
№ А, 
Е ь —_ ЖА 
| еоав, (0) = | Аб ЧЕ, АЕ (0). (8) 
—^, а (1—е ) 
Определим функцию 2 ()) равенством: 
р 
80.) = \ ео - 
3 иротаетар ЧА (0), ОЗ <-т, (9) 


Формула (7) показывает, что & (^) не зависит от *, и 


(Е, — Е.) 8 (%,) =8(1,), < <».. (10) 


1 
Кроме того, взяв | т, | > и используя (8) и (9), находим, что 
при любых Ёи х, 
№ 
(Е»,— Е) А (0) = | лав АЕ (0) = 


—^ 
л 1 


: : л 
ыыы (п) (а - 2)” (1 ета ул 
} аля 41, (0) = у АУ В.Е.) 
и, значит, 
(и) { 
п Е м 4 уп 
А, (9 = И ы. вил (1 —е 4") а, (9.). (11) 


Чтобы получить формулу (2), остается только доказать сходимость 


функции 2()) при \-> оо, которая, в силу (10), равносильна сходимости 
12() |1? при > о. 
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Для этого рассмотрим выражение 


а бе <) = | | | е— (1 —е "^)» ь И АЕ» в (2%. | ь — 
г х 
А 


== — (1 м) 
= ИХ (Бы бад 65). 
Непрерывная по < функция 4 (); <), монотонно возрастая с возраста- 


нием ), при Х > со сходится к непрерывной по х функции || А (0) |. 
По теореме Дини, такая сходимость будет равномерной. Поэтому и 


4 (^) = \4(^,<) а* 


при ^-> со сходится к 
1 


147% (0) зах. 


9 
С другой стороны, нетрудно подсчитать, что 


р № 
4(^,) = } 40; 9)4&= | |126) | (@Елв (2), & (2), 
0 —№ 


где ВО и Пм АА —=0 и, следовательно, 
А—>< 
о |& (%) | 2*< оо. 


Однозначность определения 8 по 8(1) очевидна. 
Из представления (2) нетрудно вывести, что для каждой кривой $ (1) 


0 стационарными п-ми приращениями существует непрерывная * кривая 
2(#), имеющая те же п-е разности, что и (№, а именно, Ё(1) есть 
сумма какого-либо частного непрерывного решения разностного уравне- 
ния (2), например, решения вида 


Е | (р 
Аи ее 
| (о (п—1)! ) (1 им Ев, 
Фе Ро Хх 


и любого полинома (п — 1)-й степени. 
В частности, отсюда мы получаем 
Следствие 1.3. Непрерывная кривая 8(1) со стационарными п-ми 


приращениями допускает представление: 


со аа + (= 
АЕ рр 
9 р и ой ар 
Не-а... НЫ Ъ (12) 
де зе», 5, ц,<., 5ЕБ: 


* Кривая & (#1) непрерывна по &, если р НА. & (2) | =0. 
т— 
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Совершенно аналогично доказательству теоремы 1.2 доказывается 
следующее более общее предложение. 

ТЕОРЕМА 1.4. п-е разности каждой кривой из множества М ста- 
циона рно-связанных кривыт 8. (1) («ЕМ, —©<1< со) со стационарными 
п-ми приращениями допускают представление: 


АСЕ, (#) = \ ей (1 — е®^). ЧАР ава. (13) 


где. Е Н®, Н® — замкнутая линейная оболочка векторов А, (1) 
(«ЕМ, —<<Ь з< 05), Е, — разложение единицы, соответствующе- 
однопа раметрической группе унитарных операторов, порожденной множе- 
ством М кривых &„ (1. 

Аналогично тому, как это принято в теории стационарных кривых 
и кривых со стационарными приращениями [см., например, (15)], введем 
следующие определения. 

Определение 1.5. 

Г. Функции Рав ().) = (Е›8«,8в), где &.— векторы формулы (13), и ма- 
трица || Рье (7.)|| „вем, составленная из этих функций, называются спек- 
тральными функциями и, соответственно, спектральной матрицей мно- 
жества М стационарно-связанных кривых &. (1) со стационарными п-ми 
приращениями. 

В том случае, когда все функции ЁР.в(») абсолютно непрерывны, 
функции ]ав (*) = Е, (4) и матрица | Гав (^) || «вем, составленная из функ- 
ций ].в(^Х), называются спектральными плотностями и, соответственно, 
матрицей спектральных плотностей множества М кривых &. (1. 

П. Функции 


Дав (#; паз <). = (АЕ (+ 3), АБ (8)) = 


со 


: : 1 р Р 
= \ миска) (4 ео Е (ав) = 


к \ ей (1 — е-)я (1 — ея в аЁ.в (№) (14) 


` 


и матрица || Дав (Е; т.; “>) || «.вем, составленная из этих функций, назы- 
ваются структурными функциями и, соответственно, структурной матри- 
цей множества М стационарно-связанных кривых &, (1) со стационарными 
п-ми приращениями. 

Формула (14) показывает, что структурные функции однозначно опре- 
деляются значениями спектральных функций. Обратно, зная значения 
структурной функции Д.в(Ё; *;; “›), мы по формулам обращения инте- 
гралов Фурье-Стильтьеса можем построить функцию 


№ 
Роб (№; чл; <.) = \ а СЫ И аРав (%) 


—© 
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и затем по формуле 
ре 


22” 
Гав (^.) Е Рев (^!) == | Чит” у уе Ч Еъв (; 1, 7) 


А: 


А ОЕ) 


найдем приращения спектральной функции Еав (^). 


В силу формулы (14), структурные функции можно представить как 
(2п)-е разности некоторых непрерывных функций одной переменной. 
Действительно, если, например, 


® | о # (их) 27-1 
=. ры ый (2п — 1)! ал 
Дов (1) ы с Е Е аа АЁав (^), (15). 
то 
А, 2 О.в (1) = Рав (си; <»). (16) 


Непрерывную функцию Д..(1), удовлетворяющую формуле (16) при 
« =В, мы будем называть структурной характеристикой кривой &, (1), а 
непрерывную функцию Ш.ь({), удовлетворяющую (16) при х + В, — вза- 
имной структурной характеристикой кривых &, (1) и & (1). Очевидно, что 
структурные характеристики определяются с ‘точностью до произволь- 
ного полинома (2п — 1)-й степени. 

Замечание 1.6. Определение 1.5 обладает тем существенным 
недостатком, что значения спектральных функций изменяются, если 
кривые &.({) рассматривать как кривые с (п -{ 1)-ми, с (п- 2)-ми ит. д. 
приращениями. Мы ввели его лишь потому, что это определение очень 
удобно при аналитических исследованиях. 


8$ 2. Разложение кривых со стационарными 7-ми приращениями на 

регулярную и сингулярную компоненты. Представление п-х разно- 

стей регулярных кривых в виде одностороннего интеграла по спиралям 
с однородными и ортогональными приращениями 


Определение 2.1. Пусть дано множество М стационарно-связан- 
ных кривых &. (1) («6 М) со стационарными п-ми приращениями и пусть 
Н: — замкнутая линейная оболочка векторов Д‘®%, (5) (* > 0,5<0. 


Обозначим 
Н® = П Нь (1 7) 
—<<{<® ‚ 
Н® =: *|]; ЗН, (18) 
—с<{«о 
Тогда: 
4. если 
И 0, (19), 


то множество кривых 5, (1) («Е М) называется регулярным; 
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2. если 


Н“®) — НЫ Н®) (— << о), (20) 


то множество кривых 6, ({) («6 М) называется сингулярным. 
Замечание. Точно так же можно было бы ввести понятие регу- 
лярности или сингулярности при помощи формул: 


Й ГО, (21) 
—©ю<{<® 
Ни = Н®, (22) 


где Н; —-замкнутая линейная оболочка векторов Д("%, (5) (* < 0; $521. 

Это определение, вообще говоря, не совпадает с определением 2.1, а 
именно, можно построить пример, когда две стационарные и стацио- 
нарно-связаные кривые образуют регулярное множество в смысле опре- 
деления 2.1 и сингулярное в смысле формул (21) и (22). Но в важней- 
шем частном случае, когда множество М конечно и число кривых &: (#) 
авно рангу (см. ниже), оба определения регулярности совпадают. 

ТЕОРЕМА 2.2. Кривые множества М стационарно-связанных кривых 
&. (1) («Е М) со стационарными _п-ми приращениями могут быть разло- 
жены в ортогональную сумму 


5« (1) = 5 (6) Ф (0, (23) 
где 
1) &№ (1 («Е М) образуют регулярное множество стационарно-связан- 
ных кривых со стационарными п-ми приращениями, 55) (1) (х © М) образуют 
сингулярное множество стационарно-связанныт кривых со стационарными 
п-ми приращениями; 


2) - (50 (21), т (&,)) = 0, ©, В Е М, Ех = Е, [2 > со, 
506 Н®, —сю<:<о, «СМ. 


Разложение (23) для данного множества кривых &. (#) определяется 
однозначно. 


В частности, кривая (1) со стационарными п-ми привращениями 
разлагается в ортогональную сумму 


Е (6) = 9 0 ФК. (24) 


Доказательство теоремы 2.2. Обозначим через Ру проекцион- 
ный оператор подпространства У пространства Н, и пусть 
5®) (2) —Рнон(®)а (2), 5) (2) —= Рн(з)Е а (0). 
Тогда имеем: 
О:Рн(в) = Рн(®Ол 
(ибо (.Н“® = Н“®)) и 
ИА) (1) = А Рыца 8, (6) = О.Рн®А в. (в) = 
= Ри®блА® 5, (1) = Риф, (е-- ь) = АМ (+в), 
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т. е. кривые (1) («Е М), а значит, и ® (1 =, (2) © {2 (1) образуют 
множество стационарно-связанных кривых со стационарными п-ми при- 
ращениями. 

Но так как 


Не (НФ) *, НР н®, НРенен®, 
то 


Н® = Н®, ее Н:© Н®) 


Зи =_ п (© Н®)) = п. Н® = Н® О Н® = 0. 


Таким образом кривые &®) (#) и 8) (1) образуют, соответственно, ре- 
гулярное и сингулярное множества стационарно-связанных кривых. со ста- 


ционарными п-ми приращениями, удовлетворяющие всем условиям теоремы. 
Обратно, пусть 


:.(0=®Ф9(0 (@6М) 


— какое-либо разложение данной теоремы; тогда, в соответствии с усло- 
вием 2), 


СН НЕНе Не 


а следовательно, Н° = Н®). Отсюда следует, что 


58) (1) = Р‚ (5 (1) = Рыба (1) 
1 


Е) (1) = Е, (#) — ® (1) = Рнон®а (1), 


и единственность разложения (23) установлена. Теорема 2.2 доказана. 
Изучим подробнее свойства регулярного множества кривых. 
Оказывается, что для регулярных кривых со стационарными п-ми 

приращениями существуют разложения, аналогичные разложениям регу- 

лярных стационарных последовательностей „(п =..., — О, 1,2...) 

гильбертова пространства, в односторонние суммы по некоторому орто- 

нормированному базису 7: 


*Н (°) — замкнутая линейная оболочка векторов де) 2 (п) (2.0, из %ЕМ), 
Н(®) — Е линейная оболочка векторов де (#,). 
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со 
би = У Чик, 
К—0 


где 
1 при п; =п», 


4 
0 при п, = п.. [ер. (1. 


(Пли» ль) = бл, = [ 

Чтобы сформулировать относящиеся сюда результаты, нам понадо- 
бятся следующие определения и леммы. 

Определение 2.3. Нормированной спиралью с однородными и 
ортогональными приращениями называется кривая ( (#) со стационарными 
первыми приращениями, удовлетворяющая следующим условиям: 

1. для непересекающихся интервалов (1, 1,) и (Ё,#,) разность С (1,) — 
— (4) ортогональна разности ((&,) —С (1). 

2. СР =:. 


Такие кривые изучались А. Н. Колмогоровым (7) и К. Каруненом (14). 
ь 


В работе (14) дано определение интеграла \/ (1) 4(1) по нормальной 


а 
спирали ((#) с однородными и ортогональными приращениями. В част- 


ности, там показано, что каждый вектор ЕН. (Нх — замкнутая линей- 


ная оболочка векторов С(1) (— с© << ою)) однозначно разлагается в 
интеграл 


{лас 


где 
со 


пе = 4 < о, 


—© 


и обратно, для каждой функции /(1) с суммируемым квадратом моду- 
ля определен интеграл 


со 


74 @ = ЕН 


—©< 
При этом соответствие между векторами 


со 
= | у ас (о 
— < 
из Неси функциями } (1) 6 Г, (— >, со) устанавливает изоморфное отоб- 
ражение пространства Ну на пространство Г, (— со; со). 
Определение 2.4. Пусть &, (4) («Е М) образуют регулярное мно- 
жество М стационарно-связанных кривых со стационарными п-ми при- 
ращениями и 0: — однопараметрическая группа унитарных операторов, 
соответствующая этому множеству кривых. 
Тогда части О! операторов 0, (1< 0), определенные на подпространстве 
Но (частный случай подпространства НИ: при ё = 0), образуют полугруп- 
пу полуунитарных операторов [см. (17)]. Производящий оператор А* этой 
полугруппы, который, в силу равенств (17) и (19), является простым 


КРИВЫЕ СО СТАЦИОНАРНЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ 329 


максимальным оператором с индексами дефекта (%, 0), мы будем назы- 
вать структурным оператором регулярного множества М кривых &, (4). 
Согласно результатам книги (15), простой максимальный оператор 


А” с индексами дефекта (%,0) разлагается в ортогональную сумму опе- 
раторов типа АД: 


= УФ 4* 
ВЕМ 
(№ — множество мощности %). 
Итак, мы получаем следующую лемму. 
ЛЕММА 2.5. Структурный оператор А* регулярного множества М 
стационарно-связанных кривых 6. (1) («6 М) со стационарными п-ми при- 
ращениями разлагается в ортогональную сумму 


4*= > Ф 4%, 


ВЕМ 


где А® — максимальные операторы типа А_, а М — множество мощности 
не более, чем мощность множества М. 

Наконец, следующая лемма показывает, что структурный оператор 
характеризует регулярное множество кривых. 

ЛЕММА 2.6. Пусть даны два регулярных множества Мам стацио-. 
нарно-связанных кривых Ех (1 («Е М) и 5, (1) («ЕМ) со стационарными 
п1- и п>-ми приращениями, ав (— << <Ё< о) — определенные в 
пространствах И® и Н® однопараметрические группы унитарных опе- 
раторов, соответствующие этим множествам кривых. 

Тогда, если структурные операторы А® и А® множеств кривых 
Е (1) («Е М ) и Е. (1) («Е М) изоморфны, то существует такое изоморфное 
соответствие между пространствами ЯН, при котором: 

1. пространство Н, отображается на пространство Н! (И й Н:— 
замкнутые линейные оболочки векторов АЕ; (5) и АЕ, (5), <> 0, 5 < 
хе М, «ЕМ). 

2. Операторы 0, изоморфно отображаются на операторы (/. 

Доказательство. По условию, между пространствами Ну и Н 
можно установить такое изоморфное соответствие 


7] =/(6еНо; Е Но), 


при котором: г: 

1. область определения Од» оператора А” отображается на область 
определения Ол» оператора А”._ 

2. Для 6 Оль, /6 Од» и Т/ =} имеем: 


ТА’) = А*). 


А тогда, согласно результатам, изложенным в книге Со тиля Я, 
1ЕН и Т/= } получаем: 


701=0/ @<0). 


Поставив в соответствие вектору 0:7 вектор И! (— < <{< о), где 
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О а мн 


7ЕН., ЕН, и Т/= /, мы получаем изоморфное соответствие между 
пространствами И‘® и Н®, удовлетворяющее всем условиям леммы. 

Из лемм 2.5 и 2.6 вытекает 

Следствие 2.7. Если Е(#) и Е (1) — две регулярные кривые со ста- 
ционарными п/-и п.-ми приращениями, то между пространствами Я® и 
Н®) этих кривых можно установить такое изоморфное соответствие, при 
хото ром: 

1. пространство Ни, изоморфно отображается на пространство Н!. 

2. Операторы И: изоморфно отображаются на операторы (!. 

Перейдем к доказательству основных теорем. 

ТЕОРЕМА 2.8. Если (Г) есть регулярная кривая со стационарными 
п-ми приращениями, то при *>0 А (#) можно представить в виде: 


1 


А раки-р= } 5—8), а 


— 98 


А (В = 


Ф-—>8 


где Ао (р) —п-я разность комплексной измеримой функции $ (р) и при 
любом * А") (р) есть функция аргумента р с интегрируемым квадратом 
модуля, причем при ">0ир<0 дур) =0; 6 (1) — нормированная спи- 
раль с однородными и ортогональными приращениями, удовлетворяющая 
условиям: 

('Ас (5) = АС (Е- $) (26} 
а, 

А.С ($) 6 Н;; (27} 

0, — однопа раметрическая группа унитарных операторов, соответствую- 
щая кривой (1). 

Величины Аб(р) и С(р) определяются кривой &(#) однозначно с 
точностью 00 постоянного множителя, равного по абсолютной величине 
единице *. 

Замечание 1. Легко видеть, что условие (26) вытекает из форму- 
лы (25) и условия (27) данной теоремы. 

Замечание П. Функция Ф(р), очевидно, определяется своей п-й 
разностью Ао (2), а следовательно, и кривой &({) с точностью до по- 
линома не выше, чем (п — 1)-й степени. 

Кроме того, условие А” (р) =0 при р< 0 показывает, что на от- 
рицательной полуоси Ф(р) сама является таким полиномом. 

Указанную неоднозначность в выборе о (р) можно устранить, доба- 
вив условие, чтобы эта функция обращалась в нуль при р 0. 

В дальнейшем ту из функций $(р), для которой х(р) = 0 при р 0, 
мы будем обозначать через Фо (р). 

Доказательство теоремы 2.8. Рассмотрим какую-либо нор- 
мированную спираль 40) (— < <Ё< >) с однородными и ортогональ- 
ными приращениями и пусть Я ® и И, — замкнутые линейные оболочки 
векторов Д.С (4 (— © &1« оо) и А. 2 ($) Во Оьай = однопара- 
метрическая группа унитарных операторов, соответствующая кривой ( (1). 
Тогда, согласно следствию 2.7, между пространствами Я и Н® можно. 


* Мы не рэзличаем функций, равных друг другу почти всюду. 
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установить такое изоморфное соответствие, при котором пространство. 
Я, изоморфно отображается на пространство Н‚, а оператор 0, изомор- 
фно отображается на унитарный оператор 0+. 

При этом изоморфизме векторы ((1) отобразятся на векторы ©(!)} 
(— со < {< с°), образующие нормированную спираль с однородными и 
орогональными приращениями, причем: 

а) ОА. ($) = А.С (Е- 5); 

6) замкнутая линейная оболочка векторов Д.С (5) (<> 0; 5< 1 сов- 
падает с пространством НЕ. 

Из свойств а) и 6) спирали ©(1) вытекает, что векторы ("5 (1) (< > 0) 
можно разложить в односторонний интеграл по С (2): 


1 


АР = | (радар) = (р) (), (28) 


0 —с 


где Ао (р) (при любом *) — функция аргумента р с интегрируемым 
квадратом модуля. 

Покажем, что Або (р) есть п-я разность некоторой измеримой ком- 
плексной функции ® (р). 


Для этого рассмотрим преобразование Фурье А (^) функцию 
а : 
Ф (р): 


со 


1 - п 
А) | А (р) ар. 
В силу формулы (28) и теоремы Планшереля, имеем: 


(А (), АХ (0)) = (Таее- раке, о (-- р) «(о — 


= (2). (-р)ар) = | Ао р). АИФ (р)ар = 


а \ в ().)- А (^) а).. (29) 


Сравнивая эту формулу с формулой (14), находим, что 
22 0)-А95 0) = 


т З А ^2)" 
= \ её (1 — МА» (1 — е"»)". с аЕ (\), 


—© 


т. е. спектральная функция Ё()) абсолютно непрерывна и 


А ()- 44 (2%) = (1 — е 2) (4 ету НР 70), (А) = Е" (А) 


Отсюда видно, что 


А (2%) — (4 ел. сана ь(.), 
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где |6 (^) [= /(^) и 


п 1 ° ь п 1 < р Е ЗЫ 
АС и (р) т У \ еР^ДС (9. Е \ ей РА (1 ео г "Ху". `—® 60) & 


У 
(30) 


—© —< 
есть п-я разность функции 


1 
. гро)" 1 | 4+2)" 
?(Р=у= Теа... ОР Бру + 


—+ 


Яя т ит 
Не. ( +1) ат. +). (31) 
не" ТА р 

Остается доказать однозначность определения величин“ С (1) и А) Ф(р) 
по 8(8. 

Пусть С (#) и (1) — две нормированные спирали, дающие разложе- 
ние (28) и удовлетворяющие всем условиям теоремы. 

Тогда замкнутые линейные оболочки векторов Д.С, (#) и Д./, (1) (= >0) 
совпадают с пространством Н: и, следовательно, 


Ё 1 
&(0= | а(р)4, (р), А.) = Да(р%,(р). 
Отсюда 
1 0 


а (2), (р) = АХ, (9 = А, 6 (0)=0а Ца(руа (р) = 


1 те 
0 1 


= ор а+р= \ а(р-— 9%, (р), 


—т т 


т. е. при любом Е почти всюду по р 


а(р-^ 1) =а(р), 


а значит, а(р) = = соп36 и С, (1) = «С (В. 
Кроме того, так как 


ТЕРЬ (6) = Паб, (О = [| (О = |488, 


то |«| =1. Наконец, разложение (25) показывает, что из однозначности 
определения спирали С(р) следует и однозначность определения функции 
АУ (р). 

Теорема полностью доказана. 

Из теорем 2.2 и 2.8 вытекает 


Следствие 2.9. п-е разности А” 5 (1) (<>0) произвольной кривой 
$ (2) со стационарными п-ми приращениями можно представить в виде: 


со 


А 5) = Ато (р) а, С (#— р)-- АЕ (1, о. 
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где 


Ао(Р)4ь (ё — в) 
0 
есть разложение теоремы 2.8 для А Е® (1. 
Используя леммы 2.5 и 2.6, легко получить следующее обобщение 
доказанной теоремы. 
ТЕОРЕМА 2.10. Если 6. (1) («6 М) образуют регулярное множество М 
стационарно-связанных кривых со стационарными п-ми приращениями, 


то при <>0 АСЕ, (1) можно представить в виде 


= Хе Ав (р) ав — р), (33) 
0 


где 

1. № — некоторое множество мощности не более, чем мощность мно- 

жества М. 
(п) 

2. А; Ф.в(р) («6М№,ВЕМ) есть п-я разность комплексной измеримой 
Функции Ф.в(р), удовлетворяющей условию, что Аб ав (р) при любом * 
есть функция аргумента р с интегрируемым квадратом модуля. 

3. При каждом «Е М число слагаемых суммы (33), отличных от нуля, 
не более, чем счетно. 

4. (Св (Е) — нормированные спирали с однородными и ортогональными 
приращениями, удовлетворяющие условиям: 


(Св, (1), Св, (5)) =0 при В, 8, В,ВЕМ№ —оо<Ь з<, (34) 
(П.А. Св (5) = "А (в (Е 5), (35) 
А- Со ($) ЕН: при <>0,5< Е (36) 


{/, — однопараметрическая группа унитарных операторов, соответствую- 
щая множеству М кривых С, (1) («Е М). 

Для случая, когда &,(1) образуют регулярное множество стационар- 
ных и стационарно-связанных кривых, представление (33) записывается 
следующим образом: 


«= Хе \9.в (2) @— р), ВЕМ. (37) 
[33 0 


Мощность множества № является инвариантом регулярного множе- 
ства М кривых Ё„ (1) («Е М) и называется рангом. 

В дальнейшем под рангом произвольного множества стационарно-свя 
занных кривых со стационарными п-ми приращениями мы будем пони- 
мать ранг регулярного множества, выделяемого при разложении согласно 
теореме 2.2. 

$ 3. Спектральная характеристика регулярных и сингулярных кри- 


вых со стационарными %-ми приращениями. Ливейное экстраполиро- 
вание кривых со стационарными 7-ми приращениями 


ЛЕММА 3.1. Пространство Ни кривой $ (1) (— со << оо) со стацио- 
нарными п-ми приращениями 


АЕ (8 = ] е!^(1 —е-"^)п. С аЁ›8 (38) 


4 известия АН СССР, серия математическая, № 5 


334 М. С. ПИНСКЕР 
ее т < ИАА ДНЕ БЫТА НИЕВЕНАНЕ ИРАНЕ ИЕ 


совпадает с пространством Й, * стационарной кривой  (#), определяемой 
равенством 


Ед = | едаЕ,в = \ е® Е, Е (0). (39). 


—= 


1°. Доказательство. 
Н:с Й,. (40) 


Действительно, вектор А” (5), =>0, 5 Ь можно получить из век- 
торов Е (г), г < &, при помощи следующих операций, не выводящих из Н!: 


0 0 0 
ры 45: | 45... Е: зв + >>: + 8.) 48 = 


= | а^ ЧЕ ь ($ -), (41) 


—© 


о Зав» РЯ | одел АР ар = М. (42) 


[6] 


2’. Обратно, 


Действительно, из результатов Ахиезера [см. (18), добавление В] 
следует, что в пространстве [2 (— со; со) (а (%) = (Е›з, &)) функцию 


2 на 


ОЕ д О У од 


аналитическую и ограниченную в нижней полуплоскости, можно с любой 
степенью точности аппроксимировать линейными комбинациями функций 
е"^, г< 0. Поэтому пространство Н‚, содержащее векторы 


со 


АЕ ($ г) = \ е\т+3)^ (1 — е "п. Е, сие АЕ›& = 
ыы \ ет^ . ез^ або) СХ АЕ» 5, 0, ЕО. а 
содержит и векторы 
(59 = | ее)". Е 
) =. о $ эп л5 


* Здесь Н, — замкнутая линейная оболочка векторов Е ($), И 
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1 д"ь ($; 1) 
".п! 05 


= ) оО рые (5) +. 


2—0 © 


Сравнение соотношений (40) и (43) доказывает лемму. 

Следствие 3.2. Множество М стационарно-связанных кривых 
5» (8 («Е М) со стационарными п-ми приращениями будет регулярным 
(сингулярным) тогда ши только тогда, когда будет регулярным (сингу- 
лярным) множество стационарных и стационарно-связанных кривых Е, (1), 
имеющих ту же спектральную матрицу, что и данное множество кривых. 

Отсюда ясно, что результаты М. Г. Крейна (°) о спектральной харак- 
теристике сингулярной и регулярной стационарных кривых переносятся 
и на кривые со стационарными п-ми приращениями, т. е. имеют место 
следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 3.3. Для того чтобы кривая Е (1) со стационарными п-ми 
приращениями была сингулярной, необходимо и достаточно, чтобы инте- 
грал 


© пов х) | 
в о, 


расходился. 

ТЕОРЕМА 3.4. Для того чтобы кривая Ё(+) со стационарными п-ми 
приращениями была регулярной, необходимое и достаточно выполнение 
следующих условий: 

1. спектральная функция Е (\) абсолютно непрерывна и спектральная 
плотность }(\) почти всюду положительна. 


со 


|108 / (^) | 
9: м НЕРя” 4) < оо. (44) 


Теперь естественно поставить задачу о нахождении величины о? (5; т), 
определяемой равенством 


2 (5; <) = шт 14 (Е $) — Усе ар-ьй = 


7т=1,2..., т.т, 1; >0 9—1 


= |198 (#- 5) — Ры, А 4 (1148) = АЕ (0) — Рн_,А 8 (0). 


Эта задача обобщает задачу об экстраполировании, занимающую зна- 
чительное место в теории стационарных кривых [ем. (1), (5), (°), (1%), (13)]. 
Из разложения (32) видно, что 
$ 
22 (5:9) = А (р) ар. (45) 


0 
В частности, при > $ 


$ 8 


св; 9 = ИА (рурар = ПА (р) ар = 


0 о 
4* 
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8 п 8 
=И УС 0*Сть (р — #9 ар = чо (РЭВ ар, 
0 | А=о 0 
и величина с? (5; <) = 0? (5) не зависит от т. 

Таким образом, задача вычисления величины с? (5; ) сводится к задаче 
отыскания функции Ф(р) в разложении (32). Способ нахождения функ- 
ции Ф(р) по спектральной функции Ё(») дается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 3.5. Для несингулярной кривой $ (1) со стационарными п-ми 
приращениями функцию х(р) можно найти по формуле: 


1 
1 у (гре)" 1 | (1 + 2%)" 
ух } его | И ыы + 
ца а)" 
[6 
в 1.1. № | — | #24 и: 4, (46) 


где 6 («) — граничные значения на вещественной оси аналитической в ниж- 
ней полуплоскости функции 


а бам 1 
(2) = ехр {8 — иг | 3: РФ, а >. 


Для случая стационарной кривой результаты этой теоремы были 
получены М. Г. Крейном [см. ($)]. 
Доказательство. Прежде всего отметим, что в силу леммы 3.1 
представлению вида (32) кривой & (1) 
1 
АЕ =. о (#— раб (р) + Е ® (1 = 
= 490 (ё — р) ас (р) + АЕ (1) (48) 


соответствует представление (32) для стационарной кривой Ё (8: 


{ со 
9 = \3(—раср- = | 2-4. (49) 


В формулах (48) и (49) С(р) обозначает одну и ту же спираль с од- 
нородными и ортогональными приращениями. 


В работе (13) показано, что ©(р) можно найти по формуле 


со 


Руа | 226 (6) дь, (50) 


—< 


где 65 (<) — граничные значения аналитической в нижней полуплоскости 
функции 


со Е ) 
Е 1+ 22105 1 (^ 
Ба ою и = \ = ЕР а 


0502, 6/0) РО). ре 
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о принимая во внимание (41), (42), (48), (49), (50), легко видеть, 
(п) 1 С я © 1 : #7 
= \ ее (ео. -Ь (@) 4. (52) 


Теорема доказана. 
Замечание 3.6. В некоторых случаях функции ф(р) и 6(6) легко 
найти непосредственно, не используя формулы (47). Аим» для ста- 


ционарной кривой, имеющей спектральную плотность тем. (2°)], 


Ф(р) =Уже?т, р>0, 


1 

® сл 8 | 
Ь (&) = п | ЕН 1+ л(е— т) 814 № р 
Е ен тн "| = 


4 > = -— 40, 
ет | У2те-вее-ар (53) 
0 


1-ю ° 


Замечание 3.7. Используя (53), можно переписать формулы (46), и 
(47) следующим образом: 


1 
он 156) 
®(Р) а [** ро... ет [9 42+ 
с ь 
о (4 
=— 1 


где 6, (&) — граничные значения аналитической в нижней полуплоскости 
функции 


[ п 
с Я 1 2 
Ь, (2) =ехр ых 5 | —. ИА ] а]. (55) 


|6; (©) [= 1 (6) (4 + «*)". 


$ 4. Кривые со стациоварными 7-ми приращениями, инвариантными 
относительно преобразования подобия 


В настоящем параграфе мы рассмотрим некоторые интересные приме- 
ры кривых со станцинарными п-ми приращениями. 

Определение 4.1. Кривую #(1) (—с << оо) назовем кривою 
со стационарными п-ми приращениями, инвариантными относительно пре- 


образования подобия, если 
1. &(#) есть кривая со стационарными п-ми приращениями; 
2. для любого действительного числа А -Е 0 найдется такое положи- 


тельное число а (1), что 


(АЕ (#8), АЕ (&)) = а (К) (АЕ, 4 (5)), (56) 


О (#1; Кл,; ео) = а (®)Л (1; чл; <). (57) 


При п = 1 такие кривые изучались А. Н. Колмогоровым [см. В 
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Очевидно, что 
а (К, -№›) =а(К,). а (Ёз), 


и, в силу непрерывности структурной функции Д (; *1; хо), а(К) непре- 
рывна по А -Е 0, откуда нетрудно вывести, что а(Ё) должна быть вида 


а (К) =|^ |. (58) 
Действительно, прежде всего ясно, что а (—) =а(®), ибо 
а (—№ =а((—Ю = 42 (®) иа (0. 


Далее, 
Тора (Ён -+) = 1юва (|, |-| №» |) = 1ова (е°8 1 ®1 +1081 %1) — 
— 1юра (“81 *№1) | ]ова (её! \*') 


и, следовательно, 105 а — линейная функция 108 | А |, т. е. 


а (Е) == 6210] к] {у =| >, 


причем, так как а (1) =а (1.1) =а? (1) и, значит, а (1) = 1, то е = а(1)=1 
и у= 0. 

ТЕОРЕМА 4.1. Спектральная функция Е(\) кривой 5(Г) со стацио- 
нарными п-миг приращениями, инвариантными относительно преоб рразо- 
вания подобия, или является функцией скачков, имеющей разрыв в един- 
ственной точке ). — 0, т. е. 


_ [0 при ХО, 
Ро = [0—0 при ^>0, с 
или же абсолютно непрерывна, и спектральная плотность }(\) = Е" (№) 


имеет вид 
ра ом 2 
Г( ) с (1 Е 3)" й с >> , << п. (60) 


Соответственно этому п-ые приращения АЕ (:) такой кривой допу- 
скают одно из следующих представлений: или 


АЕ (6) =”, (61) 
где ЕЕН®), или 
АЕ (0) — с \ еил (1 — е-#^)" “о, (62) 
—с | х | 2 


где С) — нормированная спираль с однородными и ортогональными при- 
ращениями. 

Обратно, если имеет место (59) или (60), то Е (#) есть кривая со ста- 
ционарными п-ми приращениями, инвариантным относительно преоб ра- 
зования подобия. 

Доказательство. 41°. Согласно формулам (14), (57) и (58), имеем: 

$ — п т 1 №)" 
} ео (1 — ея (1 — ел ( ее аЕ (^)=р(и хо = 


—>ю 
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Е ел Зе д 
=а®р (+; т; 1) =АР \. НИ уе а) = 


1-2 ы 
ТЕ 


Сравнение левой и правой частей этого равенства показывает, что 


№ № 

—4т п 1 2)" И 4 АХ 651 
М1 —е нк [ ат о)= | о в ар (0). (63) 
0 0 


Выберем № так, чтобы в этой точке функция Ё(») была дифференциру- 
емой. Это можно сделать, ибо К (^) монотонна. Тогда из (63) видно, что 
Е (Е) дифференцируема по \№ при любом А -Е0, а значит, Р(^) всюду 
дифференцируема (» = 0). 

Продифференцировав обе части равенства (63) по № при № =1, полу- 
‘чаем: 


—4т |2" .9п ее — |2. (1+?) к 
|1 еж”. 27 (1) = [4 ее" НР зща-А 9) (64) 


м 4 К? в--1 
2714) = СЕВА. (65) 


Следовательно, спектральная функция ЁР(\) абсолютно непрерывна на 
интервалах (— со, 0), (0, со) и 
рее 


Пра №40 (66) 


Е! (^) =10) =2"/ (1, 


Здесь необходимо различать два случая. 
1. Если } (1) =0, то Е’ (%\) =0, Х=0, А(») есть функция скачков 
‘имеющая единственный разрыв в точке ) =0, и 


а(^) =". (67) 
2. Если ] (1) Е 0, то 
} 5 | я. "ВА р п 1 
Е ие ‚ ЛО, 2 =2/(1, (68) 


причем, так как функция / (^) суммируема, то О<‹<_2п и Ё(\) должна 
быть непрерывна в точке Х =0, ибо в противном случае мы имели бы 
в соответствии с формулами (67), (14), (57) и (58): 


тает [р (+0) —Р(—0)] = 


—= р (#1; Кс; кт) — 62 \ ее» (1 и вы) № (1 рей ет) в тя = 


—= 


о [е т РЗ т О __ о— Ау _— ол й 
18| 2659 в (1 —е#)" (1 —е "ен |= 


= | 2 [К (+0) — Е (—0)]. 
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Но 
РТ |АГ; бо ж 


2°. Остается показать, что при выполнении соотношений (59) и (60) 
имеет место (61) и, соответственно, (62). Но (61), очевидно, следует из 
(59), а для того чтобы получить (62), надо в представлении (2) вместо 

ар)” 
ры 
подставить 
т 
он (^), 
11? 
где ©(\) — нормированная спираль с однородными и ортогональными 
приращениями, определяемая равенством: 


о1 
а ЕЕ (69) 


сл" 


№: 
$0.) НЕ \ 


м | и г эзуп | м и” 
(бое = ЕР ав = 
: 0 


Ры 
(1 Ее д)" | х 1 с? | л ет 
— \ =], |]. 
с? [ХР (1 =)" 
ТЕОРЕМА 4.4. Структурные характеристики кривых (61) и (62) 
можно найти соответственно по формулам: 


ра", где 6 = Ст 1 (+0) — Р(—0), (70) 
2 (1) =6|1 при «2, Е=0,1,....п- 1, 0О<«<в<2т, (71) 
где 
ее ве 
Ши ол 4с? 7 
=. а (72) 
0 
(+ = [5 — целая часть числа 5) - 
2( = шт || пра в=2; &=1,2,....п—1, (73} 
где 
С (14) 


Доказательство. Формула (70) очевидно вытекает из (61), (16), 
и (14). Структурная функция кривой (62) равна 


< 


р (ё; к; <.) = \ ей (1 — г—*"^)п (55 ета) Ч)" ар (А) = 


—<© рать 
= \ е® (1 —е-#а)я (1 — енд Е, Ру 
и ( ) ( е ) хл2т (1 + 2)" 
—= 1 —1 т.п 4х а» 
а ом, 5) 


—< 
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Здесь могут представиться два случая. 
Г. Пусть с 2, Е =0,1,..., п-1. Тогда, обозначив через т = [3] 
целую часть числа с, имеем: 


Р (Е; хи; =) = 40 „р (=. (АР (1), 


где = — 
а = 
со ах 
а й—... о ря- 
1 
= [2 [62 в анте таня Р-р) =. (76). 


Чтобы найти значение 6, продифференцируем по # при # = 1 следую- 
щее равенство: 
со 


ы я (0)”] а 
Вере? \ р 
мы получаем: 
© а» 
в (8—1)... («+1 — 2%) = (—1)е? \ (^—1) пере Дия т = 2, 


г : а» 
в (9—1)...(8 +1 — 2%) 6 = (—4)*е? \ (4—1 —1) ренаы для т=2А+1. 


Отсюда следует: 


к 62 С (е^ — 1) а и 
Ч а) ен \ ое — 


к 6? 
Ее, (8—1)... 1—20 


ИЗ 
к+ ея | рые УИ 
1 ` 
=. с (< —1)...(6+1—2Ю в |[> ны (77) 
и 
к (Е^ — 1—1) ах _ 
Ь = (—1) в (< —1).. Е ар ЕС 


С С (созх —1) 4 _ 
в (< —1)...(© + 1—2) \ Рае 


=(— 1 


^ 

со $102 — 
Е. 2 к. (78) 

= (—1) 5—1). 1—1) ея 

Сравнение равенств (76), (77) и (78) доказывает (71) и (72). 

П. Пусть теперь с = 2%,  =1,2,....п—1. Тогда 


Р(&; и; ®) = 0 _„„Б, (9, 
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где 
С 2 (пу (ил) 4 
р; (8 = 6? \ (^- ния = — ен . (19) 


Рассмотрим разность 
2(1) =р, (8) — #2, (4. 


Имеем: 
‘ | (пл (ел) Ро. 
ДФ=е | [2% —1— И —... — и а] РЕН 
ао 
Гы (рут 
— #4 р, (1) = ) [^-1=2-... - т - 
(река 2к р я Е ее ик (1 1% 
— ва) прое 9 } [1—2 Г 
(2) 2 рн | 9—1) 
5 (2к)! (41 + 5) | РА Р-- (2)! (22) (1+2) ^ — 


0 


ТЕ й 
= (—1* Нод!" \ (Е-вв) кд = 


252 к 


с В (2к)! 


15а [1 (4 + ^2) Ча (+ )Г = ([—-10= о #* ш| Е |. 
То : 

Функция Д(!) — искомая. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4.5. Кривая вида (61) сингулярна, а вида (62) — регуляр- 
на, причем для нее в качестве функции Ф(р) в разложении (25) можно 
принять функцию 


э—1 
4.‹р * при р>.0,. 
9 = (р) = =. (80) 
0 при р< 0, 
где 4« — некоторое постоянное число. 
Доказательство. В соответствии с формулами (54), (55) и (60) 
имеем: 


1 со 
А (Р) у | ето (1 — ее) д, (81) 
« 
где 
Е. оо ие) ов "9 
о и ис) = 
а не" ро) ще } 
Ир вхр[# п ие, 02 
Но 


ШТ 14—29) 108 (699) 
о 
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есть сумма вычетов подинтегральной функции относительно точек (—2) 
и (© —19), которая равна 

1оё с? (— #)? ь 

+1085? (%— 1). (83) 


Сравнивая (82), (83) и (81), мы видим, что при &>0 


НЫ 
Ь, (6) = 26, (0) (84) 
и 
До (Кр) = Ао (Ёр) = " ро(1 — с ЧИро\п 1 (9) у 
К Ф( р) кт Фо (ЕР) УЕ ( е ) в а®= 


ре 5 ы(®)а 
7 \ бе и, = 
у А ( ) 


о 
з 
=1 


= ©9—% 


1 72] —ио ь кз = Ш 
= ) вр (1 —е у до = К ЗА ь (р). 


Так как Фо (р) =0 при р< 0, а следовательно, 


| 
Аь (р) = У (—1)"Сяфь (р— ) = (р) при О<р<*, 


к—=0 


то, взяв т > шах {р, Кр}, имеем почти всюду по р: 
6—1 
Фо (ЕР) =? Фо (р), 


е—1 


Фо (р) = 4еор ?, р>0. 


Теорема доказана. 

Замечание 4.6. Формула (62) показывает, что А (#) для регу- 
лярной кривой &(1) со стационарными п-ми приращениями, инвариант- 
ными относительно преобразования подобия, можно получить одним из 
следующих способов: 

1) если с не есть четное число, то А (#) или совпадает с п-ми 
приращениями одной из кривых 7. (), О<1<.2, с0 стационарными 
первыми приращениями 


Ал, (де | Аа — с) О, (85) 


= Г 


344 М. С. ПИНСКЕР 
р. с ее > Ме Инн беби 


или же совпадает с п-ми приращениями кривой, получаемой из 7. (#} 
интегрированием (однократным или многократным). 

2) Если с есть четное число, то Аб (#) или совпадает с п-ми при- 
ращениями непрерывной кривой 1» (!) ‘со стационарными вторыми при- 
ращениями 


А, (6) Ее \ ей» (1 ть =-иАр $0) (86} 


Е 
1212 


или же совпадает с п-ми приращениями кривой, получаемой из \. (#} 
интегрированием. 
Таким образом, при изучении кривых (62) мы могли бы ограничить- 
ся случаями (85) и (86). 
Поступило 
10. У. 1954 
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С. Л. КАМЕНОМОСТСКАЯ 


ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
ТИПА С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ 


(Представлено академиком И. Г. Петровским) 


В работе рассматривается вопрос о поведении решений первой 
краевой задачи для уравнения 


=Ди - А(х, у) и, + В(®, Уи, С (1, уи=р (т, у) 


при стремлении = к нулю. Указан способ построения предельной функции 
О (5, у) и доказана сходимость решений к Ц (х, у). 


Будем исследовать поведение решений и.(х, у) уравнения 
Е па 97 д д 
Те (и) = (бя + 9) + А(@, +В, + 
-С (2, уи=р(х, У), (1) 


‘принимающих на границе Г области С значения Ф(Р) (Р — произволь- 
ная точка границы), когда малый параметр => 0 стремится к нулю. 

Впервые эта задача была поставлена Н. Левинсоном и решена им 
для некоторого частного случая [см. (')]. В частности, в работе Левин- 
сона предполагается, что 

А? (т, у)  В*(т, у) +0 
в облаоти С. 

В работе автора (8) ресемотрен другой частный случай, причем 
также предполагается, что А?(х, у) - В? (х, у) = 0. 

Вторая и третья краевые задачи для уравнения (1) исследованы 
О. А. Олейник [см. (2) и (3)]. 

В настоящей работе на функции А(х, у) и В(х, У) мы не будем 
накладывать никаких ограничений, кроме условий гладкости. Основной 
‘результат работы сформулирован в теореме 1. 

Будем. предполагать, что функции А(т, 9), В(т, у), С(р у) ти 
Р(х, у). имеют непрерывные частные производные до второго порядка 


включительно в некоторой области С., содержащей © =С- Г; Ф(Р) — 
непрерывная функция длины дуги и граница Г области С состоит из 
конечного числа замкнутых кривых, координаты хи у каждой из ко- 
рых являются два раза непрерывно дифференцируемыми функциями 
длины дуги. Кроме того, будем предполагать, что в @ + ГС($, 3/0. 

Выполнения перечисленных условий достаточно для существования 
при = == 0 единственного решения уравнения (1), принимающего на гра- 
нице значения © (Р) [см. (“)]. 

`Установим на границе Г положительное направление так, чтобы при 
обходе границы в положительном направлении область ( оставалась 
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ААА ААА 
слева. Обозначим через ‹ длину дуги кривой Г и пусть с возрастает 
при обходе кривой в положительном направлении. 

Обозначим через Г, множество тех точек границы, где 


4 а 
В( У А(а, ур оо 
через Г, — множество точек, где 


а а. 
В (т, у) 3„—А(т, У) д >0, 


и через Г, — множество точек, где 


а а. 
В (2, у); —А(т учи = 


Точки области @-+Г, в которых А?(х, у) - В? (т, у) =0, будем 
называть особыми. Множество особых точек обозначим через ©, мно- 
жество особых точек, принадлежащих границе, — через ©,. Ясно, что © 
и О, замкнуты. 

Система дифференциальных уравнений 

42 А(т, у, = В(т, У) (2) 
определяет семейство характеристик уравнения первого порядка: 


М (0) = А (в, у) 5; + В (а, ) 5, +С®уИ=Ь (а, у. (3) 


Обозначим через $ длину дуги интегральной кривой системы (2) и 
пусть $ возрастает с возрастанием параметра {. Уравнение (3) можно. 
записать тогда в следующем виде: 


Уже В: “И + СО =. (4) 


Решением уравнения (3) в о: С будем называть всякую функ- 
цию, которая удовлетворяет уравнению (4) в точках, где 
А? (, у) + В? (=, у) +0, 
и уравнению 
С (т, УИ =Б (т, у) 
в точках, где 
А? (х, у) + В? (т, у) = 0, 
т. е. на множестве ©. 
Направление вдоль характеристик, которое в каждой точке совпа- 


дает с направлением вектора [А (х, у), В (х, у)], будем считать положи- 
тельным. 
Обозначим через Г; множество точек границы Г, в которых характе- 
риотики при продолжении в положительном направлении выходят из С. 
В дальнейшем нам придется пользоваться принципом максимума 


для решений и. (т, у) уравнения (1), а именно: при всех ® 


ДЕЙ < 


С (х, у) 
се |= К, 
( 


< шах | $ (Р) | + шах С 
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Доказательство такого принципа максимума имеется, например 
в работе (1). 

Докажем следующую лемму: 

ЛЕММА 1. Существует единственное ограниченное решение И (х, у) 
уравнения (3), принимающее на Г, значения Ф(Р). При этом всюду в + Г 


0 (х < шах |› (Р РТ 
| (т, у) | < [$ ( | - шах | бу) ы 

Доказательство. Возьмем произвольную точку О области С. 
Пусть Г, — характеристика, проходящая через 0. Рассмотрим поведе- 
ние Г, при возрастании параметра #. Возможны следующие случаи: 

1. При некотором значении {= в точке Р. границы кривая [, 
покидает область С -{ Г. Тогда на Г, существует единственное решение: 
О (5) уравнения (4), принимающее при 55 = $ (&) значение $ (Ру). Нетрудно 
показать, что в любой точке Г, 

Р (т, у) 
И ($ = 
107 (5) | «шах [$ (Р)| + шах| се |. 


В самом деле, рассмотрим в плоскости $, 0 кривую ИП ($) = АО 


С (5) ` 
В точках, лежащих выше этой кривой, решения уравнения (4) имеют 
положительную производную, а в точках, лежащих ниже этой кривой, — 


отрицательную производную. Поэтому, если в какой-нибудь точке 


р (5) 


|0 (6) [> шах [26 


то в этой точке должно быть 


|0 (5) < шах |ф(Р)|. 


’ 


2. При неограниченном возрастании & кривая Г, остается внутри 
области, но длина Г, ограничена при #—> ©. Существование и един- 
ственность ограниченного решения доказаны в работе О. А. Олейник (?). 


Всюду на Г, при этом 
Р (2, у) 


[0 ($) [< тах С (=, у) 


3. При #— со характеристика Г, остается внутри области, и длина Г 
неограниченно возрастает при возрастании параметра #. Можно доказать 
существование и единственность ограниченного решения уравнения (4) 
аналогично тому, как это доказывается для случая 2 в работе 
О. А. Олейник. В этом случае на Ё 


|0 (5) | < шах сей 


4. Характеристика Г, замкнута. Существует единственное периодиче- 
ское решение И ($) уравнения (4) и 


О (х, 9) 


|0 (8) | < шах | ху 


Мы перечислили все возможные случаи поведения характеристики Г, 
при возраставии #. В точках, где 


Аз (в, у) - В? (2, У) =0, 
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полагаем 


_ Б(х, у) 
О (т, =, у) : 
Тем самым во всей области С построена функция И (т, У), являющаяся 
ограниченным решением уравнения (3) и принимающая на Г, значения 
Ф(Р). Для 0 (х, у) справедливо: 
Р (т, у) 
С (2, у) |° 


Из леммы 1 вытекает следующее, важное в дальнейшем 
Следствие. Если 0,(х, у) и 0.(х, у) — ограниченные решения 
уравнений 


[О (2, у) |< шах [ф(Р) | + шах 


М (0) => О, (т, У), 
М (Ц) = РБ, (т, 9), 


принимающие на Г, равные значения, и если 


1, (т, у) — 2, (т, У|<« 
в области @, то 


[О, (5, У) —О. (т, у)| < < 


< шш|С|° 


Характеристика Г, проходящая через точку границы Рь(т, у), ка- 
кается границы Г в этой точке, если в Рь(т, у) 


В (1, у) * —А(т, у) 1 =0, но А(х, у) + В(1, У) 0. 


Для дальнейшего нужно 0с0бо выделить тот случай, когда характе- 
ристика при возрастании параметра касается границы в точке Р, ив 
некоторой окрестности этой точки не выходит за пределы замкнутой 
области С -- Г. Такие характеристики будем называть особыми харак- 
теристиками. Возможные случаи расположения особых характеристик 
относительно границы изображены на рис. 1 и 2. 


Рис. 1 Рис. 2 


Целью настоящей работы является доказательство следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть О (т, у) — ограниченное решение уравнения (3), 
принимающее на Г, значения $(2). Тогда решения и. (х, у) уравнения (1), 
принимающие на границе Г значения $(Р), при е, стремящемся к нулю, 
сходятся к П (т, у) равномерно в любой замкнутой области, не содержа- 
щей особых характеристик и тех точек границы, которые принадлежат 
тг. 

Замечание 1. Сформулированную теорему достаточно доказать 
для случая, когда правая часть уравнения (1) О (х, у) равна нулю в 
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некоторой окрестности множества Е: этому случаю мы придем 
, 
положив 


ивр оей, 


где и. (х, у) — решение уравнения (1). Очевидно, что 


поет. ( г) Ра 


Здесь О, (х, у, =) — непрерывная функция, принимающая в особых точках 
сколь угодно малые значения при достаточно малом в. Ясно, что для 
доказательства теоремы достаточно показать, что решения 09.(х, 9) 
уравнения 

Г (9) = р, (т, у, =), 
принимающие на границе значения 


Р(Р) 


$ (Р) =?(Р) — св), 


сходятся к функции 


р 
УИ, Ус. 


Пусть «х — произвольное, сколь угодно малое число. Выберем д и в 
так, чтобы в 8-окрестности О для всех г < ®, выполнялось 


[6 @, 9.5). 


Очевидно, что существует дважды непрерывно дифференцируемая 
функция Д.(х, у), не зависящая от е при достаточно малом в, равная 
нулю в д-окрестности О и такая, что 


1Р. (2, у) — О, (5, у, г) |< 
в С+Г для всех з < з. Кроме того, можно считать ®, настолько малым, 
что 
: р 
|2, (г, )— М |= |2. (@, 9) — В (> у, 9—4 (-5-)| < 
2 


<|2.(2, у) — В; ($, у, =) | = 


для ее. Пусть 2. (5х, у) — решение уравнения 
[+ (25) = В. (х, 9), 


принимающее на Г значения 


Р(Р 
Р-Р сы, 


5 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
® 
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а (5, у) — ограниченное решение уравнения 
М (2) = РВ. (2, У), 


принимающее на Г значения $, (Р). 
На основании следствия из леммы 1, 


|2 (2, У)—У (в, 9) аест- 
Кроме того, из’ принципа максимума для уравнения (1) следует: 


|2: (2, У) — % (2, |< ывтот- 


Поэтому 
За 


шш|С|* 


[9% (2, у) — И (2, у) | < [4 (т, у) — 2 (2, У) + ист 


Таким образом, если последовательность 2. (т, у) сходится к 1 (х, у), то 
последовательность 5. (т, у) сходится к ТУ (5, у), а отсюда будет следо- 
вать справедливость теоремы. Поэтому в дальнейшем будем считать, 
что О (5, у) =0 в некоторой окрестности множества ©. 

Докажем следующую вспомогательную лемму. 

ЛЕММА 2. Пусть О — особая точка области С + Г. Для любых 
«>00 и68_>0 существуют дважды непрерывно дифференцируемая функ- 
ция $= (т, У) и число | такие, что $1 (т, у) =1 вне и точки 0, 


$8 (2, У) — 0 в 1-окрестности точки О и И А? + В? ре Вт 19 8 |< а в области 
СГ. 

Доказательство. Функции А (5, у) и В(т, у) дважды дифферен- 
цируемы и в точке О обращаются в нуль. Следовательно, существует 
постоянная К такая, что 


У А* (т, у) + В* (т, у) < Кр(т, у), 


где р(т, у) — расстояние от точки х, у до точки О. Пусть 8 — число, 
определенное в условии леммы. Рассмотрим отрезок [0,8] на оси &, 
Ясно, что для любого «>00 существуют 1<.8 и дважды непрерывно 
дифференцируемая функция ф (1) такие, что $ (1) =1 при #>8, %(0 =0 
при ОЗ <ти | <. Положим 


93 (т, у) = ф [р (т, У)], 


где р(т, у) — расстояние от точки с координатами х, угдо точки 0. 
Функция $4 (т, у) удовлетворяет поставленным условиям. В самом деле, 


“ 


е 
Кр (+, у) 


45 


и, следовательно, 


У 4? 88 — 


Лемма 2 доказана. 
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ТЕОРЕМА 2. Если О — особая точка, не принадлежащая границе, то 
для любого и, >0 существуют такие е, и &%, что для всех а 


Ги, (т, у) — 0 (+, у) | <% 
6 д,-окрестности точки О. 
Доказательство. Выберем число 8 так, чтобы в -окрестности 


точки О функция Д (5, у) равнялась нулю и чтобы расстояние от точки 
О до границы области было больше 8. Пусть 9 (т, у) — функция, по- 


строенная в лемме 2. Величина х будет определена в дальнейшем. 
Обозначим через А® 8-окрестность точки О, через С8 —границу В8. 

Если 

Р(з, у) 

С (т, у) | * 

то, на основании принципа максимума для уравнения (1) и леммы 1, 

в области С 


Ко = шах [® (Р)| + шах | 


[иг (7, У) | Ко 


[О (х, 9) |< Ко. 


На С° функция ф* (2, у) равна единице, следовательно, на С8 


[иг (т, у) |< Коз® (т, 9), 
[О (2, у) |< Коза (т, у). 


Кроме того, в области А8 


и @фх 
М (Ко = 0) = КоМ (94) = Ко У 4? + В с + К.С; < Ка, 


так как 


==“ 
Уд 5 |< 


С (х, у) < (2, у) < 0. 


Отсюда следует, что в АЗ ‘функция К 94 (т, У) +0 (т, у) не может иметь 


[2 
отрицательного минимума, меньшего, чем — СЕ .Но на С8 значение 


К.$< (2, У) = 0 (5х,у) положительно, следовательно, всюду в Е 


я Ка 
Ку$ (2, у) 0 (1.9) > — т | С | 
ь К 
2 0.0 
[О (т, у)|< К? (т, У) шш|С|° 


Аналогично, для и. (т, у) в В получаем: 


Г, (К9& + и,) < К = тах | Дз | + Кух 


ВЕ а Ко“ 
| (=, у)|< К. (т, у) Е ан С] -тах | Аз р. ша [С | - 
ЕЗ 
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до _Щ_Щ_Ц_Щ_|_[_Ц__Й_ 66 


Пусть ®, — произвольное, сколь угодно малое число. _Выберем х так, 
чтобы 


ит а 
и затем так определим ®,, чтобы 
А 
ра 
Тогда в Аз 
[м, (т, у) |< К.зя (т, у) -+-> 
и 


[О (т, у) |< Коза (а, у) + 


Но в 1-окрестности точки О $“ (х, у) =0 (лемма 2) и, следовательно, 
в 1-окрестности точки О 


|1. (2, у) <-5°, ЕО (2, у) |< —* 


= 
| и: (т, у) —0 (т, У < р <. 


Тем самым теорема 2 доказана. 
Будем называть 65-окрестностью кривой множество точек, каждая 
из которых находится от кривой на расстоянии, меньшем 8. 

ЛЕММА 3. Если [+ — замкнутая характеристика, не касающаяся 
границы, то для любых «>0иб>0 существуют дважды а 
дифференцируемая Функция %*(т, у) и число 1 такие, что \х (т, у) = 
вне б8-окрестности кривой [,, (т, у) =0 в 1-окрестности [4 п 


“ 
ТУ 42 В —. |< а в области 6. 

Доказательство. Построим сначала функцию '*(т, у) в той 
части области @, которая является внешней по отношению к кривой [%. 

Пусть 6 — число, определенное в условии леммы. Можно доказывать 
лемму, предполагая, что 6 меньше, чем расстояние кривой [» до мно- 
жества О. 

Возьмем любую точку О, на характеристике [4 и пусть 0.0, — 
отрезок внешней нормали к кривой Г.. По известной теореме, длину 
отрезка (@,0, можно выбрать настолько малой, что у характеристики 
Г, проходящей через любую точку О6[0О,О.], хотя бы одна из двух 


полухарактеристик лежала внутри д-окрестности кривой [4 [см. (5)]. 
При этом возможны следующих два случая: 


1. Может оказаться, что все характеристики, пересекающие отрезок 
9‹0:, замкнуты. Пусть через точку О, проходит замкнутая характе- 
ристика Г.. Обозначим через Т область, заключенную между кривыми 
10 и Г. Введем в области Т новые переменные &=Е(х, у), Ч = 7 (х, у) 
так, р функции (2, у) и 9(х, у) являлись решениями уравнений 


дЕ ОЕ 9% 
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Как доказано в работе (1), эти уравнения имеют в области дважды 
дифференцируемые решения & = (2, у), д = 1 (х, у), причем 


р ОЕ =) д (У) 
о 0 и 05-00. 


Ясно, что координатные линии & = сопз$6 есть характеристики, а 
\ = ©0105 — ортогональные к ним кривые. Будем считать, что на ха- 
рактеристике [, &=0, внутри Т #0, ана Г, Ё=Ё. 

Определим функцию $“ (х, у) в области Т следующим образом. Рас- 
смотрим монотонную дважды непрерывно дифференцируемую функцию 
8 (5), равную нулю при О<Е<& (&% <) и единице при &>&. 

Положим в Т 


9 [2 (6, 9), у(6, )] = 6 (5). 
Вне [,. положим 
фз (2, у) =1. 
Ясно, что 


ау; 
45 


=] 


следовательно, функция '* (2, у) удовлетворяет поставленным условиям. 

2. На отрезке О%.О, есть точка, через которую проходит незамкнутая 
характеристика. Будем считать, что такой точкой является 0: и через 
0, проходит кривая Г,. Пусть 0.56 [0%0О,] 
есть ближайшая к 0, точка пересечения Г, 
с отрезком [0,0.]. Область, ограниченную 
кривой [», дугой 0,0, характеристики Ё, 
и отрезком [0,05], обозначим через То 
(рис. 3). 

Будем отсчитывать длину дуги $, харак- 
теристики Г, входящей в Го через отрезок 
[О1, О], от точки пересечения [, с этим отрез- 


Рис. 3 


& 4 
ком, причем $, >0 внутри То. Ясно, что для любой функции }(х, у) 9 
1 
4 
может отличаться от 97 только знаком. 


Пусть г — расстояние переменной точки 06 [0,0] от 05. Ясно, что 
если какая-нибудь точка Р(х, у) ЕТ, лежит на характеристике, пересе- 
кающей отрезок [0,05], то ее координаты х и у являются функциями 
гиз.. При этом для точек, не лежащих на Г, функции г(х, у) и 5,($, У) 
однозначны. 

Пусть характеристика Г, иересекает отрезок [0,05] в точке О, а точ- 
ка О есть ближайшая к (С точка пересечения кривой Г с отрезком 


0,0%. Обозначим через 1(0) длину дуги кривой 00. На отрезке [0,05] 
рассмотрим дважды непрерывно дифференцируемую функцию 8 (г). Пусть 
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9 (") =0 вблизи точки 0, и 0(7) =КО) для точек О из некоторой 
окрестности точки О.. 

Рассмотрим, кроме того, дважды непрерывно дифференцируемую 
функцию переменного # $({) такую, что ф (1) =1 при #<0, $(1 =0 
при > и 

а а 


4 < тах У А? + 88 | 
То 


Ввиду произвольности &, такая функция существует при любом, 
как угодно малом «. 

Определим теперь функцию $, (2, У) на характеристиках, пересека- 
ющих отрезок [0,0.], следующим образом. Если характеристика Г 
пересекает отрезок [0,0,] в точке О и 0,0 =г, то положим на Ё 


ф» [6 (г, 51), у (г, $1)] =$[5, — й (г)]. 


В’ остальной части области То, где функция = (т, у) может оказаться 
не определенной, положим 


{фз (2, у) = 0. 


Вне внешней границы Т, положим 


фз (т, у) = $. 


Определенная таким путем функция 5 (х, у) является непрерывной. 
Действитетельно, она непрерывна на /., так как принимает в точке О, 
значение $ (0) =1. Непрерывность в остальных точках области Ту оче- 
видна. 

Покажем, что фз (х, у) дважды дифференцируема во всей области Ть. 
Для этого достаточно показать, что 4з (т, у) дважды дифференцируема 
в точках, лежащих на характеристиках, входящих в Ту через отрезок 
[9,02]. 

Рассмотрим какую-нибудь точку Р(х, у) в области Т, и пусть через 
нее проходит характеристика Г, пересекающая [0,0,] в точке О. Пред- 
положим сначала, что С, - Г,. Пусть Е, и Е, — точки внутри отрезка 
[0,05] такие, что Ов[Е,, Е... о проходящие через ЕЁ, 
и Е›, обозначим, соответственно, через [/ и [/. В области, заключен- 
ной между кривыми /[’ и Г”, от переменных фт, у можно перейти 
к переменным г(х, у), $5, (т, у). При этом, как доказано в (*), 


д (", 9 (г, 51). д (5, _9 (=, у). 
`9(=, у) = 0, дц, =) $1) = 0, 


где функции г (2, у) и $:(т, у) имеют непрерывные частные производные 
2-порядка. Функция $5 [5 (г, 51), У(*, $,)| дважды дифференцируема по пе- 
ременным т, 5,, следовательно, она дифференцируема и по переменным х, у 
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Для случая О = 0, можно повторить предыдущие рассуждения, по- 
скольку на отрезке (0,0, в некоторой окрестности 0, 


фз (х, 9) = ф (0). 


Построенная функция 4ф5(х, у), очевидьо, удовлетворяет поставлен- 
45 45 


ным условиям. Действительно, мо. 


могут отличаться только 


знаком и, следовательно, 


44 $ 
У 42 - В? саки В 
1 т, У 4 + шах И А? + В? ь 


т, 


Таким же путем определяется 4“ (х, у) внутри кривой [%. 

Таким образом, лемма 4 доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Если О, — точка на замкнутой характеристике [щ, 
не касающейся границы, то для любого и, >0 существуют такие в, и 8%, 
что для всех < ь, 


| иг (т, у) — 0 (5, У) |< 


в д,-окрестности точки (у. 
Замечание 2. Теорему 3 достаточно доказать для случая, когда 
правая часть уравнения (1) Л (х, у) равна нулю в некоторой 8-окрест- 


ности кривой Г. Справедливость этого утверждения можно показать так 
же, как в замечании 1. Вместо функции ге здесь надо рассмотреть 
такую дважды непрерывно дифференцируемую функцию 21,(х, У), кото- 
рая на Г» совпадает с ОП (х, у). 

Доказательство теоремы 3 проводится таким же образом, как дока- 
зательство теоремы 2. только вместо 8-окрестности особой точки надо 
рассматривать 8-окрестность кривой [», а вместо функции $%(т, У), 
построенной в лемме 2, функцию $ф* (2, у), построенную в лемме 3. 


ТЕОРЕМА 4. Если 0% (2%, у) — внутренняя точка области С, причем 
А? (2, Ус) + В® (5%, \о) = 0, 


и характеристика Г[., проходящая через @9,, не замкнута и не является 
особой характеристикой, то для любого и, >0 существуют такие во и 
5,, что в 8о-окрестности точки Оо 


|4, (®, у) —И (х, 9) | < % 


для всех < в. 
Доказательство. Рассмотрим поведение характеристики [4 при 


возрастании параметра $. Возможны следующие случаи. 

1. При некотором значении 5 = 55 кривая /. в точке РЕГ, выходит 
из области С. Выберем В-окрестность точки О, так, чтобы через каждую 
точку О, принадлежащую этой окрестности, проходила характеристика, 
выходящая из С в какой-нибудь точке Рь СГ, (рис. 4). Проведем в точке 
О. нормаль к кривой [л, и пусть ©; и 0. — точки этой нормали, причем 
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О, и 0ь принадлежат В-окрестности ©,. Пусть через 0, проходит харак-' 
теристика Г., через О, — характеристика Г». Точки, в которых эти кри- 
вые выходят из области (, обозначим, соответственно, через Р, и р». 
Соединим О, и О» какой-нибудь кривой № таким 
образом, чтобы дуга @О%,Рь характеристики 1% 
оказалась внутри области’ Т, ограниченной кри- 
® выми О.Р,, Р.Р,, Р›О» и М. Для области Т спра- 
й ведлива теорема, доказанная Левинсоном в рабо-. 

те (*), о равномерной сходимости решений и. (т, у) 


0, Г и 0(т, у) во всякой внутренней по отношению 
к Т области. Так как для точки О можно подо- 
м 0, брать 5% так, чтобы б,-окрестность 0, находилась 


внутри Т, то для рассматриваемого случая теоре- 
ма доказана. 

2. Характеристика Г» выходит из области С в точке РЕГ --Луе Та 
же, как и для предыдущего случая, построим область Т, рассматривая 
вместо множества Г, множество Г,. Нетрудно заметить, что на Г суще- 
ствует такая функция $, (Р), что 


Рис. 4 


|9: (Р) —$(Р)|< 2 


и решение И, (х, у) уравнения (3), причимающее на Т, значения Ф1 (Р), 
имеет непрерывные производные второго порядка в области Т. Но если 
на границе задана функция $, (Р), то для точки О, теорема доказана. 
Отсюда, а также из принципа максимума для решений уравнений (1) и 
(3) вытекает справедливость теоремы и в случае, когда Ру ЕГ, — Г.. 

3. Может оказаться, что ®-предельным множеством характеристики 
Го является некоторая замкнутая кривая В. В этом случае можно найти 
столь малую В-окрестность точки О%., что любая 


характеристика, выходящая из этой окрестности, и ы 

имеет своим Ф-предельным множеством ту же >) 

кривую В [см. (5), гл. П, $ 1]. и 
Возьмем на кривой В произвольную точку Е 

(рис. 5). Согласно теореме 3, при любом «, для Ра 


точки ЕВ можно найти такую 8,-окрестность 
Е, что в этой окрестности 


|ш. (2, У) — 0 (2, у) | За = “> 


для всех < в. Пусть Ру, — точка на Г», принад- 

лежащая 6;-окрестности точки Е. Проведем в точ- Рис. 5 

ке Ро нормаль Р.Р, к кривой [,, принадлежа- 

щую 6,-окрестности точки Е. Точки Р, и Р, можно взять настолько 
близко к Рь, чтобы ни одна характеристика не пересекала два раза 
отрезка Р.Р, и чтобы характеристики Г. и Г,,, проходящие соответственно 
через Р; и Р»›, выходили из В-окрестности О%,. Кроме того, по известной 
теореме, точки Р, и Р, могут быть выбраны так, чтобы у характеристик, 
пересекающих отрезок Р.Р., одна из полутраекторий лежала внутри 


УРАВНЕНИЯ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 357 


&-окрестности кривой А [см. (5), гл. И, $ 1]. Какив предыдущем слу- 
чае, строим область Т, ограниченную кривыми О.Р), Р:Р., Р.О. и кри- 
вой №, соединяющей точки О, и 0.. 

Так же, как и при доказательстве теоремы 3, будем считать, что 
р (5х, у) =0 в 8:-окрестности кривой В. Тогда ясно, что на отрезке Р.Р, 
значение 0 (Р) (Р— произвольная точка отрезка Р.Р,) равно нулю. Сле- 
довательно, на том же отрезке 


|ш. (2) |< 
при =< в.. 

Пусть д. (х, у) — решение в области Т уравнения (1), принимающее 
на границе Т. нулевое значение. Выберем &, так, чтобы замкнутая 
бо-окрестность точки О%у находилась внутри Т. По упомянутой выше 
теореме Левинсона, в бо-окрестности точки Ох, величина |5. (1, у)—И(х, у) 


Е [22 
может быть сделана меньше =: при достаточно малом з. 


Оценим разность и. (5, у) — 5. (х, у). Заметим, что на отрезке Р.Р, 
[и (Р) — в. (Р)|< =, 
а на кривых О.Р, О.Р. и № 


[из (т, у) — 08 (х, 9) <К,, 
где 
С О (2,9) 
Ко = тах |х (Р) | + шах |= 
|+ (Р)| и 
Но в этом случае из той же теоремы Левинсона следует, что в б,-окрест- 
ности точки 0% при достаточно малом е 


[ше (2, У) — в (е, У) | 3% 


Следовательно, в этой же окрестности при достаточно малом з 
[иг (т, 9) —0 (т, 9) [< [и. (т, 9) —®. (т, |+ 
2 1 
- | (2, у) — 0 (2, 9) |< 3% + 3% = 4. 


Тем самым для рассматриваемого случая теорема доказана. 

4. Возьмем, наконец, случай, когда «-предельное множество кривой 
[» содержит по крайней мере одну особую точку. Пусть это будет 
точка О. Если точка О не принадлежит границе области, то, восполь- 
зовавшись теоремой 2, можно доказать сходимость в точке О’ анало- 
гично тому, как это доказывалось в случае 3. Следовательно, надо 
рассмотреть случай, когда точка О лежит на границе области. 

Построим, так же как и в лемме 2, функцию 5 (т, у), равную нулю 
в |-окрестности точки О. При этом 6 выберем настолько малым, чтобы 
в 8-окрестности точки О функция С (х, у) равнялась нулю. Величина я 
будет определена в дальнейшем. Границу \-окрестности точки О обозна- 
чим через С,, границу 8-окрестности — через Сз. Пусть при движении 
вдоль характеристики [» в положительном направлении от Ох точка Рь 
является первой точкой пересечения [% с Су (рис. 6). Выберем 1, на- 
столько малым, чтобы все характеристики, выходящие из 1,-окрестности 
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еле оиыннен И ИОНЫ 
О’, пересекали С.. Рассмотрим характеристики Г. и Г», выходящие из 
1!-окрестности точки 0%. Первые точки пересечения [, и [» © С. 0бо- 
значим соответственно через Р, и Р,, первые точки пересечения [. и Г» 
с С, — через Е; и Е.. 
Криволинейный четырехугольник Е, Р,Р.Е, будем обозначать через Т';. 
Функция $“ (х, у) равна нулю на С, и единице на Сз. Отсюда сле- 
* дует, что на кривой Е.Е» 


1 — 9= (2, у) =0, 


1 —98 (2, у) =1. 
Кроме того, будем считать, что 
1 — 98 (2, у) =0 


в некоторой окрестности Е,Е.. Этого можно бы- 
ло добиться при построении функции 9% (т, У). 
Возьмем в Т, точку Ез 6 Г. так, чтобы в В -окрест- 
ности Ёз 


1 — $2 (2, у) =0. 


Оценим сначала разность и. (х, у) — 0 (х, у) в Вь-окрестности точки 
Ез. Для этого рассмотрим в области Т, функцию 2,.(5, у) такую, что 
Гл (2.) =0, а на границе Т, значения 2. (т, у) совпадают со значениями 
функции 


Ко [1 — $ (т, у)], 


где 
Ко = шах | ® (Р) | | шах | . 
Ясно, что в области Т, 
Г: [— 2 + Ко(1 — $3)| = — КозАзЕ + С (5, У) Ко — 


д“ дФ® 
—®]б, У 5 В (т, У) 5 -С (5, 9) $5 (т, У < Ковах Аз т 
+ Кох + КоС (т, у) [1 — 97 (2, у)] < Котаах | Да | -- Кох. 


г] 
Выберем х так, чтобы Ко“<-;, а затем в, так, чтобы для «ев, вы- 
полнялось неравенство 


Козшах | Аба | < ®®. 


Так как на границе области Т, 


“ ; 
.. 


—1. (2, + КИ — 92 (2, у =0, 
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то всюду в области Т, 


— 2е (2, у) + Ко [4 — 9 (2, у) > = 


— 2шш|С| 


и, следовательно, 
(в У КН +. 
Значит, в В,-окрестности точки Е 
2 (т, у) < ато] 


для всех < а. 

Пусть теперь и. (х, у) — решение в области Т. уравнения (1), прини- 
мающее на кривых Р.Е,, ЕЕ, и Е.Р. значения К., а на Р.Р. — нуле- 
вые значения вне некоторых окрестностей точек Р, и Р.. 


По теореме Левинсона, существует такое е›, что в 8.-окрестности 
00 


точки Е; ДЛЯ е< ев, величина ш. (5 меньше 5———— 
3 < = (2, у) ме 2шш|С|° 


На границе области Т, 


[ие (©) | < ше (9) + 2 (0) 


(О — точка границы), следовательно, всюду в Т, 


Ив (т, У} | <. (5, у) = а (2, 9). 
Поэтому в В,-окрестности точки Ё. 
0 %о 9 
и НЯ ЕСО ДЕР | Вин ааа арена 
| в (2, 9) | < о вмьтот # Эна ГС ши |С| 
для < = Ш {е,, е,}. 
Аналогичным образом можно показать, что в В,-окрестности Ёз 


бе, = = 


со 
Из последних двух неравенств следует, что для < ео 


2%0 


[иг (т, у) — О (т, 771 < ото] 


в той же окрестности точки Ё;з. 

Исследование поведения и. (х, у) в окрестности точки @ проводится 
дальше так же, как и в предыдущих случаях. 

Из теорем 2, 3 и 4 вытекает справедливость утверждения сформули- 
рованной выше основной теоремы 1. В самом деле, возьмем замкнутую 
область НЕС так, чтобы Н не содержала точек Г\\ Г и особых харак- 
теристик. Для каждой точки области Н справедлива одна из теорем 
2, Зи 4. Окружим каждую точку области Н соответствующей б,-окрест- 
ностью, т. е. кругом радиуса 80. Из бесконечной системы кругов можно 
выбрать конечную подсистему, покрывающую область Н. Каждому кругу 
из этой подсистемы соответствует какое-то определенное ео. Взяв из 
всех этих = минимальное, во шш, Мы получим, что вН для < ее шш 


[Из (2, я) — Ш», 9 |<. 
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Следствие. Функция И (2, у) непрерывна в тех точках области 
СГ, которые не лежат на особых характеристиках и не принадлежат 


множеству Ох. 

В заключение автор считает своим приятным долгом выразить бла- 
годарность О. А. Олейник за постановку задачи и помощь, оказанную 
при ее решении. 


Поступило 
17. УГ. 1954 
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Н. М. КОРОБОВ 


ЧИСЛА С ОГРАНИЧЕННЫМ ОТНОШЕНИЕМ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
К ВОПРОСАМ ДИОФАНТОВЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе изучается специальный класс чисел — «числа с ограничен- 
ным отношением» и даются приложения этих чисел к решению задач 
теории диофантовых приближений с показательными функциями.* 


Введение 


Пусть 9 — произвольное целое, большее единицы. Зададим число & 
его разложением в 4-ичной системе счисления: 


о. 90. бр: об" (1) 


Для произвольного целого п» 1 рассмотрим п-значные числа 5,... д, 
$2... да, ..., Образованные соседними знаками разложения (4). Пред- 
положим, что для некоторого индекса ). среди первых » п-значных чисел 
9 -бы 0. баны, Зебра а 

встретится каждое из 4" существующих в 4-ичной системе счисления 
п-значных чисел. Пусть Х = ^ (п) — наименьший из индексов, обладаю- 
щих указанным свойством. 

Число « назовем числом с ограниченным отношением, если найдется 
константа С, = С, (*) такая, что для всех п>1 будет выполняться 


неравенство 
сера, 
9 

Таким образом, числа с ограниченным отношением обладают тем 
свойством, что среди первых } (п) =О (4") п-значных комбинаций, обра- 
зованных соседними знаками их 4-ичного разложения, встретится любая 
наперед заданная комбинация знаков. 

В первой главе этой работы доказывается существование и дается 
метод построения чисел с ограниченным отношением. Понятие чисел 
< ограниченным отношением обобщается затем на многомерный случай 
(числа с ограниченным общим отношением). 

Известно [см., например, (!), стр. 58—60], что иррациональные 
числа х, разложения которых в непрерывную дробь имеют ограниченные 
неполные частные, обладают следующим свойством: для них и только 
для них существует константа С = С (х) такая, что неравенства 


Ред 1 с 
О е 0 ивы В | 5 (2) 
разрешимы в целых числах хи у при произвольном 8 и любом #21. 


* Краткое сообщение о части помещенных здесь результатов содержится в ра- 
боте (®). 
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Во второй главе показано, что задача типа (2) разрешима и для 
показательных функций: при заданном целом. 422 для чисел с огра- 
ниченным отношением и только для них можно указать константу 
С =С (“), при которой неравенства 


1 
О<2<Сь [му < (3) 


разрешимы в целых числах при произвольном В и любом #> 1. 

Таким образом, числа с ограниченным отношением в неравенствах (3) 
играют ту же роль, что и числа с ограниченными неполными частными 
в неравенствах (2). 

Далее, во второй главе показано, что разрешима и общая много- 
мерная задача типа (2): для чисел @.,..., @, являющихся числами 
с ограниченным общим отношением, и только для них существует кон- 
станта С =С(,..., %) такая, что при любом #>1 и любых В,,..., В» 
система неравенств 


2 Е 

[141 — У: — В | < - 

а. ое. 
ее рае 


разрешима в целых числах т, у.,..., У, (здесь 5>1, 91,..., 4, — про- 
извольные целые, ббльшие единицы). 

В начале третьей главы при помощи метода, использованного при 
построении чисел с ограниченным общим отношением, дается элемен- 
тарное решение задачи о нахождении чисел %,...а,, для которых 
система функций 


О АЕ. (4) 


равномерно распределена в 5-мерном пространстве. 
Согласно Борелю, число сх называется нормальным, если в его 
9-ичном разложении 


© = 0, 8:6: ...бии..-. деи... # 


при любом заданном целом и>.1 среди п-значных (комбинаций, образо- 
ванных соседними знаками разложения (1'’), 


бен. бл @=0,1, 24...) 
каждая из 4" возможных комбинаций знаков ‘встречается с асимптоти- 


чески равной частотой [см., например, (7) и ($)]. 
Понятие нормального числа естественно обобщается для случая 


системы чисел. Пусть числа %,..., “, заданы разложениями в системах 
счисления соответственно с основаниями 41, 4, ..., 4: 
ие: (1) (1) (1) х(1 
ое: = 0.9. 5 ох в 
Аа ($) х(3) ($) 3 
о 05 ИН 
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ЕВЕ КА Аа 


Назовем числа 91,..., о, совместно нормальными, если при любых 
заданных целых п!,..., п; среди групп знаков 
(1) (1) 
О... м, 
($) © (3) а ) 
о 
каждая из возможных различных Ч. в групи встречается с асим- 


птотически равной частотой. Легко проверить, что числа 91,..., 9 
будут совместно нормальными в том и только в том 'случае, когда 
система функций (4) равномерно распределена. Таким образом в $ 14 
третьей главы указывается некоторый класс совместно нормальных чисел. 


В последнем параграфе исследуется вопрос о числе попаданий дроб- 
ных долей системы функций 


2х © ея 
“Чу, “>, 2 “, Ч 


в заданную часть единичного $-мерного куба и указывается класс вели- 
чин 91,..., 9%, для которых выполняется соотношение 


1 
М (6) = Р-+О(Р’ =, 


где у — объем рассматриваемой части куба и № (5) — число попаданий 
при = ПР. 


ГЛАВА 1 
ЧИСЛА С ОГРАНИЧЕННЫМ ОТНОШЕНИЕМ 


$ 1. Доказательство существования чисел с ограниченным отношением 

основано на использовании нормальных периодических систем ри (4). 

Пусть В1, В.,...— целые числа из интервала 0 <В, <9—1. Числа 

8, (&=1,2,...) будем называть знаками. Нормальной периодической 
‚ системой р, (4) называется система знаков 


Вова... - Ваз ид (#=9"), 


обладающая тем свойством, что получающиеся из ее соседних знаков 
4" п-значных чисел 


Вере. ух ВЕЗЕТ, 


совпадают с совокупностью всех возможных в 4-ичной системе счисления 
5 
4” п-значных чисел [см., например, (2), гл. ИП, $ Эли ($) орлей. 
Систему, состоящую из первых 4” знаков нормальной периодической 
системы р, (4), будем обозначать через р, (а). 
Пусть дана последовательность систем 


р’ (4), р. (9), .--› В» (9), Вы (9), --- (1) 


таких, что для любого > 1 первые знаки системы р,,. (9) дополняют? 
систему р’ (4) до нормальной периодической системы р, (9). 


364 Н. М. КОРОБОВ 


ТЕОРЕМА 1. Пусть $ (Е) — любая ограниченная положительная 
целочисленная функция. При произвольном выборе систем р, (4), р, (9), ... 
типа (1) всякое число и, заданное равенством 


х = Ор, (4)... (9) р. (4)... (9) --- Ви (9) --- Рк (9) .-.., (2) 


является числом с ограниченным отношением *. 
Доказательство. Обозначим через М константу, ограничиваю- 
щую значения функции % (Ё). Пусть А„ — число знаков разложения (2), 


предшествующих первой из систем. р„,, (4). Очевидно, 


п ть 
А, = Уз ае<м У < 2Ма. 

К=—1 К=1 
В силу выбора числа я, среди первых А»„ п-значных чисел, образо- 
ванных соседними знаками разложения (2), встретятся все п-значные 
числа, входящие в некоторую систему р„(4) и, таким образом, встре- 
тятся все п-значные числа, существующие в 4-ичной системе счисления. 
Согласно определению ) (п), получим: 


^ (п) < А, < 2М%". 
Положим С, =2М; тогда 


1 (п) < С14" 


и, следовательно, х — число с ограниченным отношением. 

$2. Пусть >Ти 91 <9›<... <@4, — произвольные целые, большие 
единицы. Определим числа п, = п, (п) для каждого целого п> 1 равен - 
ствами: 


п 91 
п, = "] (у, зарнай 

Рассмотрим для заданного п всевозможные группы знаков, состоящие 
из $ строк: 


я 
во. .. 89 Г (3) 


Здесь в у-й строке (у=1,2,...,5) стоит произвольное п,-значное 
число, записанное в системе счисления с основанием 4.. 

Две группы знаков вида (3) будем считать одинаковыми в том слу- 
чае, когда каждое из п,-значных чисел одной из них совпадает со 
стоящим в той же строке п,-значным числом другой группы. Обозначим 
через 7» число всех различных групп (3), соответствующих заданному п. 
Пользуясь определением чисел п,, получим: 

а А. 


5 


* 
В равенстве (2) о в аналогичных равенствах далее) каждый знак каждой из 


систем ох (9) (К =1,2,...) следует рассматривать как очередной знак 4-ичного раз- 
ложения а. 
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Пусть величины %,..., о, заданы своими разложениями в системах 
счисления соответственно с основаниями 4;,..., 4: 
5 
в О (1) (1) 
5 ‚ Ч о 


. С С 


нь А 


Обозначим через \, =», (п) наименьший из индексов, обладающих 


тем свойством, что для & =0,1,...,^, —1 среди групи знаков 
&(1) 
у К ее ‚и, 
ее ‚.. в 6 (4) 
52) к-1 .. вы, 


встретится каждая из Т,„ возможных различных групп (3). Числа 
,..., @, для которых существует константа С, = С, (,,...,“.) такая, 
что для всех п >.1 будет выполняться неравенство 


2, (и) 
= <С,, 


91 


назовем числами с ограниченным общим отношением. 

о Числа с ограниченным общим отношением обладают, следовательно, 
тем свойством, что среди первых ^, (п) =0 (45) групи знаков (4), обра- 
зованных соседними знаками 4,-ичных разложений чисел %.,...,&,, 
встретится любая из возможных групп знаков вида (3). Доказательство 
существования чисел с ограниченным общим отношением основано на 
использовании специальных систем знаков 7(” (1), совокупность которых 
можно характеризовать как «многомерные» нормальные периодические 
системы. 

Обозначим через # (1) число знаков системы г“ (1). "Системы г(” (1) 
и числа #% (1) для У-+-1<5 определим рекуррентными равенствами: 


= (9 = 
== (#1)... - (4) О" (Е-1).. 56-10..." (--1).. ^6(4)00...0 
РЕ ПЕТЕР < мЕЙ | 3 | (5) 


| В 
г (0) = р, (4,).--% (4), 0 =,” Нач + > +9*.. 4%.) 


Здесь число фигурных скобок %; =2,(1) равно общему наибольшему 
делителю чисел Пе и ©) (1—1), каждая фигурная скобка содержит 
2 а систем г (1—1), число нулей, стоящих после последней фигур- 

т, / я 
ной скобки, равно 49,1 — ©, +1. Сисфемы р (4) выбраны так, чтобы 
п„-значные числа, с которых они начинаются, состояли из одних нулей 


(==, Ри): 
Системы 7( (1) понимаются в равенстве (5) как К (-значные числа, 
записанные в системе счисления с основанием 4,; каждый знак каждой 


из систем г) ((—1) рассматривается при этом как очередной знак 
числа г® (0. 


6 известия АН СССР, серия математическая, №5 
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Покажем, что для У--1<$ справедливо равенство: 
ь и Пу--4 Пу 17-41 пре": Пу п ъ 
КУ) (0 5 Ч, +1 ив Ч 9441 == | ч.4 Зы 91 ы (6) 


Действительно, в силу определения (1 (0), равенство (6) выпол- 
няется при #=0. Из (5) для значений #, принадлежащих интервалу 
1<1<5$— 5, получим: 

р сани О 

(0 = (Ета ка = 
я . Туя ЕЯ 
=11—Пази+а, и’. 


Отсюда по индукции следует справедливость равенства (6) для любого 
{ из интервала 1 <1<$— у. В частности, согласно (6), 


© (= у) = 43 + и ре, ыы т № . - д" => 8) (0) (7) 
и, следовательно, системы 
И ($ —1), 7 (:—Д),....7М® (0) 


состоят из одинакового числа знаков. 
Рассмотрим таблицу знаков: 


9 (8—1) | 0...0 


(8—2)! 0...0 


5-9 (8) 


8 (0 10...0 


п; —1 


Обозначим через ий знак, стоящий в А-м столбце. и у-й строке этой 


таблицы, и выпишем $ чисел 


в (1) 
и * > Ти, 


а: © а ЗАЛА 9 
= (9) 
Е ^^" Тел, 


Первые знаки чисел (9) образуют (& -- 1)-й столбец таблицы (8); для 
каждого у=1,2,..., $ число, образованное соседними знаками У-й 
строки в (9), согласно определению систем гб? (5 — 5), представляет собой 
пу-значное число в системе счисления с основанием 4,. Таким образом, 
совокупность знаков (9) является группой знаков типа (3). 

ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Среди групп знаков (9), получающится при 
& =0,1,2,..., (0) —1, содержится каждая из возможных групп знаков 
вида (3). 


Доказательство. Рассмотрим сперва случай $ =1. В этом случае 
таблица (8) состоит из одной строки 


г (0)0...0 
п, —1 
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и, в силу (5), представляет собой нормальную периодическую систему 
р, (91). Группа знаков (9) также состоит из одной строки: 


а (10) 
При д =0.1,2,...Е—Тотле с” (0) = 41:', числа (10) в соответствий 
с равенством 


70 (0)0...0= ры, (а, ) 


образуют совокупность всех существующих и!-значных чисел в системе 
счисления с основанием 4:, чем утверждение леммы доказано для $ =1. 

Пусть теперь $>.2 и утверждение леммы доказано для $—1. До- 
кажем его для $. Пользуясь определением систем г (1) [см. (5)], запи- 
шем таблицу (8) в виде: 


=) и О[ И ба 
вы он оО ЕКО) А 


К 92 опар ВОН виа мА 2 Зе 
РА аи О 


О ый 


т р Е 


Согласно (5), первые знаки систем г (1) совпадают со знаками систем 
„, (4,). Следовательно, в силу выбора систем ры (4,), у-я строка каждой 
круглой скобки в (11) начинается п,-значным числом, состоящим из 
одних нулей (у=1,2,...,$— 1). ч 

Таким образом, круглые скобки в (11) можно рассматривать как 
левые части таблиц (8), составленных © заменой $ на $—1. 

Обозначим через 5) знак, стоящий в \-й строке и Ё-м столбце та- 
блицы (11). Согласно индукционному предположению, среди групи знаков 


ма. | 
ОК И 
при А =0,1,...,& ' (0)—1 встретится каждая возможная группа вида: 
(1) \ 
Ва, Вы 
Ех (13) 
5—1 | 
Е. 
Пусть пробегает значения 0,1,..., © (0)—1. Тогда в совокупность 


групи (12) войдут группы, возникающие из всех круглых р со- 
держащихся в (11). Фиксируем произвольную группу чисел (13). Пусть 
первый раз эта группа совпадает с группой (12) при А = №. Очевидно, 
эта же группа будет повторяться при любом Ё вида 


ео о, 069 
6* 
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2 > (8—1 15 
где 5,_ — общий наибольший делитель чисел т. › (0) и 4. 
ПТ —1 
1 = 1,2,..., 4 0:—1, ва =1,2,..., Я» 


Легко видеть, что всякая величина 5, имеющая вид 
аб 
= 42+ (1+ у, 


где 4 = (а, 6), пробегает полную систему вычетов по модулю Ь, когда 
Хх и у пробегают значения 


=04.2;.. а; уд, 7. а 


Таким образом, Ё в (14) пробегает полную систему вычетов по модулю 
423. Следовательно, выбранная группа чисел (13), встречаясь в (11), 
комбинируется с каждым из п,-значных чисел, входящих в состав 
систем р”, (4.), расположенных в последней строке таблицы (11). 

Так как группа чисел (13) была выбрана произвольно, то отсюда 


получим, что в (11) встречается любая группа из $ чисел 
(1) а) 
ракет т 
(3—1) 9(8—1) 
8; ..о "п5—1 ы 


А 


чем утверждение леммы полностью доказано. 

Замечание. Если числа 4:,..., 4: попарно просты, то при доказа- 
тельстве утверждения основной леммы можно пользоваться величинами 
го (5—5) с более простым строением, чем в общем случае. Так, напри- 
мер, можно положить: 


7 ($ — У) = р», (9) .. . ри, (9,) @=1,2,..., 5), 


: п п — 
где число систем р», (4») равно (41'... 4:*) 4, ”. Доказательство леммы 
проводится в этом случае, как и раньше, при помощи индукции. 
ТЕОРЕМА 2. Для любой ограниченной положительной целочислен- 


ной функции % (Е) числа ®,..., о,, определенные равенствами 
а, = 0, г ($—5)...7($—5).. .г® ($—5)...20 (8 —»).. 
+ а) т в 
аи. (15) 


являются числами с ограниченным общим отношением * 
Доказательство. Выпишем числа %1,.. 


. 


о: 


с 5 


... ГК 


— 0,9. О). ИР. ЛО ОИ ета 


о 1).. м :)... а 1) м 


$ * Каж {ыи знак каждой из систем = ( $ —У) в разложени 15 Н 
У 7:3 ( ) 37 и ( ) (и ва алогичных 
р дал е ует поним К Ч -ИЧ 
азложениях алее) сл д ать как [0 ередной знак Ч, ичного разложения [24 
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К как при у=1,2,...,5 число знаков #(5 — 5) в каждой из систем 
м 

(5—5) одинаково, то ВН будет и число знаков, предше- 
ствующих первой из систем г“ С — У) в разложении каждой из величин 


«,. Обозначим это число через В„. Пользуясь равенствами (15), по- 
лучим: 


п 


в.= Ус 5 (= У (0) (©). 


К=1 


Пусть М — константа, которой ограничена функция $ (Ё). Согласно (7) 
записывая, для краткости, п, вместо п, (Ё), получим: 


О р 
и, следовательно, 
В, <2М У49" < 4 Ма”. 


К=1 
Рассматривая в равенствах (16) группы знаков, указанные в опреде- 
лении ^, (п), и применяя лемму, получим: 
А (п) < В, < 4Ма" 
чем теорема доказана. 


ГЛАВА П 
ЗАДАЧИ ЧЕБЫШЕВСКОГО ТИПА 


$ 1. ТЕОРЕМА 1. Даля того чтобы существовало число С>0, для ко- 
торого при любых Ви # > 1 найдутся целые числа т и у, удовлетворяющие 
неравенствам 


ОСЬ |4, (1) 


необходимо и достаточно, чтобы х было числом с ограниченным отпиоше- 
нием. 
Доказательство. Определим целые п и у неравенствами: 


1-9, 


У 


"<®< - 


у - 
Очевидно будет п>1 и 0 <›< 4" —1. Запишем дробь к. в 0-ичной 


системе счисления: 


В силу определения у, получим: 


ФО. Вто 0<1<1. 
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Пусть & — число с ограниченным отношением, заданное своим раз- 
ложением в 4-ичной системе счисления: & = 0, 8,8..... Тогда для неко- 
торого х из интервала 


0<5<С:4" (2) 
п-значное число 0х41...08х:и совпадет с числом В,... Ви. Для указан- 
ного значения 5х будет: 

0 
{94} = 0, бха. .. иде 5 =0, в. № Вл к. (0—8, = 1). 
Выберем у = [%4*] — [8]; тогда 
9—6, 
ТЕ ма жа АРА к (3) 


Использ уя очевидные неравенства 


9, —60 | 11 
В <<, 
9” =. ; 

С 4" мы аби = Ст, 

получим из (2) и (3): 


0. 2=< СЬ 


1 
едут, 
чем доказана достаточность условий теоремы. 


Пусть теперь х— произвольное число, для которого неравенства (1) 
разрешимы при любых В и ё > 1. Допустим, что 


Тогда найдется целое положительное п = п (С) такое, что 
А) 20. 


Выберем {= 24". В силу последнего неравенства, на интервале 
О <х< Св 4-ичном разложении 


© < < 
@ == 0, 61: „ыы о Зриаь 


встретится не каждое п-значное число. Пусть 8,...8„— одно 
не встретившихся п-значных чисел. Выберем 


из таких 


Л 
а: ВЕ В, + —. 
24 
"Тогда для всех целых хи у (0<:< С) будет: 


з 1 
| т. 
что противоречит выбору «. Отсюда следует, что » (п) =0 (4"), чем тео- 
рема доказана полностью. 


Замечание. Для чисел х, указанных в теореме 1, функция одх 
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равномерно распределена е и, следовательно, эти числа © являются 
нормальными. Однако не всякое число с ограниченным отношением 
является нормальным в смысле Бореля. Так, например, число 


О О а, ОО 0. 


й 
2 к 
Ч Ч Ч 
является числом с ограниченным отношением, но, очевидно, не будет 
нормальным. 
$ 2. В задаче о приближениях вида 


ы 1 С —4 
О чае оли [бк | (4) 


где О-—_х< СЁ, можно потребовать, чтобы неравенства (4) были разре- 
шимы не для всех #>1 (как это делалось в начале главы), а лишь 
для некоторой последовательности неограниченно возрастающих значе- 
ний {. Именно такой характер (с еще большим ослаблением требований) 
имеет фундаментальная теорема П. Л. Чебышева о существовании 
бесконечного числа целочисленных решений неравенства 


[В© (5) 


для любого иррационального х и любого В при С =2 [см., например, (4), 
стр. 237—276]. 

Для случая показательных функций из теоремы 1 этой главы сле- 
дует, что существуют величины х, для которых при С = 24 и произволь- 
ном 3 неравенство 


[94* —у— 81 < 9 (6) 


имеет бесконечное множество целочисленных решений. Заметим, что 
неравенство (6), в отличие от аналогичного неравенства (5) для линей- 
ной функции, может иметь бесконечное число решений, очевидно, не 
при любом иррациональном х и даже не при любом х, для которого 
дробные доли функции “4” равномерно распределены. 

Покажем, что константу С = 24 в неравенстве (6) можно улучшить 
до 1-е, где в — произвольно малое положительное число. 

Пусть © задано 4-ичным разложением 

= 0,р, (9) р, (9). -- р, (9)... (7) 

где величины р. (9) выбраны произвольно, но так, что выполняется 


/ 
условие: для Е 2.1 первые п, знаков системы Вы 9 совпадают с пер- 


и 
выми знаками р. (@) ип, 22, 
ТЕОРЕМА 2. Для всякого «, заданного разложением (7), при произ- 
вольно малом в `> 0 неравенство 


1 += 
х ке ОВ 8 
о - (8) 
* Это утгерждение легко проверить, пользуясь, например, теоремой 2 из ра- 


боты (3). 
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В 


для любого В имеет бесконечное множество целочисленных решений. 
Доказательство. Пусть # выбрано так, что при К>Ё будет 


На - 9% (+99. 
Пусть, далее, х принадлежит интервалу 
ВИ к или бони ба 


Представим, как и при доказательстве теоремы 1, величины &, {4%} и 
{В} в виде: 
& — 0, 0102. .. ба. .. Ох ть. ..,у 


© < 9 9 
{54*} = 0,8541... Зы=; +=, #=0, В... Вы их 
9 9 


Выбирая х так, чтобы выполнялось равенство 


бе 1. 2.1% 6 +пу — Ва 59а Ви, 
и полагая 
у = [994%] — [В], 
получим: 
10, —0 1 
Тая у Вр ар Ве, 


чем утверждение теоремы доказано. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 9: <49. <... < 49; — произвольные целые числа, 
ббльшие единицы. Для того чтобы существовала константа С, при 
которой для всех [>1 и любых В.,..., В система неравенств 


1 
рее «ре. 
я СЕ, м ВОО 
1 
[В 


была разрешима в целых числах т, у.,..., уз, необходимо и достаточно, 
чтобы числа и,...а; были числами с ограниченным общим отношением. 

Доказательство. Докажем сперва достаточность условий теоре- 
мы. Пусть для у=1, 2,..., $ числа *, и 8, заданы своими разложе- 
ниями в системах счисления с основанием 4: 


и, = 0, 805”... 


В, = ВЛ О, вов. хх (9) 


Так как 9,..., о. числа с ограниченным общим отношением, то 
существует константа С, такая, что для всех целых п>. 1 будет 


№, (п) < С4;". 
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Выберем п из условия 
1 —=, 1 
<“ это (10) 


Согласно определению функции ^ ‚(п) на интервале 0 < <1<С,4*" най- 
дется значение т, для которого выполняются равенства: 


а (11) 


(Здесь числа п, определены как в главе Т, $ 2.) Из (9) получим: 


фу = [2,95] + 0, 85%,...50„, + в. 
ь в 


В, = [В - 0, 8%... В© 


У 
Выберем х так, чтобы выполнялись равенства (11); тогда для. 
6. 1—1 


будет: 
0, — 6, 


и Е я 


9, 


В силу определения величин п,, пользуясь (10), получим: 


11 9: 
п,> ИЕР. Я} 2-9, 
й 9 9 1 
ЕТ 
ры 91 91 


Таким образом, выполняются неравенства 
а 
где у, и х— целые, 0<%5х<С,4”. Но, согласно (10), 
47 < 9,4, С,4” < С, 443 = СВ 


и, следовательно, 0 < х< СЁ, чем достаточность условий доказана. 


Перейдем к доказательству необходимости условий. Пусть %1,..., , — 
произвольная система чисел, для которых существует константа С такая, 
что при любых В,,..., Вз и любом {>21 разрешимы неравенства 


24 
— льо 
<< [ев |= ри 
Выпишем разложения чисел ,..., %з в системах счисления с осно- 
ваниями, равными соответственно 4,,..., 4,: 


О. е.. 


м О № „СИ СИ кг ТЕК 
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Допустим, что эти числа не являются числами © ограниченным 
общим отношением. Тогда 


Отсюда следует, что для любого М_>0 наидется п —=п(М) такое, что 


», (п) > Ма" +1. 
Но тогда среди группы чисел 
х( (1 
ОР НЫ | 
о т, (1 2) 
2(3) 2 (8) | 
Ох-1 . Эх п 
при х=0, 1,..., [М9:"] встретится не каждая из возможных групп 
вида 
(1) (1) 
й ти 
ок и 0 К. < (13) 
8) (3) 
1 пз 


Пусть (13) — одна из таких не встретившихся в (12) групп. Выберем 


ИБ ры 


о К... 


О И лы 
24, 


Тогда для всякого х из интервала 0% =< Ма" найдется хотя бы одно 
значение у = у(2) такое, что 


1 1 
>-==:. 


ща, —В,|> 
У, У, В, | < 2 24" (14) 


Так как 
Ма" = 24" = СЬ, 


то гв (14) принадлежит интервалу 0 << СЁ. Но тогда неравенство 
(14) противоречит выбору чисел *.,..., я,, чем теорема 3 доказана. 


ГЛАВА Ш 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДРОБНЫХ ДОЛЕЙ 


$1. Путь: >11 9, — произвольные целые, большие 


единицы, и го (5 —У) — системы знаков, определенные как в основной 
лемме главы 1. 


ТЕОРЕМА 1. При любом выборе величин 9,..., а, определенных 
‘равенствами 
%, = 0,. ^*) (8—9)...7° ($—5)...1%9 (8—5)... . 7 ($—5)..., (4) 
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где $ (Е) > 0 — произвольная целочисленная функция, неограниченно 
возрастающая при Е —> со, система функций 


х х 
а 


равномерно распределена в 5-мерном пространстве. 

Доказательство. Пусть х пробегает значения а: 
Обозначим через 2 объем произвольной области единичного $-мерного 
куба и через М (5) — число попаданий в эту область точек (9.9% }, Е 
..., {.9%}), координаты которых равны соответственно дробным долям 
функций %,4*,..., а, 4х. 

Согласно определению равномерного распределения, надо показать, 
что выполняется соотношение 


М (5) =эР + о(Р). (2) 


Легко видеть, что равенство (2) достаточно доказать для случая, когда 
область единичного куба представляет собой произвольный 5$-мерный 
параллелепипед, у которого ребра параллельны координатным осям и 
одна из вершин лежит в начале координат. Действительно, через число 
попаданий в такие параллелепипеды легко выразить число попаданий 
дробных долей в любой 5-мерный параллелепипед, который лежит внутри 
единичного 5-мерного куба и оси которого параллельны координатным 
осям. | 

Таким образом равенство (2) будет доказано для любого параллеле- 
пипеда, оси которого параллельны координатным осям и, следовательно, 
для любой области, достаточно хорошо аппроксимируемой параллелепи- 
педами. 

Пусть ®=1:12...1, — объем 5-мерного параллелепипеда, у которого 
вершина лежит в начале координат, ребра параллельны координатным 
осям и длины ребер равны соответственно 11, 1›,..., 1,, где 1, — произ- 
вольные числа из интервала 0<1< 1. Зададим числа 1, для у=1, 2,..., $ 
разложениями в системах счисления с основаниями 4,: 


и 


Обозначим через п произвольное целое, большее единицы, и опреде- 
лим, как и в гл. |, величины и, = п, (п) равенствами 


у 


[1 9: № 
т " Е а 


У) т 
Пусть г ($ —у) обозначает число знаков в системе 7 (5—9); тогда 


Теми) вл. 0] 
(в —у = (0) = 
аа а О (Елки 59 
Обозначим через Т» число знаков разложения (1), предшествующих 
первой из систем 7(» (5 — у). Очевидно, 


п—1 


7. = № #0) (0. (4) 


4=1 
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ЕВЕ 


Выпишем в равенствах (1) каждый знак разложений %,: 


с, = ОВ". а. и, бе, 
Из равенств 
(1) 9(1) 
в =— 0 и. а. < А я Та == 0,8: Ру 
к (8) 8(5). 
и == 0 08. РИ пре Оба ва, 


следует, что точка 


({,9:},---› (5,45) (5) 


попадает в указанный выше параллелепипед для тех значении х, при 
которых для каждого у из интервала 1 <›-<$; п,-значное число 


А. и меньше числа 8“... р. Точка: (5) будет лежать вне парал- 


лелепипеда, если хотя бы одно из чисел ИИ р Нм 24 больше соответ- 


х (У р 
ствующего числа В”... НЯ Если среди чисел 85%... бы есть равные 


(у) (у) , 
числам В ’...В,, то точка (5) может ‚лежать как внутри, так и вне 
параллелепип›да. При подсчете числа попаданий М (2) последний слу- 
чай будем учитывать в остаточном члене. 


Определим А из условия ТГ «РТ, и представим Р в виде: 


Р= Тк 7 (0) +г, 0О<г<У(Ю, 0<г< (0). (6) 


Будем, в целях сокращения записи, обозначать п,-значные числа 
8”...В@) через <, (п). Тогда 


К ы + 0,8%2.1...=ч (п) + О(4). (7) 


Согласно основному свойству систем г (5 —у), когда х ‘пробегает 
значения из интервала 


Ть + (т — 1) & (0) <2< Т, + п (0) (1<т, <), (8) 
В группе знаков, состоящей из $ чисел 
а 

ре те а - Г (9) 
9х1. ыы би, 


встречается каждая из возможных 4"1...4” различных комбинаций 
Е 


чисел (см. гл. 1, основная лемма). Обозначим через В» число попада- 
ний для тех случаев, когда в группах (9), при изменении х на выбран- 
ном интервале, встречается хотя бы одно число, равное соответствующему 
числу В^... ых Пусть №» (2) — общее число попаданий при изменении 5 


на интервале (8): тогда 


№, (&®) =, (®...5, (п) + В, + 0 (а). (10) 


(Последнее слагаемое в правой части этого равенства получаем при 
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учете попаданий, возникающих в связи с наличием остаточного чле- 
на в (3).) 


Пользуясь определением величин с, (п) и В,„, без труда получаем 
оценки: 


ъ (п) = 1,9 +0(1), ъ(п)=0(4”), В, =0(ае—1т). (11) 
Теперь равенство (10) примет вид: 
М, (5) = т, (п)... т» (п) + 0 (4—0). 
Замечая, что, в силу (7), 


И) а ТА 4"... 43 НО (48—1") 
и что 
908—010) 10 №), 
получим: 
31 (1) (П) =. 18) (0) -- 0 (4°—1”), 
№» (5) = о (0) + 0 (а8%"). 
Разобъем интервал 1 <2<.Р на части вида (8); тогда для М (5) 


получим: 
и—1 


№ (5) = УМ» (0) $ (п) + № (в) "+ О (1). 


П=—1 

Но, в силу (6), 
п < и? (0) =0(4""), 

следовательно, 


М (5) =в = #9 (0)$ (п) 7) = + 


П=1 


Е— =. 


Согласно определению Ге, 
К—1 
У, #2 (0) $ (м) + п (0) = Ть + = (0) = 
ПИ=1 
=Р—”' =Р--0(4* 


Таким образом, 


К—1 


м -Р--о( 4" +4 аи г (12) 


П=1 


ачамонегторо нр ВЕ ЕВЕИНЕЕИен 
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Пользуясь тем, что для у=1,2,...,8 
[> 9! " Й 
ша ы" п 
м ь у ыы кВ 
Ч, = 9, 9, 9, 
и, следовательно, 
1 8 
та а п 
9) (0) > 4... >-@, (13) 
Ут. + -(5 
; олучим: 
< (5—1)п = #9 (0) 4 (п) 
У -5 (п) 4... = о(ТЬ), 
п =] П=—1 9 


(8—1) 


0 - 
91 7 Ч. Дак = (9 (О)), 


6-9... 4.910, (0) = о(Ть). 
Замечая, что 


Тк + 71% (0) ЗР, 


получим отсюда: 
Хе" (п) + ла 9 = о(Р), 
п—=1 


чем, в силу (12), теорема доказана. 
82. Поставим вопрос о нахождении возможно лучшей оценки разности 


М (в) —эР, 
где М (5), как и в предыдущем параграфе, — число попаданий дробных 
долей системы функций 
“Чт, -.- 054% 


в заданную часть единичного куба, имеющую объем о, при изменении х 
на интервале 1 < х<Р. 


Пусть ГО ($ — 5) — системы знаков, определенные как в основной 
лемме гл. [, и %(Ё) — произвольная целочисленная функция, для кото- 
рой существуют две константы С, >С, >0 такие, что 


Се < (< С (&=1,2....); 


тогда справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 2. При любом выборе величин 9,.. 


‚и., заданных равен- 
ствами: 


а, = 0,71 (5—5)... (8 —5),... 78). У)... (=4,2,...,3), 


\ 


$ (1) ? (^) (14) 
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Оля числа М (5) выполняется соотношение: 
| 1 


М (5) = РН О(Р #9. 


Доказательство. Так как равенства (14), при помощи которых 
определены величины %,...,%., являются частным случаем равенств (1) 
теоремы 1, то можно применять все соотношения, полученные в преды- 
дущем параграфе. 

В частности, пользуясь соотношением (12), получим: 


К— 
М (5) =оР-+ (У У а м 


1=1 
Ноу (п) < С, 4", следовательно, 


К—1 


Учет") < С, Ха" =0(а*. (15). 


| П=1 
Согласно (6), 


Р = Ть + г (0) +", 
где 


= 1 (0)$(), 0<г<5(), 0<7"< 0. 


п—=1 
В силу выбора функции \ (А) выполняется неравенство 
8— ы : 8—1 — $А 
ме (а Сие. 
Пользуясь этим неравенством и оценкой (15), получим: 
М (5) =оР-О(4*). (16). 
Но из определения ТГ, и неравенства (13) следует, что 


и 


РА: 21, (0) (&—1)> 


Таким образом, 
8 


РО 9-0) 


и из (16) получаем: 
1 


М () = Р4+О(Р ЗН. 


Замечание. Выберем в теореме 2 $=1; тогда при % =, 41 = 4 
п о =1 получим: : 

М (1) =тР--О0(УР), (17) 
где М (1) — число попаданий дробных долей функции 4“ на произволь- 
ный интервал длины 1, принадлежащий интервалу (0,1). Вопрос о ве- 
личинах х, для которых оценка (17) могла бы быть улучшена, остается 


пока открытым. 
Поступило 


10. П. 1955 
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В. А. МАРЧЕНКО 


ТЕОРЕМЫ ТАУБЕРОВА ТИПА В СПЕКТРАЛЬНОМ АНАЛИЗЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 


(П редставлено академиком (С. Н. Бернштейном) 


В работе доказываются специальные теоремы тауберова типа, на- 
ходящие естественные применения в спектральном анализе дифферен- 
циальных операторов. В качестве примера подобных приложений в ра- 
боте выводится уточненная асимптотическая формула для спектральной 
функции одномерного дифференциального оператора второго порядкл 
и исследуется сходимость ‘разложений по собственным функциям этого 
оператора. 


Введение 


Настоящая работа посвящена усовершенствованию и обобщению мето- 
да, использованного в работе автора (!) для получения асимптотических 
формул спектральных функций одномерных дифференциальных операторов 
второго порядка. Этим методом здесь решается следующая общая задача 
тауберова типа: 

Пусть при некотором целом п >.0 неубывающие и непрерывные слева * 
функции р (\) и (1) ([— < < ^< со) удовлетворяют условиям: 

Г. На множестве бесконечно дифференцируемых функций ](х), равных 
нулю вне интервала (— №, #), имеет место тождество: 


ТЕ, 0940) = { 609430) + { 9 (®) @(в) аа, (1) 


—© —© —©о 


где С (1) — некоторая функция, определенная и суммируемая на интер- 
вале (— 1, №), и 


Е} (А) = й фе ат. 


—©< 


П. Одна из функций р(\) или с(\), скажем с(\), такова, что 


А (2) 


[а|-—>оо [а 
при некотором № >0. 
* Требование непрерывности слева несущественно. Оно введено для того, чтобы 


все интегралы с весом 4 (^) или @4с (^) можно было считать интегралами Лебега — 
Стильтьеса. 
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Требуется по дифференциальным свойствам функции С(т) оценить 
[2 (^)—з(^)| при больших |\| или сделать какое-нибудь другое 


заключение о близости 6(*) к 3(1) при |\|-—> 00 (например, оценить 


а-+1 


Кобра 


а 


при |а|-> < ит. в 


Решение этой задачи содержится в $ 4 настоящей работы. Частный 
случай сформулированной задачи (для п = 0, й = оо) рассмотрен в работе 
автора (!), а общий случай рассмотрен Б. М. Левитаном [см. (?)]. Однако 
результаты, полученные в этих работах, менее общи и (что существен- 
ней) менее точны, чем те, которые содержатся в $ 4 настоящей работы. 

Рассмотренные в последнем параграфе примеры возможных приложе- 
ний носят главным образом иллюстративный характер. Основные же 
приложения к спектральному ‘анализу дифференциальных операторов 
(обыкновенных и в частных производных) будут рассмотрены отдельно. 

Заметим, наконец, что обозначениями для преобразований Фурье: 


Е.) = [ (2)е-2хах 


для вариации функции х(\) в полуинтервале [а, 6) 
ъ 
У { (^)} 
а 


.И ДЛЯ 


а+1 
У {= (2)} 
о =’ (1) 
[ а |->е> [а |" 
мы будем пользоваться на протяжении всей статьи, не оговаривая этого 
каждый раз особо. 
Кроме того, условимся говорить, что функция $ (2) имеет в интервале 
(а, 6) К производных, если в каждой точке этого интервала существуют 
производные до (А — 1)-го порядка включительно, причем производная 
(^ —1)-го порядка абсолютно непрерывна, т. е. если 


х 


$ ‚ 1 * 
во тат. + (9104, 


где $(1) — некоторая суммируемая функция. Производной нулевого порядка 
функции 3 (7) мы, как обычно, называем самое функцию 8 (2). 


$ 1. Предварительные оценки 


Пусть неубывающая функция %х(^) при некотором п>0 и О 
удовлетворяет неравенству 


Тр ры и -. ИН 


| а Ее [а[" 
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из которого, очевидно, вытекает, ‘что и 


зр “+ 2) _ | 
Е <. (1.2) 


Докажем, прежде всего, что тогда при всех значениях ) справедливы 
неравенства: 


ГЕ [а (а Е ^) —“ (а) | _ | 

О 0%) (1+ > х), (1.3) 
| (а ^) —а(а) | : 

р а [лу (1.4) 


Пуоть >09 и [3 |= №. Тогда ^< (М-+ 1) № и 


Е ‘и (а + М1.) — « (а) = 


— у {© (а - №, + №) —«(а №}, 


а) в а) у а (@-+ №. -+ )—=(а+ю) аа 
и 


= 
Пе (Ее, 0" 1а |" 


‚ (1.5) 


откуда при |а|-—> со, согласно (1.1), получим: 


п <.) +1) < 0) (1+ 


| а |->о° | а Г 
и неравенство (1.3) доказано. 
Для доказательства неравенства (1.4) заметим, что, согласно (1.2) 
КА. №) — К» 
о (а Е Ко + №) в» 0) и 
(ТЕ [а + #№% 1) 


откуда, используя (1.5), получим: 


М 


% (а + ^) =“ ( = 
= (++ 


т 
р. = 


— Ах (ета 


> 


Поэтому при |@а|>1 


ед Ам. 1) (2+ МО, 


Га |" 


лю 
Га" + 


Таким образом, при ^ > 0 оба неравенства доказаны. Доказательства 
при ^<_0 вполне аналогичны. 
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ЛЕММА 1.1. Если функции 6().) и з(%.) удовлетворяют условию Та 
функция э(*) — условию И, то функция 6 (7) тоже удовлетворяет усло- 


вию П, причем 
и(в)< си" (). 


где С. < 150 — абсолютная постоянная. 
Доказательство. Положим в формуле (1) 


7 (2) = в (т) их, 


тде (2) — пока произвольная бесконечно дифференцируемая функция, 
равная нулю при |х| > 1. Так как преобразования Фурье функций ] (т) 
и 5(5) связаны соотношением: 


Е, (%) = Е; (. — а), 
то формула (1) примет такой вид: 


Е —а) 40) — \ Е’ (\— а) 43()) = } (в (2) ечяо 6 (в) а2. (1.6) 


О = 


Оценим правую часть этой формулы. Имеем: 
[2 (2) ее] (®) = (1а)" в (т) еах -- (1а)" п’ (2) ечх +... = 
- ; 1 
== (а) [& (2) ах -О ( ] р 


Поэтому 
\ [2 (5) “< т) @ (5) 4 = (ва) [ \ еах 2 (2) С (+) ах + О (+) у 


откуда по теореме Римана—Лебега о стремлении к нулю преобразования 
Фурье суммируемой функции получим: 


со 


} (в (2) оч (2) ав =о (ам) (|а]-> 5%). 


>—©0. 


Следовательно, формула (1.6) при |а|— со дает: 


}Ег0.—94% (4) — | Ез 0. — а) 43 (0) =о([а |) 
или 
[о-в вр (а + в) = [а[-* | Ев) а, (а +в) +0(1). (41) 


“Легко проверить, что функция 


ко)=П ЕВ 
х П 2—1) 
—1 
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является преобразованием Фурье четной бесконечно дифференцируемой 
функции, равной нулю при |х| > 1 *. Поэтому К (№) — преобразование 
Фурье бесконечно дифференцируемой функции, равной нулю при р, 
и мы имеем право подставить в формулу (1.7) К (й») вместо Е, (р). Так 
как К (йв) >. 0, то 


е.—>=|- 


| К (р) ар (а в) > | К в) аа в) > ша К (ре +1)-— (| = 


1 
Ге < 


=к (4) [2 (2+) — в) 


и, согласно (1.7), 


со 


ка" [2 (а +) —(@)| <а|" | К (в) 4, (а + в) о (1), 


—ю 


‘откуда при |а|—> со следует: 


и (х)= Па а" [р (2+ =) —2(@)| < 


со 


ПИ: с (а в) —с(а) 
ка. \ К (#1) а, к: (1.8) 


Из условия П, которому удовлетворяет функция °()), согласно (1.4) 
следует: 


зпр [а [-* [< (а- в) — (а) < АЖ" + [в "Н. 
| а |>1 


Поэтому 
< са) — (а) _› ки) 1 
От а И о 
и 
Па | Крео ов | [Кв (в) 4, 
ме ь —© 


где, согласно (1.3), 


"(в = Ш [ое ь) — < (4)1 <<" (+) ав. 
| а |->е5 


* См., например, (3). 
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Таким образом, из неравенства (1.8) следует: 


и (+) <= @) }ыкеуа-+ньра = 
=хы”(+) (к 914 +1.) 42 
или Н ) 
о (+) < С, * (+) , 
где 
= ка КОЛИ + + [^ |) 4, ко = Пе) 


—< К=1 


Простые оценки, которые мы здесь опускаем, показывают, что 
С,< 150. Лемма доказана. 

Итак, из условий задачи, сформулированной во введении, вытекает, 
что обе функции р()^) и °(\) должны удовлетворять требованию П. 
Но тогда, согласно (1.4), функции |0(%)| и |$(*)| при |^ | >> со растут 
не быстрее, чем | /. |". 

Это замечание позволяет для функций р(^) и 3(^) ввести преобразова- 
ния Бохнера—Стильтьеса (п - 2)-го порядка, определяемые формулами: 


О 
Еица (2; 0) = \ Е 46 (®), (1.9) 
бе Фа (^, &) 
Ева (2; 9) = \ АЕ" О, (1.9') 


где 
пы . к 
а В 
и = для |^|<1 
[т (^, 1) == $ &=0 
0 для |^| >> 1. 


Пусть / (т) — произвольная п -|- 2 раза непрерывно дифференцируемая 
функция, равная нулю вне некоторого конечного интервала. Умножая 
0бе части формулы (1.9) на /"+2 (2) и интегрируя, получим: 


со © се ИТ, 
Ц В едаа = [ео ее 0 


откуда, меняя порядок интегрирования и интегрируя по частям, найдем *: 


* Законность этих операций вытекает из того, что функция } (2) равна нулю 
вне некоторого конечного интервала, Е,(^) при |^|-— со убывает быстрее, чем 
ее оном удовлетворяет условию П. 
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\ +2) (2) Ето (5 6) 4х = (— 1) | Е’ (^) ар (^). 


Аналогичным образом из формулы (1.9') получим: 


| "+ (2) Ешь (2; в) аа = (— 1)" \ Е, 0) 43 ()). 
Поэтому ь 
в (4 (А) — 4 Е, (*) 4 (©) = 
= У К" (т) [Ен (2; 6) — Е» (2; 3)] 4х (1.10) 


на множестве всех п -|-2 раза непрерывно дифференцируемых функций 
7(х), равных нулю вне конечных интервалов. 

Последнее равенство мы получили, предполагая только, что обе функ- 
ции р(^) и °()) удовлетворяют условию П. Если же функции р(^) и 
3(^), кроме того, удовлетворяют условию Т, то, выбирая в формуле (1.10) 
в качестве ](5%) бесконечно дифференцируемые функции, равные нулю 
вне интервала (— й, #), и сравнивая (1.10) с формулой (1), получим: 


со со 


(- 1" Ибовьь о) — Вне одае = | ва 
откуда, очевидно, следует, что при |2|<й 
п х 
(— 1)" [Еву (2; 6) — Еве (5; в) -> сих" —- | —Па( 4 
и, следовательно, при |2|<й 
@(2) = (—1)" Е, (2; 6) — Ев» (а; 5" (5 сы (1.11) 


Таким образом, условие 1, накладываемое на функции р()\) и с(\), 
равносильно тому, что разность преобразований Бохнера — Стильтьеса 
{п + 2)-го порядка этих функций дважды дифференцируема в интервале 
{— А, Р). ; 

Следовательно, из условия [ вытекает, что правую часть формулы 
{1.10) всегда можно дважды интегрировать по частям, если только } (1) = 0 
при |х| >. #. Поэтому 


со со 


ГЕ, 0) 40) — \ Е, 0) 40) = \ 1" (@) 6 (ваз, 


какова бы ни была п 2 раза непрерывно дифференцируемая функция 


1(<), равная нулю при |т| > #. 
Тем самым доказана 


388 В. А. МАРЧЕНКО 


ЛЕММА 1.2. Если неубывающие функции 6 (}.) и (%) удовлетворяют 
условиям Ти П, то формула (1) справедлива для всех п -- 2 раза непре- 
рывно дифференцируемых функций 1(2), равных нулю вне интервала 
(—1, #). 

Заметим, наконец, что из всего сказанного выше следует, что если 
ввести функцию 


«(^) = (0) — 0), 


то задача, сформулированая во введении, эквивалентна следующей: 
Пусть функция «(\) имеет ограниченную вариацию в каждом конеч- 
ном интервале и удовлетворяет условиям: 
Г. При некотором № >0 


Пи [ау 0 =) <=. 
а | >< а 
П". Преобразование Бохнера — Стильтъеса (п -{ 2)-го порядка функции 
о (^) дважды дифференцируемо в интервале (— №, №). 
Требуется по дифференциальным свойствам Е’ ,,„(2; «) оценить | (») | 
при больших |\| или сделать какое-нибудь другое заключение о поведении 
«(^\) при больших значениях |\ |. 


$ 2. Первая основная лемма 


В задаче, сформулированной во введении, требовалось оценить 
[6(0) —<(^)| при больших значениях |)|. Имея в виду различные при- 
ложения, мы несколько обобщим постановку вопроса, а именно, будем 
оценивать при больших М разность 


\ Т (М, №) 42) — \ Т (№, ^) 43 (0), 


где ядра Т(М, ^) (0 <М< с — параметр) удовлетворяют следующим 
естественным ограничениям: 

А. При любом № функция Т (М, *) имеет ограниченную вариацию по 
Х ([-<ю<^А< о) и 


со па 
аи УТ (№, [4 < оо. 


—= 


В. При любом № функция Т(М№, *) имет Е >. 0 производных по Х, 
причем в (№, №] = РО ное когда |^ |-> со (т =0,1,..., &Ё—1, К). 
Л роизводная Ё-го порядка Т® (№ ‚^) имеет ограниченную вариацию и 


со 


}\ (+1217) 14, 7® (м, |< о. 


—© 
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- 


С. При любом конечном а 


} ах) 14. Т® (м, >) 
р 
и р 14. 7 (м, ^) | 


—© 
(в пунктат А, В, С число п — такое же, как в условиях 1, П). 
В точках разрыва функции 7% (№, ^) мы полагаем: 


7 (№, Х) = 5 {7 ® (М, ^— 0+ Т® (м, +0}. (2.1) 


Из формулы обращения Фурье, согласно условию А и (2.1), следует: 


а \ 1(№, зе ах, (2.2). 
где функция 
М, = \ ТМ, ед (2.2') 


п-+-2 раза непрерывно дифференцируема по 2. Следовательно, ядра 
Т (№, ^) являются преобразованиями Фурье п 2 раза непрерывно диф- 
ференцируемых функпий } (М, 2). 
Введем четную бесконечно дифференцируемую функцию $(2) вида: 
2 
Ф® = при|2|< 3, 
0<$ (2) <1 при 2 <|2|<1, (2.3) 
$(7) =0 при |2|>1 


и положим 


(М, 2) = (М, 3)3(2), м9 = им, 9 [1—5(1)]. © 


о начан через Т’. (М, ^) и Т, (№, ^) преобразования Фурье этих функций: 


со со 


т, (№, №) = \ (М, хе 9=ат, ТЬ(М, 2) = | (М, е-9кат, (2.4’ 


20 —< 


будем иметь: 
Т (М, ^) — Т, (М, х) + Т» (М, ^), 


и, полагая « (^) =р(^) —<(^), получим: 
фм, л) 4х (^) = \ Т, (М, №) 4%) + й Т, (№, №) 4* 0). 


—< —< 
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Согласно предыдущему, Т, (М, ^) является преобразованием Фурье п 2 
раза непрерывно дифференцируемой функции /1 (№, 2), равной нулю вне 
интервала (— й, 1). Поэтому, согласно лемме д 


} ть (м, №420) = \ (М, 2” 60) 4 


что приводит к следующей основной формуле: 
\ Т (М, ^) 4= (2) — \ [71 (М, 2) 6 (2) а = \ Т, (№, ^)4=(»), (2.5) 


где «(^) =р(%) —з(^) и, согласно (1.11), 


х п-1 ы 
С (1) — ( — азы (т; ®) =( № вый). 
к=0 
-Оценкой правой части этой формулы мы и займемся в этом пара- 
графе. 
ЛЕММА 2.1. Если неубывающая, непрерывная слева функция «(^) 
удовлетворяет условию (1.1), то при любом й > 0 справедливо неравенство: 


со 


Е т, (№, ^) 4= (| 


пе и 9. 
м а -1^® Га. 79 (м, х) 


где константа С, зависит только от функции $(т) и функцию $(т) 
‚можно выбрать так, что С, < 5.105. 

Доказательство. Согласно условию В, мы имеем право в фор- 
муле (2.2’) произвести А+ 1 раз интегрирование по частям, после чего 
получим: 


ре 
(М, т) =— т \ ел а, Т® (М, ^) 


— 


со 


и \ 1 (М, 2) (—$(+) ча = 


— 


1 `й д : . 
п \ |вн о \ е= 4, 7“ (М, 5) 4. 


Покажем, что в этой формуле можно поменять порядок интегрирова- 
ний. Действительно, по теореме Фубини, при любом конечном а 
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ЕЕ БЕЗЕКЫНЕ Не НЕЕ РАНИЕ 


- 1 [р к) 
т, (М, ^) = Ша; \ |), Е 4} 4, г мь 


—ю —а 


Так как внутренний интеграл при а — со сходится при всех значениях 
{ф, оставаясь при этом равномерно ограниченным, а функция Т«®) (М, в) 
имеет ограниченную вариацию, то, по теореме Лебега, 


со © 4 Ф (5 
1 й - 
ТР. (М, ^) = 5 | | \ вы е—\‘х(— в) а Тр (№, в), 


—60”` = 


и законность перемены порядка интегрирований доказана. 
Положим 


( 1— (и) —1и2 
Ак (2 = сы ее. (2.6) 


а-—со 


“Тогда 


х 
[>> = — —А т 
й \ 7 ‚ ты \ 9 -— ети 0—№) ди = К "Ак (ВА. — Ви) 


2 (жук 2" 9. (пу 
и 
т, (М, ) = * | Ак (№, — вр) 4,7 (М, в), 


откуда следует: 


\ Т. (№, ^)4« 0) =И* \ { | Ак (#^, — Вр) 4,Т® (№, в)} ах (^). (2.7) 


Согласно (2.6), Ах(2) есть преобразование Фурье бесконечно диффе- 
ренцируемой функции, все производные которой суммируемы на веще- 
ственной оси. Поэтому | Ах (2)| при |2|-> со убывает быстрее любой отри- 
цательной степени |2|, и в формуле (2.7) можно поменять порядок 
интегрирований, что дает: 


\ тм, дает" \ (| Ак (№, — №») а (%)} а, Т® (М, в) = 


со 


= * \ | \ И (1) 4 (1 + ,)} 4,1“ (М, в), 
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ИЛИ 
\ Т, (М, ^) 4х (*) = 
ГА 
Ра; х и) — 26) 
у Пи. ы (М, в). 2.8 
а 11494 те анг ат (№, в) (2.8) 
Положим 
( +») %() 
р 
ГИ Ак (д а = Ау, 
а |] 404 ты" | 
я (2.9) 
| р ы ы (+ тва 
сре ны :. ще ан ы Г = 
и пусть 
© «(++в)— «(9 
|} 404 в |< ь+ 
при || >в.. Тогда, согласно (2.8), 
| т (м, №) 4= 0) 5 *т | (а 1979 (м, в) + 
ие 9. 
чье) [ азы ат (м, В+ а ат (м, в) 
РЕ —с> 
и, тем более, 
со РЕ 
| т, (\, ок 58} а ть а,т (м, в) + 
—© ТЕ 


со 


+ (к э } Ч +1 Г) 14.7 (м, в). 


— 
Разделив обе части этого неравенства на 


со 


фаз! ь 1479 (м, в) 


—= 
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и устремив М№ к бесконечности, мы, 


согласно свойству С семейства 
Т (М, в), получим: 


Е 
Нм — 


№М-< 


= ре (Ак В =), 
фаны а, 7 (м, в) 


52) 
откуда, ввиду произвольности числа е>>0, следует: 


} ТЬ (М, ^) аа (0) | 
к “Аи. (2.10) 
и Нь 14,0; в) 


—© 


Ша 


М№-›со 
Оценим Ак. Из формулы (2.6) при &>.1 найдем: 


1 Е к 
А | и и = (2) < 2, 


| —8 


а при Ё=0Ои |[2|<1 


Ака == \ те ул из ди | < 


—> 


[® >) 
$11 125 


<На +| | оон уси 


Поэтому при |2|<1 и любом > 0 
[Ах (2) |< 2”. (2.11) 


Рассмотрим теперь |2|`>1. Из формулы (2.6), интегрируя по частям, 
получим: 


Ах (2) НЕ \ С (559%) 2 ди 


ик 
и 
со 
И со т = р (и) т 
и )) шем ди. 
Ах (&) = т (ао) е Зои 8 1 


со —© 
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' < 
Поэтому Ах (2) существует при 2 = 0, убывает при |2|-> со быстрее любой 
отрицательной степени |2| и 


14% (2) |< кт \ (13% :) |в+1#) Чи = 


и 


У) |< -- ара 


равномерно относительно |2| > 1 
Простые оценки показывают, что 


|5.) |< Ми+о®+2 +) и, 


где 


М- эр [|9 Иер 3-19" + 519" ©}. 
—с<<и<< 


Следовательно, при |2|>1 


14% (2) тя +1) & +2) &+3) \ «(3-Е и) 4 < 


М (К-+ 1) (+ 2)-12 (+2) А 


2ж| 23 (К + 2) Я 


Л 


6М (К +1) (Е+2) (Зе ь 
О (5) ([=]>1). (а 
Далее, имеем: 


}\ фам (- +в) = | оа= (+) + лови (+в) 


—© мы 0 


— 


++ 404 СЕ +) «0+ Ан (а (+в) (в), 


—< 


откуда, интегрируя по частям (что допустимо, так как | Ак (&)| и | Ах 6] 
убывают при |{|- <о быстрее любой отрицательной степени |#|), получим: 


\ Аь(дав(- +в) = Ц (даж (-- +в) + ЦА, (дам (-- +в) — 
— А, +) оао +в) «(в — 


ие (а, (+в) — 65) и 4ь (0) [«(3-+)— (в) а. 


ТАУБЕРОВЫ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 395 


Разделив обе части этого равенства на 1 —- [в и устремляя |в| 
бесконечности, получим: 


РЕ +в) —= (4) 
Пи | \ А ны ет А зар |- 2 
и Е 


+= (+ и =: (+) ве. 


Отсюда, согласно (2.11), (2.12) и (2.9), следует: 


Ак 4.2 ее ИННЫ (Я А а (1) р 
1 
—-1 


+ Иные (а 


—< 


и, в силу (1.3), 


12М (+1) (& +2) (2) + г) = 


п 


>> 
/\ 
ыы 
> 
=> 
= 
== 
в 
—— 
ых 
-|- 


1 
12М (Е+ 1) &+8 (5 
п ^ й 2 


| 
м 


ЕЯ 


| 
Г 
Е 
| 
Е 
= 
ВТ 
—— 


Так как 


р ам Ва (1) “< в 


то окончательно получим: 


ара (=) {4 + 140 М}. 


Из этого неравенства и из (2.10) следует: 


| т, (м, аа ©) м 
Пи == Зои), 
ео» 


где 
ОА 40. 


Пусть 


м ЗИ ле Е Е у 

п — о 2 
в эн ее оби 
аи 4 
55 я 


— © 5 
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со 

1 г и я - 

где а >0 и У = 35. Гогда (и) есть четная бесконечно дифферен 
к -1 


пируемая функция, удовлетворяющая условиям (2.3) *. Простые оценки 
показывают, что для этой функции 


вр И э(ы| 19 (8+ |9" (1+ 519” 9} < 3000 


С, =4-{ 140.3000< 5.105. 


Лемма доказана полностью. 

Замечание. Пусть семейство 5 непрерывных слева функций «(\), 
ямеющих ограниченную вариацию в каждом конечном интервале, удовлетво- 
ряет следующему условию: 


а-1 
ор | эр. (Е +[а])" У {20} <, 
—с<а< оо | «(^)Е5 а 


1 
а+ 


Пт зар |а[” У: «0 =5"(5-)< со. 


] а |< я (^)Е5 


Тогда 


| | Т» (М, ^) 4х (>) 1 
Ир вор <С:2^ 5 "5 (»,). 
№М-00 «(^)65 Г +1 ”)| а, т? (М, ^) | 


—с 


где константа С. — та же, что в лемме 2.1. 
Доказательство этого неравенства аналогично доказательству леммы 2.1. 


$ 3. Вторая основная лемма 


До сих пор мы не делали никаких предположений о характере функ- 
ции ((5), фигурирующей в условии Т. Значенио дифференциальных 
свойств этой функции выясняется в следующей лемме. 

ЛЕММА 3.1. Пусть семейство ядер Т(М№, }) удовлетворяет условиям 
А, В, С, а функция С(т), определенная в интервале (— 1, й), имеет в 
этом интервале # производных (число К > 0 — такое же, как в условии В). 
Положим, как и прежде, 


м, \ ТИМ Юема, БМ, 2) = (М, ®)з (+), 


где © (1) — четная бесконечно дифференцируемая функция, удовлетворяю- 
щая условиям (2.3). 


* См., например, (3). 
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Если ряд Фурье Функции 6) (1) и ему сопряженный сходятся в точке 
х = 0, то при №- со 


КМ) = | (в) 6 (дак = 
РЕ С 1 У т =- р . апт) (0) 7” [ед 


(ть + 1) 
т«А— 


В (+1167, 0, 


где через С“) (0) обозначена сумма ряда Фурье функции С® (т) в точке 
№0 


Доказательство. Полагая 


Р()=5(0)+6'(0)= +...+6%0)=", 6. @=6®-Р(@), (84) 


(№) = |} м, РФ =(—1” | (М, ЭР фав, (3.2) 


= ) [/, (№, 2) ° 6, (2) ах, (3.3) 


будем иметь: 
КМ) = (м +Ь (м. (3.4) 
Функция ('. (2) удовлетворяет всем условиям, наложенным на С (?), 
и, кроме того, ее производные до #А-го порядка включительно равны 
нулю при х=0 (под @ (0) мы понимаем сумму ряда Фурье функции 
С® (5) в точке х=0). 
Оценим /, (№). При < п 
Р® (1) =0 
откуда, согласно (3.2), следует, что Г, (М) = 0. При Ап 
деп 
Р® (2) — 6 (0) -- 6"? (0-4 и —. 


Из определения функции 1 (М, 2) и свойств ядер Т (№, ^) следует: 


па ум, худ" да = ("т (М, 0) 0<т<®. (3.6) 


@=—* 62 


2 Известия А Н СССР, серия математическая, № 6 
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Имеем: 


В (№) = (- 1" (М, 2) р д = 


= (—4)* на \ 1(№, 2) Р® (1) 4 + 


а 


+ (— 17" Бы \ 0. (№, 2) — (М, ТР (2) 42, 


откуда, согласно (3.5) и (3.6), следует: 
В (№) =(—1)" АИ 0) — “+? (0) 7’ (м, 0) + 


фе: т Е 1 т (0) т") (М, 0) } + 


+(— 1” ба и 2) [з (-)—1 Р® (2) ах, 


и так как 
к. т т. т" 2х 7 7% (М 
(== \ Т (М, №)е И 41“ (М, »), 
то 
КЖ 


(М) = (—1)" Ув" т (м, 09+ 
т -=0 


+ (— 1)" а \ [= Р® (2) \ ет (М, 2. (3.7) 


—© 


Далее, 


а и 
Иша \ р (8) | е^*а,Т® (м, о] = 


= Им | | ЕЕ р (2) аа 4«Т® (М, №), 


и так как внутренний интеграл сходится при всех значениях )., оставаясь 
при этом равномерно ограниченным по ^, афункция Т“(М, ^), по усло- 
вию, имеет ограниченную вариацию, то, по теореме Лебега о предельном 
переходе под знаком интеграла, имеем: 


аз] в 
п \ НЕ В” (2) \ е^* ФТ® (М, 52 


59. |2 (12) 1 


= \ Е0)&т® (м, »), (3.8) 


—с 
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где 


— $ 


является преобразованием Фурье бесконечно дифференцируемой функции, 
все производные которой суммируемы на вещественной оси. Поэтому 
Е ().) убывает при |). | > о быстрее любой отрицательной степени | и 
согласно свойству С семейства Т (М, ^), при №- со 


| | Е (4 Т® (М, ^) =о{ а +1^ 147 (М, х) |. (3.9) 


Из (3.7), (3.8) и (3.9) следует, что при М-> со 


К— 


ВМ ("ХС а" отм, 0) 
т =0 
Чо {\ (+147 (м, ^) 1}, 


если > п. Объединяя случаи «пи > п, получим: 


О 


а Г (т +1) 
+0{ \ (+ | Г) 14-79 (м, ХЙ. (3.10) 


Оценим 1. (№). Пусть & п. Тогда, зогласно (3.3), 


ы= | (, а, фа (10° | (У, "д, 


откуда, замечая, что 


петь аня 


п—К 
ты У а ") дШ—тфр(т) (=) ЖАЛЬ (М, %). 
т=0 
ры (№, 2) = > \ (П\)"—"-тей=Т (М, Х) аХ.. 
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А —— =. -[—-[—`—-`-`““ "`` 
получим: 
: со с (=) < ПК п— р—те (т) Е (п-т. 
В (И те (5) 


‚ е®=Т(М, №) 4% ат. 


В этой формуле, очевидно, можно поменять порядок интегрировании . 
Поэтому, полагая 


Бо тук [уе раены 
получим: 
со п—К 
(м) =(-0* |} {Ух * "Е. 0) т (м, Ф. 


т=0 


откуда после интегрирований по частям следует: 


© ПЛ 


ь№ = \ {> о. — бити а) &1® (м, т). (3.41) 


—= т—00 


Заметим, что функция Ф(х) равна единице в некоторой окрестности 
нуля, а ряд Фурье функции С° (5) и ему сопряженный сходятся в точке 
1 =0, причем ряд Фурье сходится ‘к нулю в этой точке. Отсюда, по 
принципу локализации, следует, что пределы 


а 0 
Па Е (0)4, Па Е” (^) 4. 
а—со 5 = 

ь ь 
существуют и сумма их равна нулю: 


а 


Та Е. (4 =0. 


а>- < 


5-— = 
Так как 
Е Ет (В = 0, 
то при т> Ти |). |-> © 
х 
с. [И ЕО (3.12) 
0 


Если же т = 0, то 


к ^ 


\©— ны О У (—41)! (;) к (Е. (3.48) 
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Е и ОЖ 


Как уже отмечалось выше, интеграл 


1 


60= } ва 


о 


существует и ое © (8 =0. Поэтому 
|{]|-о0 


А А 
ева Нав = 
0 0 


х 
0 
и при |^ |-> со 
х 
ен о (|, 


0 


отсюда, согласно (3.13), следует, что при |^ |-> со 
х 
\& Е Оо. (3.14) 
0 

Из формул (3.12) и (3.14) вытекает, что при |» |-> со 

^ * 

ао" = о, 

0 


откуда, используя формулу (3.11) и свойство С семейства ядер Т (М, ^), 
получим: 


со 


(№ =о [фаера (м, 1 (3.15) 


—© 


при М№М-> со. 
Пусть теперь А >. п. Тогда, согласно (3.3), 


(М = { (М, 296, (фаз = (—10" Л (М, 2) 6 (ааа 


—© 


или 
ы =” 4, (2) 40а» = 


—© 
со со 


а ( {$ (=) 6 (2) \ е%Т (М, Ха 4, 


—© 
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откуда после перемены порядка интегрирований получим: 


ПМ =с-0^ | {т(м, > \ Ф (=) 6 (2) аз) 4). (3.16) 


Функция $ (+) (1) дифференцируема А —п раз, равна нулю вне ин- 
тервала (—й, №) и совпадает с С (2) в некоторой окрестности нуля. 
Поэтому, если 


со 


Е) = | [ (5) 6° (2) ОН 2х т, 
то 
"ву | (2) "ош октав?) 


причем из свойств функции [216 (т) и принципа локализации следует, 
что 


а (2-Е =0 (О<т<Ё— п). (3.18) 
а—>-со 
$—>—© 


Согласно (3.16) и (3.17), имеем: 


(№ =(—1)" \ Т(М, ^)(—- ПЕ а», 
ИЛИ ыы 
на г а 1Ф (^) 
ее о ен, (3.19) 
где 
ие 4 г 
Фит {т ео" и)“ (да а. 


55 


Функция Ф()) выбрана так, что она сама и ее производные до 
(А - 1)-го порядка включительно ведут себя при |^|-— со како {>|}. 
В этом нетрудно убедиться, используя формулу (3.18) и повторяя рас- 
суждения, приведшие к оценкам (3.12) и (3.14). 

При таком выборе функции Ф()) (согласно свойству В семейства 
ядер Т(М, ^)) в формуле (3.19) можно произвести (& -| 1)-кратное инте- 
грирование по частям: 


пе" \ Ф(\) 47° (М, ^). 


—© 
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Так как Ф(\) =о{|^|"} при |^|-> со, то из последней формулы и свой- 
ства С семейства ядер: Т' (М, ^) следует, что при М№М-> с 


со 


(№ = {  а+р [167 (м, 1. 


>) 


Таким образом, формула (3.15) доказана и при >. п. Для заверше- 
ния доказательства леммы нам оетается заметить, что 


(М) = (М) РМ), 


откуда, согласно (3.10) и (3.15), следует: 


ИМ) = (—0" У те" отм, 0+ 
т<к— 


+0 фар.) (м, №}, (3.20) 
что и требовалось доказать. р 
Замечание 1. Для того чтобы оценка (3.20) была равномерной 
для некоторого семейства @(т, «) функций, удовлетворяющих условиям 
этой леммы, достаточно, чтобы при х =0 ряды Фурье функций с® (1, “) 
и им сопряженные сходились равномерно для всего семейства и 


й к 
зир \ 16°) (х, <) | 42 + У, 140 (0, «) | <<. 
Я 1=0 
В частности, если функции @ (5, «) имеют на одну производную боль- 
зие, чем требуется в лемме, и 


. к 
вор [ \ | (РО (х, а) [42 У |6 (0, ) |<, 


=Й 1=0 


то оценка (3.20) будет заведомо равномерной для всего семейства. 
Замечание 2. Если ядра Т(М, ^) четны относительно Х и числа 
п, КЁ тоже четные, то достаточно предположить, что ряд Фурье 
функции {С (т) + @(—2)}® сходится при х=0. 
Действительно, в этом случае 


лом, б@®=- \ (М, 6 ® +6 (1) 4 


и так как функция {С (2) - С (— 2) — четная, то ряд, сопряженный 

ряду Фурье этой функции в точке х = 0, заведомо сходится. 
Аналогичные ослабления условий леммы 3.1 можно получить, делая 

другие предположения о характере функций Т (М, ^) и чисел п, #. 
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$ 4. Основные теоремы 


Основные результаты настоящей работы являются непосредственными 
следствиями лемм, доказанных в двух предыдущих параграфах. 

ТЕОРЕМА 4.1. Пусть неубывающие, непрерывные слева функции © (^) 
и °(\) удовлетворяют условиям 1, П, а семейство функций Т (М, ^Х) — 
условиям А, В, С. Пусть, далее, $ (т) — четная бесконечно дифференци- 
руемая функция, удовлетворяющая условиям (2.3), и 


со 


(М, =) =-=3 (=) } Т(М, еж Ф. 
Тогда 


{ Т(м, №) а, {2 0) --в0)} — } (М, =) 6 (2) 4 


—© 


Па 


№М-—со 


ее 
с п (®) Дж: (=). 
фах) 14 т (м, | 


где константа Сз зависит только от функции $(т), которую можно вы- 
брать так, что Сз< 8.107. 


Доказательство. Согласно формуле (2.5), имеем: 


=] со 


| тм, 2% 00) —30)} — (№, 2) (в а=|= 


—©< —© 


со 


= 7ь (м, 24% 60) — 30) | 


откуда следует, что 


со 


__| } Т(№, 24, {2 0) —в0)}— | (М, =) 9 6 (в) аа 
В = Пт | => = 


= < 
фах |) 14; 7® (м, ^) | 


ГУ Ть (м, ^) 4 0) | 1 Т» (М, >) в (^) | 
ты + Па ое 
Кано (мм т Тара т (м, 


—< 


< 


Из этого неравенства и леммы 2.1 следует, ато 


о {" (5) ра" (=) 


откуда, согласно лемме 1.1, получим: 


вси", +} 9" (-) «ава еси о" (+) 
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Выбирая функцию $(1) так, как в лемме 2.1, будем иметь: 
С; = 151.С,<151.5.10< 8.107. 


Следовательно, В < Су2*й ** (=) и функцию $(5) можно’выбрать так, 
что С, < 8.107. Теорема доказана. 
п ример. Рассмотрим частный случай этой теоремы ‚при п=0 и 
нечетных функциях р()) и °(^). Пусть 
1 при |^|<М, 
Т(М, ^) ={ > при [|= М, 
О при |^ | > М. 
Это семейство ядер удовлетворяет условиям А, В, С при & =0, причем 
если п =0, то 


со 


\ ар) 147, |= 4 


— 


. М 
1 : й : 
Ь(М, а) = $ (=) \ ейх4). — —? (+) =" 
—мМ 
и в точках непрерывности функций р().) и ‹(^) 


со 


тим, 2) 4 0) —з(0)} =21(№) —з (№). 


—© 


Следовательно, в этом частном случае, согласно теореме 4.1, имеем: 


т 


Та [ (№) — (№) — и (+) <) 4 | < 16.107." (+). 


Пусть 0<а< 3. Тогда, в силу (2.3) и теоремы Римана — Лебега 
о стремлении к нулю коэффициентов Фурье, получаем: 


т 25 


а \ ео (=) 6 (ваз = | АЕ (2) 42 + 0(1) (М) 


ша [е(№) — (М) = "60 42 |< 16-10".«* (4). 44) 


Если относительно функции С(5х) ничего, ироме суммируемости на 
интервале (—#, #), неизвестно, то об интеграле 


КМ) = \ МЕ Ср) 4т 


—а 
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В о Е ББ 


можно лишь сказать, что /(№) =о(М№) при №М-— <. В этом случае из 
{4.1) следует только, что при М-> оо 


(№) = (№) + о(М). (4.2) 


Если функция С(2) ограничена в окрестности нуля, то 1 (№) =О(ш №) 
при М№-> со. В этом случае из (4.1) следует, что при №-—> со 


(№) =з(М№) + О(ш М). (4.3) 


Если, наконец, функция С (57) имеет ограниченную вариацию в неко- 
торой окрестности нуля, то 


пы _@ \ НА, к: ЕН. 


и, согласно (4.1), 
Пи |Р(№)— (№) — 4 6(+0+6(—0) [< 16-107." (+). 


В частности, если условия теоремы 4.1 выполнены при любом конеч- 
ном й и 0* (--0) = 0 (например, с (}.) =), то при М — << 


Р(№) =з(№) + 4 {6 (+0) +6(—0)} +0(4). (4.4) 


Легко понять, что при сделанных предположениях о функции С (5) 
оценки (4.2), (4.3) и (4.4) в общем случае улучшить нельзя. 
Далее, из (4.1) интегрированием по п найдем: 


па |1 Мам .( р 
о те (\) -т) (м г 


<16-10".-=" (+) 


т С (т) ах 


и, если г =0 является точкой Лебега функции С (т), 


Ты Е еоуау + < 16.107." (5). 
0 


В частности, если условия теоремы 4.1 выполнены при любом конеч- 
ном й и 9°(-0) =0, то при Т-> со 


ФР т 
- т (маи т (М) ам +16(0) +0(1). (4.5) 


Формулы (4.2), (4.3), (4.4) и (4.5), полученные при различных пред- 
положениях, относящихся к дифференциальным свойствам функции С (2), 
хорошо иллюстрируют их влияние на точность решения поставленной во 
введении общей задачи. 
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ТЕОРЕМА 4.2. Пусть неубывающие, непрерывные слева функции р(\) 
# (») удовлетворяют условиям 1, П, а семейство ядер Т (М, *)— условиям 
А, В, С. Если функция С(т) из формулы (1) дифференцируема в интер- 
«але (—й, 1) Е>О раз (число К — такое же, как в условии В), причем 
ряд Фурье функции С® (5) и ему сопряженный сходятся в точке х = 0, 
ато 


\ Т(М, 2) 4 (®) = 


= } тим, о) +1 У Е" 0) тм, 0) + В (№, 
—© т<Е—® 
з2де 
ОЕ А < 8.107. 2%. 5 (1... 


М№- < 


фах") 14.7 (м, ^) 
—© 


Доказательство. Согласно теореме 4.1, функцию 9(5) можно 
выбрать так, чтобы 


} Т(М, ^) 4, {© 0) —0)} — } (М, 2) 6 (2) аз 


а < 


ея (1+1 7) 14,79 (м, ) | 


<8.107'. 2%." (+). 


С другой стороны, из свойств функции @(5) и леммы 3.1 следует, 


‚ ЧТО 


| иа(м, ба = 


—с 


= (—- 10 Х га в" +" 0, О 
т<Ё— 


+0 { (1 | ") [47° (М, 2} 


при М№М-> со. Доказываемая теорема является очевидным следствием этих 


двух формул. 
Заметим, что если условия теоремы выполняются при любом конечном 


значении й, то 


ГВ (№) | = 0, если К > 0, 


Па — 
М№М- с т (к) 
1 ^ 4. Т“’(М, ^ 
}‹ == | | )| А ( | <8.107.0* (0), если Е = 0. 
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Ясно также, что замечание 2 к лемме 3.1 в такой же мере относится и 
к доказанной теореме. 

Пример. Для суммирования расходящихся рядов и интегралов обычно: 
употребляют ядра Т’(М, ^) вида 


Т(М, = Р(м), (4.6) 


где Р()) — некоторая функция, равная нулю вне интервала (—1, 1). Если 
функция Р(^) дифференцируема №20 раз, причем производная #-го 
порядка имеет ограниченную вариацию, то семейство (4.6), очевидно, 
удовлетворяет условиям А и В; причем здесь 


7” (м, 0) = М"Р” (0), (4.7) 
агат (м, юр м ам РЭ), 


откуда следует, что } 


со 


мо а, (в) | < ыы (1+ |.) 147 (М, %) |< 
<*> ( [4.2 (| (4.8) 
и 
ь г 
У м-н РТ (м, = м К ам [4,299 (в) < 
3, Е 
г 


мат |) \ 14. Р°® (в). 


Из двух последних неравенств следует, что при п>0 семейство (4.6) 
всегда удовлетворяет условию С, а при п=0 удовлетворяет этому усло- 
Е и только тогда, когда функция Р“® (1) непрерывна в точке 


Для семейства (4.6), согласно теореме 4.2 и формулам (4.7) и (4.8) 
имеем: | 


} в(*) 4% 0 { Р (430) + 


ИУ (—)"” п-т т —т 
+1" У герое (4.9) 


т<к—п ум" 


ТАУБЕРОВЫ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 409 
ЕЕ ЕН НЫ». ВИ 


тде 


ан К Ст г т 
би | (№) |< 16-107.2*. о (+) 14, Хь) |. (4.9') 
{При п= О предполагается, конечно, непрерывность Р® (\) в точке 
и =0.) 
Используя связь функции С (1) с преобразованием Бохнера—Стильтьеса 
(п - 2)-го порядка функции о ().) =р()) — с (2.), замечание к лемме 2.1 и 
замечание 1 к лемме 3.1, можно доказать такую теорему: 
ТЕОРЕМА 4.3. Пусть семейство 5 непрерывных слева функций « (*), 


имеющих ограниченную вариацию в каждом конечном интервале, удовлетво- 
ряет следующим условиям: 


зир [зы и -Еа "т У ед, 
—<2<а<о |. «(^)Е5 


- 
а+— 


Та зар |а[Г” У у 60} = 5" (1 <=. 


1а|+ <> а(^)Е8 
2. Преобразования Бохнера—Стильтьеса (п - 2)-го порядка функций 


%(^) Ев (5, “) дифференцируемы в интервале (—й, #й) Е +2 раза (Е>0), 
причем 


Е к-2 
зы | Я (о, рае ++ $18 (0, 5 ] <. 
0,3 — 

3. В точке х=0 ряды Фурье функций и. (т, «) и им сопряженные 
сходятся равномерно для всего семейства. 

Если семейство ядер Т (М, *) удовлетворяет условиям А, В, С, то 


\ Т(М, ^)4« (0) = У Е, %) т” (№, Е Е(М, а), 
х тт 
20е 
в Г. 
[ша зир ро <8.10'.2* 115 (+). 
№- < «(^)ЕБ 


со ` 
ум тат (м, х) 
—© 

Пример. Пусть непрерывная слева функция « (7.) имеет ограниченную 
вариацию в каждом конечном интервале и 


1 
а+— 


И шо = (+) <. 


|а|-— со 


Пусть, далее, преобразование Бохнера—Стильтьеса (п -- 2)-го порядка 
этой функции Е»„+›(2) непрерывно дифференцируемо в каждом из интер- 
валов (—Й, 0) и (0, 1). Тогда 
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ПНА (т) (т) 
Е ры: 
Еве (2) = ьз га: Бы 11| 27—1+ © (2), (4.10} 


ТТ =1 


где функция @(2) дифференцируема п-+2 раза во всем интервале 
(—^, №), причем ее производные до (п -- 1)-го порядка включительно не- 
прерывны и 


р АА ЧОН ПЕНН 


. (4.11) 


Так как преобразование Бохнера—Стильтьеса (п - 2)-го порядка функ- 
ции ^^" равно * 


(Е 1) ) (2) 


аа -ю 711" "+ Рин(7) (<<), 


где Ри: (2) — полином (п -- 1)-й степени, то функция 


п-т 


м брат > и ыы 
8(^) = зы я | ое (-- 0) — Иа (— 0} % р (4.12 
т=—\ - 


имеет преобразование Бохнера—Стильтьеса (п -- 2)-го порядка, равное 


"У ЕР, (+0) — Е, 0) 
№: м 1% 27—1 - Ол (2), 
т 


где О»-+1(2) — полином (п-1)-й степени. Следовательно, функция 
1(^) =«(^) —В(^) имеет преобразование Бохнера—Стильтьеса (п - 2)-го 
порядка, равное & (+) — О„:1(х) и, согласно (4.12), 


т (+) <= (5) +8 (+) == (+) + +10 — вы, 4.43) 


Поэтому если ряд Фурье функции д ($) и ему сопряженный сходятся 
в точке х=0, а семейство 7(М№,^) удовлетворяет условиям А, В, Сс 
К = п, то, согласно теореме 4.3, 

г (па) (п+2) 

тим, д & 6) — 0 = ОР СФ т(м, 0) А(№), 
где 


В (М 
ГВ (м) | о 


(1-1) 14) 799 (М, ^) | 


<8.107- 2 [и (3-) + +1 Вы (+0 — Вы» (0). 


* См., например, (4), стр. 114. 
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Отсюда, согласно (4.11) и (4.12), следует, что 


ы В) (+ 0 (п--2) ( 
\ Т(М, ^) 4* (%) = ег. 0) + 
со = па 
+ \ Т(М, ^) У (и "ЕТ, (+ 0) — Е, (— бунта + ВМ) 
—© 70 =1 


с той же оценкой для В (М). 


$ 5. Некоторые приложения 


В этом параграфе будут рассмотрены некоторые приложения преды- 
дущих теорем. При этом мы ограничимся здесь только такими задачами, 
в которых можно использовать эти теоремы без предварительных сколько- 
нибудь сложных преобразований. 

На протяжении всего параграфа мы будем пользоваться простейшим 
семейством Т (М, ^) вида 


ори, 
Т(М,) =] 5 при [| =М, (5.1) 
0 при |^|>М, 


которое, очевидно, удовлетворяет условиям А, В, С при А =0. Если 
п =0, то 


фазмю т (м, юр =2 | 4, Юр 4 (5.2) 
Далее, для любой непрерывной слева функции «().), имеющей огра- 
ниченную вариацию в каждом конечном интервале, имеем: 


С р м +0 —м 
\ Т (М, ^) 4 (2) = «ЕО а) во аи. (5.3). 


Рассмотрим сначала простейшие приложения к спектральному анализу 
дифференциальных операторов. 
Пусть дифференциальный оператор 


Би] = ти (2) — 9 (2) и(2) 


задан на полуинтервале [0, а), где а < со и вещественная функция а (т). 
суммируема на каждом сегменте [0, 6] при любом 6 < а. 
Краевая задача для оператора Г определяется граничным условием 


в нуле: 
и' (0) —6и (0) =0 (5.4), 
и, возможно, в точке а. 
Обозначим через « (^, х) решение уравнения 


[9] + Ли =0 
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при начальных условиях: 
и (0) =1, и’ (0) =6. 


Каждой краевой задаче (5.4) соответствует неубывающая непрерывная 
слева спектральная функция 6().) (— © < ^< о), порлизаюаиая изоме- 
трическое отображение пространства ГА [0, а) на Ир} (— со, со). по фор- 
мулам: 


ь 

ПО =ЬЬ в. \7(2) 50°, 2) ат, (5.5) 
Ь-а 
М 

=. } рб) 50, 2) 400), (5.5') 
№ © Кы 


2 
где интегралы сходятся в метриках пространств Гу} (— со, оо) и [2 [0, а) 
соответственно и 


фи 1 (2) Раз = \ 18 (2) 40 (0). 


ТЕОРЕМА 5.1. Для спектральной функции р(») имеет место следу- 
ющая асимптотическая формула: 


Ти е (^ 0) + р (%^) 
А + 2 


—2УХ+0—р(— оо) | < 5-107-а7 


В частности, если оператор Г, задан на полуоси (т. е. а = 20), то 
при ^—> | < 


р(^)— в (— 9) = УХ—6-+ (4). 


Доказательство. Пусть 6(») — спектральная функция краевой 
задачи (5.4) и р(-- 0) =0, что всегда можно предполагать. В работах 
И. М. Гельфанда — Б. М. Левитана (5) и М. Г. Крейна ($) доказано, что 
функция 

со со 
— эй — и — 
о. РИ 


со 0 


должна иметь в интервале (— 2а, 2а) две абсолютно непрерывные про- 
изводные и Ф" (0) = —6. Отсюда, в частности, следует, что интеграл 

5 

\ св УГ} 242 (0) < (0<:<2) 65.6) 


—= 


сходится при всех хЕ (— 2а, 2а) и функция 


а (^) 


® т 
т \ Е: 


==... 
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бесконечно дифференцируема в этом интервале, причем 


Ф; (0) = —р(— со). 


Положим. 
— 605 Их ЯР % — 
ИХ = Ф, (а), (5.7) 
+0 0 
Так как 


Ф, (1) =Ф(т) —Ф, (1), 


то в интервале (— 2а, 2а) функция Ф,(х) тоже имеет две абсолютно не- 
прерывные производные и 


$; (0) = — В+ р(— 5). 


Пусть /(2) — произвольная бесконечно дифференцируемая функция, 
равная нулю вне интервала (— 2а, 2а). Умножая обе части равенства 
(5.7) на ]" (5) и дважды интегрируя по частям, получим: 


си 40 —=СсКУЗауХ= \ 14) $ (4 
+0 0 —© 


где 


со 


Св). = \ 1 (+) соз в 4х. 


— 


Введем непрерывную слева функцию р, (№), совпадающую с р(р?) при 
в > 0 и нечетно продолженную в точках непрерывности на отрицатель- 
ную полуось, Тогда предыдущая формула может быть записана так: 


со со со 


сари | сдать | 1 25а. (5.8) 


—= —ю —= 


Заметим, что если 


Е, (р) = \ 1 еиеаз = \ 1 (а) совыт ат —1 ) 1 (2) т вх 4, 


то, в силу нечетности (в точках непрерывности) функций р; (№) и 


= ь, 
уе) ар.) = Сдавать = | оФань, 
откуда, согласно (5.8), следует: 
| (да = } ВФажь-+ | 749) 205 94, 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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какова бы ни была бесконечно дифференцируемая функция ](т), равная 
нулю вне интервала (— 2а, 2а). 

Таким образом, функции р (№) и (в) = удовлетворяют всем усло- 
виям теоремы 4.2 при п = =0и й = 2а. Здесь функция С (т) = 2$. (1) 
абсолютно непрерывна и 

6(0=— 28+ 2 (— оо), с" (--)= в" (55) = == - 


Поэтому для семейства (5.1) ядер Т(М№,^), согласно теореме 4.2 и фор- 
мулам (5.2), (5.3), имеем: 


бы [Оч м4 —(— =) < 32407, 
откуда, возвращаясь к функции р(\), получим: 


‚и. о ав ос) |< 5-10*-а71. 


В частности, ебли оператор Г задан на полуоси (а = со), то при 
> + < 


2 — 
р(^) — р (— оо) = — УХ— 6 + 0(1), 
что и требовалось доказать. 
Для исследования сходимости разложения (5.5’) нам понадобятся 


простейшие свойства операторов преобразования. Как известно [см. (7), (8)], 
существуют оператор У и ему обратный И вида 


х 


и ()1 = 1 (8) + } Ка, удав, Уве] = в (а) + ДН (вп) в (в) 4 


0 


такие, что 
в (, 2) = [соз УХ], соз Ух =У- (^, х)]. 


При этом ядра К(т,и) и Н(т,и) ограничены в каждой области 
О<и<2-Ь при любом фиксированном 6 < а. Поэтому из формулы 


© (Х, 2) = соз Улх + кс», и) соз УХ иан 
0 
следует: 
[6 (^, 2) | <С(2) при 0О<)\<о, а 
[© (А, 2) [< С (2) ВУ] при — © << 0, т. 
где функция 


С =1+ || К(@, п) [Ча 


0 
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ограничена в каждом сегменте [0,6], если < а: 
зир С (1) = С, (5) < <. (5.10) 
0<х«Ь 


ТЕОРЕМА 5.2. Пусть } (2) — произвольная функция из пространства 
[2 [0, а) в 


Г (^) = 1.1. т. \] (2) в (^, 2) 4х, 


1 (=) соз УХ ха», 


.— <. —5с 


СИ =1. 1. №. 
ь а 


где интегралы сходятся в метриках пространств 1} (— со, со) и 
[Дух } [0, со) соответственно. 
При каждом фиксированном 6 а интеграл 


+0 
\ #4) 50), =) 4 (4) 


сходится абсолютно и равномерно относительно хЕ [0,6] и 


М 


еб), 5) 40)— 2( с(/ЗевуХаву |= 


` 


0 


Пи зар 
№ — © 0«х<«Ь 


Доказательство. Пусть 6 — произвольное положительное число 


Л 
меньшее а. Возьмем произвольное положительное < (а—6) и рас- 
смотрим в области О0<х<ьЬ, О<Е< А семейство функций 


М 
им (2, = } 20) 0,90, 2) 40). (5.44) 
—м 


Эти функции, очевидно, удовлетворяют уравнению 
и и 
Ихх — 4 (7) и = и! — 9 (и 
при начальных данных 


им (2,0) = /м(2),, рам (т, Оо = м (#), 


где 
С ие 
дм (а) = \ Е 0) о0, 2) 4 (>. (5.12) 
—М 
Пользуясь методом Римана для решения этого уравнения и замечая, 
что 


им (2,1) = им (® 2), 
3* 
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—_ Ц ——ыы——ы—ы=—=—=——ыы=———ы—=—ы—ы———- 


получим: 


х-ы 
+ \ И! (2, и) {м (в) аи, (5.13) 


[5—1 


1м (+0 +/м ({2—#]) 
пы (ев) = 


где ядро (©, }, и) ограничено в области |х—1{| Зи ть 0<%2<Ь 
О<Е< А. | ый 
Применяя к обеим частям формулы (5.11) оператор ы ‚ получим: 


м ( 
\ Е (%) соз УХЕ (), 2) 4р(*) = им (1,8 + Ун(е, у) им (т, у) ау, 
—м 


0 


откуда следует: 


М 
\ СИЕ) 0, 2)40) = 
—м 
в [4 
= рые + | НИ, рим (даа, = 644) 
—^ 0 
СУ») = { (д еозУ Ха 


какова бы ни была бесконечно дифференцируемая функция р ({), равная 
нулю вне интервала (— й, №). 


Пусть теперь М-— сю. Согласно (5.5’) и (5.12), последовательность 


/м (2) сходится в метрике пространства Г[^ [0, а) к функции 1 (5). Поэтому 
согласно (5.13), 


в НН] 
т, вые ЕР + НЦ иы (о, аура — 


0 


в в 
В (в) А, 04, 


—^ 


(5.15) 
5 
где 
А и“ 
А; (2, 1) = \ И! (2, ||, и) } (и) аи + нае) ЕР НЕЮ ай 

ИТ г 

и х-Ру 

+ {Н,) \ УР (2, 9, и) 7 (и) ди} ау. 
о 15—51 


Так как в рассматриваемой нами области ядра Н (1, у) и И (т, Ели) 
ограничены, то, согласно неравенству Буняковского, 
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т 
2 


|4. (2, < СИИ (Ока ь-ь<:<,), = 540) 


где С, — некоторая константа: 
Далее, при любом т>.0 имеем: 


\ ар." воз И Жи 0, 2) (0) |420) < 
о К > о о 
<| ф их” [соэИХ ль, 2) 46 0) \иебунае |", 
—м —м 


откуда, согласно (5.5’), (5.6), (5.9) и (5.10), следует, что в рассматри- 
ваемой нами области интеграл 


о 
\ Е (%.) соз ИХ Ее (), 2) 4 (*) =В(х, 


>= 


сходится абсолютно и равномерно, а функция В (т,{) бесконечно диффе- 
ренцируема по #. Поэтому при 0 << интеграл 


чо 
\ Е (^) ‹* (%, 2) 4р(%) 


—© 


сходится абсолютно и равномерно, а функция 


о +0 
А, (в, = \ 20) сз У Хо (0, 2) &0)— 20) о 0, 2) 420) 


удовлетворяет неравенству: 
14. (2. |< СИ (<< в, (5.17) 


где С. — некоторая константа. 
Таким образом, 


+50 
Иш \ С+ (УР 0) 0,240) = 
М -—® —м 
п 


о 
РИ {еб 0) со5 У 2) 409} = 
Ме, и - 
ко 
=. 0) \ Е (2) (0, 2) 4) + \ 8 (2) А (2, 1) 4. (5.18) 


—< —^ 
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Наконец, согласно известным свойствам классического интеграла 
Фурье, 


в со 
\ 0+ 1 и с.УУС(У) сов ИХаа УХ. (5.49) 
—й 0 


Сопоставляя равенства (5.14), (5.15), (5.18) и (5.19), получим: 


со +0 
\с«(УЭР0)( 2) 4 (0) + С+(0) \ Р0)5 0,2) 40) + 


о —> 
в со в 
+ Фед а = се (УС Зе УХаа УХ + | в (04, (а, 4, 
=} 0 —й 
или 
со в 
6. (2) вы (в, 2) = 8) Ат, 4, (5.20) 
—© —^ 


где функции «(р,х) определяются формулой: 


Гы шз 
а о СИ» созИХ2а УХ, если в > 0, 
=. если в <0, 
и 


А(т, 2) = А, (5,0) —А, (5,4). 


Заметим, что из оценок (5.16) и (5.17) следует: 


Е 
2 


[А (2,2) <С4|” (0<=<Ь —1<а< 1, (5.24) 


где С. — некоторая константа. . 
Из определения функций х (в, 2) вытекает, что при любом [> 0 


н-3- (+). 


Сир. У (в. < эр \ 120.) [ (А, 2) |4 (^) + 


+= \, СЗ мУх 


1 
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откуда, согласно (5.9) и (5.10), находим: 


в (ы) г и) 
А И, \ [Е (^) [42 (0%) + — \ 1(С(УХаух< 


1 05 


(+=) в 
<6:0| \ ПРоРфо (| 4%0)| + 


(1 в 


г 1 


(+ (+5 1 
+2] \ с(УХваух \ ви ы 


в 2 


| (+ : ть 
= 6,6) | +31|)—2} { ПРО ь т 


а. ы 
се | \ сонат 

В силу теоремы 5.1, : 

Ее 


1 < 
и так как Ё (1) 6 [{›} (— о°, оо), С(УК Е Цух} 10, оо), то 


(+1) ТИ 
па \ 12) 40 (0) =0, Иа (. 1С(ИЗРаух=0, 
1+ < тв 1 > < {2 
откуда следует, что 
НН 
Пи зар У {«(1,2)} =0. (5.22) 
15 < 0<х<«Ь 1 
Совершенно так же проверяется, что 


1 
+ 
зир [зар У {а(в, 2)}] «о. 
—<<[<о 0«х«Ь 1 
Следовательно, семейство функций «(в,1) (0<х<5) удовлетворяет при 
п =0 всем условиям, при которых справедливо замечание к лемме 2.1. 
Для семейства (5.1) ядер Т(М№, в) при любом еЕ(0, й) имеем: 


Т (М, в) = Т, (М, в) + Т. (М, в), 


где 
со 


эт нее (=) ех фт — > ( АЗ (=)сов вах, 
—© 


эт М | Ш (=) сх т. 


ь 
т 
= 
ЗЕ 
— 
| 
э|- 
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Поэтому 
тим, 4х 2) = © 7, (М, в) 4, ©) + | Т» (М, в) а (в, 2) 


и так как, согласно (5.22) и замечанию к лемме 2.1, 


со 


11  зпр 7, (М, в) ах (в, 2) 
№-+ со 0<х<и ры : 


24 


то 
Па зир | | (№, в) 4х (в, 2) = Ти пр || 7: (М, в) а,я (№ 2) |, 
М№М- со 0«х«Ь а №- со 0<х<Ь ее 


или (согласно (5.3)) 


со 


ХТ, (№, в) аа (в, 2) 


—> 


а (№ + 0, х) - « (М, +) |= 


5 Пи зар 


Па зир | 
у №- со 0«х«Ь 


№- со 0<х<Ь 


Функция Т, (№, р) является косинус-преобразованием Фурье бесконечно 
дифференцируемой функции 
М (=) (0<.<%, 


п т 


равной нулю вне интервала‘ (— е, =). Поэтому, в силу (5.20), 


со 


т.м, оба | 98 (Е) д 04, 


—<= 


откуда, используя оценку (5.21), получим: 


С а — 4, И 
вор | Т, (№, в) а, (в, 2) | < 99 ре ар ей. 
0&х<ь п т 
—< = 
Следовательно, 
Та зао |“ 0, =) М, =) 464 > 
М№- < ты 2 1 < п ых 


откуда, в силу (5.22) и произвольной малости числа => 0, выводим: 


Пи зар |«(М№,-2) |= 0. 
М№- со 0<х«Ь 


Вспоминая определение функции «(р, 2), окончательно получим: 


№ № 
2 5 алое в 
Ши ор, $ Е (^) о (0, 2) 46) — =) С(УЪ ссз Уха * | = 0, 


что и требовалось доказать. 

Аналогичная теорема имеет место и для других краевых условий, 
так же как для операторов [, с двумя сингулярными концами. 

Таким образом, разложение функции / (5) по собственным функциям 
оператора Г сходится (суммируемо методом Чезаро) тогда и только 
тогда, когда сходится (суммируемо методом Чезаро) разложение этой 
функции в классический интеграл Фурье. 
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Частные случаи этой теоремы были ранее рассмотрены Хааром (®), 
Стоном (1), Титчмаршем (11) и Б. М. Левитаном (1?).* 

Приведем в заключение оценку остаточного члена в следующей 
теореме тауберова типа, аналогичной известной теореме Икеара: 


ТЕОРЕМА 5.3. Пусть р(^) — непрерывная слева неубывающая функ- 
ция. Если интеграл 


} еэ 40) =4 +6) @=т+9) (5.23) 


—ю 


сходится при всеет х>0и равномерно относительно и 6 (— й, №) суще- 
ствует предел 


Нш @(2и)= 70) (—1<у<\, 
х- 50 
причем ряд Фурье функции С (и/).-- С (—1/) сходится в точке у=0, то 
Ее ее, бо ар: 
№ 63 Г 
_ Доказательство. Из формулы (5.23) следует: 
\ = ф() = а 4А). + 6 (2). 
— 0 
Умножив обе части этого равенства на произвольную бесконечно 
дифференцируемую функцию / (у), равную нулю вне интервала (- #, й), 
после-интегрирования получим: 
со ы со в 


бе 4 (0) = Е, буе-® Ак + | (а + ау, 


90 о —й 


откуда при х->0 следует: 


[=] со в 
\ 2/0) 40) = { 8,0) алк + \ 16) а. 
— - 0 — 


Таким образом, для функций р(%) и <(^), где 

‚ [АХ при. >. 0, 
м с (^) = | 
О при ^< 0, 


выполнены все условия теоремы 4.2 при`п=й=0. Следовательно, для 
семейства (5.1) ядер Т(МУ ^) имеем: 


| т(м, ^) 40) = ( 7(М№, 2) 40) +60) + В(№) 


где, согласно (5.2) и теореме 4.2, 


Вю |8 (№) |< 48-107" (4) = 32.107Ай 1. 
М- со 


®* Примечание при ко рректуре: после того как настоящая статья была 
сдана в. вышла работа Б. М. Левитана (Известия Ак. наук СССР, серия ма- 
тем., 19 (1955)., 33—58), в которой содержатся доказательства теорем 5.1 и 5.2 для 
случая а=00 
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Поэтому, согласно (5.3) и определению функции с(,), 


а ОР) РМО и) _ АМ — @(0) |< УР 10'. Ар". 
№- со 


Из условий теоремы следует, что 


Нш р(М№) =р(— 09) > — о. 
№ —<= 
Поэтому 


Им 
№М-> © 


ЕВЕ р (— со) — АМ —С(0)| < 32.10'- А.И", 


что и требовалось доказать. 


В частности, если условия теоремы выполнены при любом конечном 
#, то при М> -+ © 


(№) —р(— оо) = АМ + С (0) + о(1). 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 428—444 


С. Я. АЛЬПЕР 


О РАВНОМЕРНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В статье устанавливается оценка наилучшего приближения и другие 
оценки приближения с помощью полиномов, которые получаются различ- 
ными методами суммирования ряда Фабера ‚„._л функции, аналитической 
в односвязной области и непрерывной в ее замыкании. Граница области 
предполагается гладкой с некоторым добавочным условием относительно 
гладкости. 


Пусть ] (2) — аналитическая функция в области Ш), ограниченной за- 
мкнутой кривой Жордана, и непрерывная в замыкании этой области. 
Через р»(1, 2) мы будем обозначать наилучшее приближение функций 
1(2) в р полиномами п-й степени, т. е. точную нижнюю границу 
чисел 

шах |1 (2) — Р»(2) | 
2) 
по всевозможным полиномам степени < п. 

Если функция ](2), аналитическая в Ш), имеет непрерывную произ- 
водную /*) (2), удовлетворяющую в Д условию Липшица с показателем 
« (0<«<1), то для случая, когда граница Р — аналитическая кривая, 
известна следующая оценка для ри (/, Б) [см. (*)]: 


ры (1, В). (4) 


Для случая, когда граница О — гладкая кривая с непрерывно вра- 
щающейся касательной, С. Н. Мергеляном (2?) установлена оценка 


р», 2) = 2, (2) 
п 

которая не может быть существенно улучшена во всем классе областей 
с гладкой границей и в указанном классе функций. Здесь А и В (в) — 
константы, не зависящие от п. `, 

В настоящей работе устанавливается оценка для р»(], В) сверху для 
случая области с гладкой границей при дополнительном ограничении 
на гладкость, а также изучаются оценки приближения ] (2) полиномами 
определенного вида, доставляемыми разложением ] (2) в ряд по полино- 
мам Фабера при применении к нему различных методов суммирова- 


НИЯ. 
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о я а и 


$1 


Для функций, аналитических в круге, известна такая теорема 
И. И. Привалова [см. (3), (4)]: если ] (2) = и(х, 3) (г, 9) — аналити- 
ческая в круге |2|<\1 функция, и(г, 3) непрерывна в замкнутом круге 
|2| <1 и на |2| =1 удовлетворяет условию Лишшица с показателем а, 
О< «< 1, то 5(", 9) также непрерывна в |2|<1 и на [2| =1 удовле- 
творяет условию Липшица с тем же показателем «. 

Можно установить теорему аналогичного характера при более слабом 
ограничении для гармонической функции ит, 3). 

ТЕОРЕМА 1. Если } (2) = и(г, 3) + (г, 9) — аналитическая в |2|<\1 
функция, причем и (г, 9) непрерывна в |2|<1 и для модуля ‘непрерыв- 
ности ти (в) * функции и (3), представляющей граничные значения и (г, 3), 
выполнено условие 


с т (# 
ЦР В < о, (3) 
0 


то (г, 9) непрерывна в |2| <1 и для модуля непрерывности т» (В) функ-- 
ции и($), граничной для (г, 3), справедливо соотношение 


бя, (1) 
ай < =. (4) 
0 


Как известно [см. (“)], значения 2(3) можно выразить через и (3) 
при помощи формулы: 


+“ 
о чаи 
—т = 


Очевидно, будем иметь: 


-+х 
Е. 1 и + — и(9 + №) 
(9+ =— — \ че (6} 
—т р. 


Назовем через А, и И, части интегралов (5) и (6), взятые по отрезку 
-2й, +21); тогда 


2% 2% 
Ре 1 Э+)—и (5 2 и (2 
—2 218 > 


и, аналогично, 


* т (1) = з1р | и (5) — и(5”)| для всевозможных 9’ и 9” с условием |5$’— 9"|.< р. 
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Представим разность 2 (9 + й) — $ (3) в виде 


(9-й) — (3) =А-+ А, — В, + В, 
где 
2 Й —2^ п 
== ( \ ЕЕ ши) [с 2-84 


— 2 


= [1 (9+) —и(3)] [ма > (№ — > (Е-- 1) | 44. 


5 
5-—ъа 


В силу (3), легко получается оцеика. 


аналогично имеем: 


а ео 


Замечая, что интеграл в формуле для А стремится к конечному пределу 
при й->0, мы устанавливаем конечность интеграла 


Ч: 
о ай. 
0 
Нетрудно также получить оценку 
а <с [ал © 
р Я И 
0 0 2А 


Полагая 1 =2/г и замечая, что, по известному свойству [см. ©)] 
модуля непрерывности, 


и (ат) < (27 + 1) и (®), 


мы, используя (3), получим: 


( |1 В С 
и аъ < |" 
0 0 


Этим завершается доказательство неравенства (4). 

Докажем теорему, подобную одной теореме Келлота *, относитель- 
но граничной производной функции, производящей конформное отобра- 
жение. 

ТЕОРЕМА 2. Если функция 2 = $ (1), аналитическая в | ш| < 1, одно- 
листно отображает этот круг на область О, ограниченную замкнутой 
гладкой кривой Жордана Г, у которой угол 3($) наклона касательной 
к вещественной оси, как функция длины дуги $ на Г, имеет модуль не- 


те 


1 


* См., например, (°). 
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прерывности }(#) такой, что 


РО пала < о, (7) 


0 


то $’ (№) непрерывна в |ш| <1 и на |ш| =1 имеет место соотношение 


ав < оо, (8) 
9 
где з(#) — модуль непрерывности %' (е!®), как функции от 3 *. 


Заметим, что здесь ограничение для Г — более слабое, чем в теореме 
Келлога, где требуется, чтобы $3(5) удовлетворяло условию Липшица 
по $ с показателем и, О я< 1. 

Для доказательства заметим, что при условиях теоремы справедливо 
соотношение 


агв ф' (#2) = $ (2) ав ш—-—, [ш|=1 


[см. (°)], и кроме того, ф' (#) принадлежит классу Нр при всяком р>0. 
Отсюда при 9'< $ имеем: 


э 5 3 2 
еее < | |$' (28) раз. | 49 < М,|8 — 3 |" 
5’ э' $’ 
Таким образом, 


ЕЯ 9—3’ | < 


<7(85—#)+13—9'|[< М, [9—3 + 


Если через в (й) обозначить модуль непрерывности агр\ф' (е®) как функ- 
ции от $, то, в силу (7): 


с н р с - Ув с 
ебал < м, РО параь + Па 1ай < во. 
0 0 0 

Применяя предыдущую теорему к функции 15 ' (%), заключаем, что 


это — непрерывная функция в |[ш|<1, и для модуля непрерывности 
^ (®) функции 16 $' (е®) от переменной 3 будем иметь: 


| А 
Оба < о. (9) 
0 


Отсюда следует, что ф' (2) +0 и непрерывна в круге |2 | <1. Заме- 


* Если с (1) — модуль непрерывности $’ (1) как функции от ш на [19| =, 
т. е. зир| 4’ (11) — $" (шо) | по всевозможным и: и ш, с условиями |ш\ | = | ш› | = 2, 
м —1.|<1, то, как легко видеть, в в (1) < А’ (№) ив(*) < А’ (1). 
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чая, что для значений ш и ш’, удовлетворяющих условиям 
! 
ш|< М, [ш’|< М, 
справедливо неравенство 


пМ"—1 
п! 


ео — в" | <ш— и’ [У 


П=1 


<Киш—и'|, 


мы положим 
ш = 18$" (2%), ш’=16' (2); 


тогда | 
[ф' (2) —%' (е®') |< Км» (®) 


при |3 — 5' | < #. Отсюда при помощи (9) получим искомое неравенство (8). 

Замечание. Если при условиях теоремы 2 для кривой Г функция 
1 =ф(ш) отображает область |ш|>>1 на внешность кривой Г, причем 
точка 2 =0 лежит внутри Г, то, как нетрудно видеть, результат полу- 
чается аналогичный, т. е. ф’(ш) непрерывна и +0 в [ш|>1, и для 
модуля непрерывности с (#) функции %' (е®) справедливо соотношение (8). 


82 


Пусть К — ограниченный континуум с односвязным дополнением С, 
содержащим точку 2 = со. 
Облаеть С отобразим конформно на область | и | > р при помощи функ- 
ции 1 = Ф (2) так, чтобы выполнялись условия: 
и 
Ф (©) = с, Па 2) — 1; 
72—00 2 
через 2 =4(1) будем обозначать обратную . функцию. Функции Ф„ (2) 
(п =0, 1, 2,...) представляют собой систему полиномов Фабера [см. (?)], 
соответствующих континууму К. Мы будем предполагать, что $ (1) не- 
прерывны в области |ш|`>р с включением точек окружности |ш|=р. 
В этом случае для всякой функции ] (2), непрерывной на континууме К, 
можно определить числа 
1 
пе \ Е О 9) (10) 


21 ди 
19| = 


и составить формально ряд по полиномам Фабера с коэффициентами (10), 


1 (2) — УакФь (2). (11). 


К—0 


ЛЕММА 1. Если } (2) —-- непрерывная функция на К и $ (1) непрерывна 
---в-облаеть--Н8] > р с включением точек окружности, то справедливо“ нег ``” 


равенство: 


У, аки» | < А, шах |} (2) | 18 п, (12), 
К =0 26 
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где |ш|= р, ак определяются формулой (10) и константа 4; >90 не ва- 
висит от пи ш. 

Доказательство этой леммы приведено в работе (з). 

Мы будем говорить дальше, что односвязная область Р удовлетворяет 
условию 7, если ее граница Г представляет собой замкнутую гладкую 
кривую Жордана, у которой угол 9(5) наклона касательной к веще- 
ственной оси как функция длины дуги $ на Г имеет модуль непрерывно- 
сти 7(й), удовлетворяющий условию 


О 
\^* ИВ ай < эо. (13) 
0 
Заметим, что это условие в частности выполняется, если %(5) удо- 
влетворяет условию _Липшица по $с каким-нибудь положительным пока- 
зателем. 
ЛЕММА 2. Если область ПО удовлетворяет условию } и функция 
2 = (1), определенная в начале $ 2, отображает конформно |ш| >в 
на внешность О, то для значений ш, |ш| = р, справедливо неравенство: 


1 ф' (т) 
) и | 4*| < Аь», (14) 
т|-=2 


где А, не зависит от 1. 
Для доказательства заметим, что разность под знаком интеграла (14) 
можно представить в форме 


9—0 фи- 4—9) 


(т — %)? л—ш 


Для производной ф' (№) на окружности |ш|= 0, согласно замезанию 
в конце $ 1, имеем: 


т< $" (и) |< М 


откуда следует: 


9 и, 0 (45) 


для любых < ‚и ш, удовлетворяющих условию: 


[4] =р, |ш|=р; 


т, не зависит от т и ш. Поэтому достаточно установить только 
неравенство 


у (1) — (и) — — 
\ | <, 


(ЕР 


Последний интеграл можно представить в виде: 


= \ _ 14% | _ 


[1 —шВ 


ЕР 


| бу, 
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где внутренний интеграл взят по наименьшей дуге окружности [= р 
между точками ш и т. 

Если с(й) обозначает, как и прежде, модуль непрерывности функ- 
; : 
ции ф’ (1) = {' (ре) в зависимости от $, то, согласно теореме 2 и заме- 
чанию, будем иметь: 


| 4 К — 
а уе 5148 Аа РА (46) 
т|-=Ф р |«|==е 


что и доказывает лемму. 

ЛЕММА 3. Пусть область П) удовлетворяет условию } и функция 
}(@), аналитическая в О), непрерывна в О. 

Пусть, далее, две функции: $; (#), аналитическая в |ш|<Зр, $. (и), 
аналитическая в |ш|`>р, определены интегралом типа Коши: 


1 Е (т)] 9. 
отн (17) 
ЕР 
тогда функции $: (и) и $2(ш) непрерывны, соответственно, в областях 

[2 | Зри [№| > р и справедливы неравенства: 


©, (6) < Ав (8), (6) < Аве (5), (18) 


где ‹ (5) — модуль непрерывности } (2) в р, а, (5) ив, (5) — модули не- 
прерывности функций $, (&) и $.(ш) на |ш| =; константы А; и Аз 
зависят только от области. 

Здесь «(5) будем понимать как величину 


зир_ |7 (2) —/(2') |. 


Для произвольных областей такое определение модуля непрерывности, 
как показал С. Н. Мергелян (?), не является естественным, однако оно 
целесообразно для областей с гладкой границей, которые мы здесь рас- 


сматриваем. 
Основная лемма И. И. Привалова об интеграле типа Коши приводит 


к такому следствию [см. (3)]: 
для всякой непрерывной функции в (0), заданной на замкнутой гладкой 


кривой Г, из существования особого интеграла 

Л ь = 

СГ, 

2—2 

7 

в смысле главного значения следует существование предельных значений 
интеграла типа Коши 
т: \ 8 ($) р 


2 )С— 8 
Г 


4 Известия АН СССР, серия математическая, №6 
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ии: —— 


при приближении 2 к точке 2 на Г по некасательным путям, равных 


= \ ео а +18 (2, (19) 
Г 
где знак плюс берется для приближения изнутри области, знак минус — 
извне. Обратно, из сушествования предельных значений интеграла типа 
Коши изнутри или извне Г по некасательным путям следует существование 
особого интеграла в смысле главного значения, причем предельные значения 
интеграла типа Коши определяются величиной (19). 
Главное значение интеграла 


не 14 


весть предел интеграла, взятого по дуге Г., полученной удалением мень- 
шей из дуг Гс концами в точках ((3—е) и С($+е) при =- 0. Здесь 
$5 — значение дуги $ контура Г, отсчитываемой от некоторой точки, со- 
ответствующее точке 2. Легко убедиться в том, что основная лемма 
И. И. Привалова и приведенное здесь ве следствие остаются в силе, 


если особый интеграл понимать в обобщенном смысле главного значения 
как предел интеграла 


в, 
ая \ с 9 


по части Г, оставшейся при удалении наименьшей из дуг Г с кон- 


цами в точках (6 ($ —:,) и С($- ›), где в, и е, стремятся к 0 так, что 


Из условия леммы 3 следует, что интеграл Коши 


11/9 
я: 


имеет предельные значения ] (2) изнутри и О — извне Г, поэтому, со- 
гласно приведенному следствию, 


существует особый интеграл и спра- 
ведлива формула: 


НА =. (20) 


Этот особый интеграл можно понимать как в обычном, так и в обоб- 
щенном смысле главного значения. 


Произведя замену переменной & = $ (т), получим: 


бк 11 (т)] , 1 5 
|. ее (9) 4 =5 11$ (и)]. (21) 
Полученный интеграл можно понимать в обычном смысле главного 
значения. Действительно, взяв на окружности |“*|=р дугу с концами 
< (“— ег) и < (< + ®), где с — значение дуги с окружности, соответству- 
ющее точке и, мы получим при отображении (6 = $ (<) дугу кривой Г 


ПРИБЛИЖЕНИЯ В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ 431 


с концами © (5—е,) и С(5--е›), причем условие > 0 повлечет за собой 


5. 
соотношения в, — 0, в. > 0 и = 1. 
2 


В силу леммы 2, интеграл 


1 1 % <) 
ь р е: 22 
=). р —ш 4(т)—Ф(ы) | [9 (9 (22) 


— абсолютно сходящийся, поэтому существует особый интеграл 


ТЫ 


в обычном смысле главного значения, и для предельных значений $» (#) 
справедлива формула: 


1 — 

о =} 4—7 (23) 
ЕР 
Из равенств 
1 Ч 4 вв 
а \ р Я о 
|= 
аналогичным образом имеем: 

т - Е 24 
5} [5 ЕЕ Е (7) 


Из (21), (23) и (24) следует: 


вв =ащ Ц [2 |719 91—18 09%. (5) 


Положим для краткости 
1 (= (9) 


и обозначим через ‹э* (5) модуль непрерывности р(“) как функции от ‹ на 
окружности |*|==р; тогда будем иметь: 
65° (5) < А. в (5). 

Пусть ми и; — две различные точки на окружности |^|=р. 

Опишем из точки 1, как из центра, окружность радиуса 21% — 1]; 
пусть 1 — дуга окружности || =р, получающаяся, если идти от точки 
и в двух ваправлениях до точек встречи с окружностью, описанной из 
точки №, а [. — дополнительная к 1 дуга окружности |“|==р. В силу 
леммы 2, имеем: 


и рр < 


о а До (26) 
= ем |< 4 (8—1 |). 


<4 (8—1 \ 


Ай: 
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СОР а а 


Такая же. оценка справедлива для интеграла 


Е р 
ыы} [5 я Р-Р 


Разность $. (1) — 9. (ш.) представим в виде: 


49а (№) — 4» (№1) = вя\@(° и) — зн 06, 1) 4 


+ \ © <; #2) — О (<, и) 4 = Г, Е 1 + 1ь, 


где О (<, №) — подинтегральное выражение в (25). 
Интегралы Г, и Г, опениваются согласно (26). Для оценки интеграла 
[з представим его в виде суммы двух интегралов: 


УЗИ А 4" (<) _]. о. 


Е ВХ ИЕ И 
= 215 А — и $(@&)—$ = [р (#.) —р (№)] 4*, 


которые мы обозначим соответственно через Г; и 13. Г. можно записать 
в виде: 
$ (ш) — $ (№1) 


Гы Р(®)— р(®) 98 м ны Ри 
ут тие 
—ш 


Вычитая и прибавляя в фигурных скобках величину А - 
г $ (+) — $ (№1) 
разобъем /{. на два интеграла: 
в=Ъ-Ь 
где 
а 2 — из р (т) —Р(и) 1 в ф' (т) 
ь 2 № ти Е —ш 4$(9—ф ея] сы ео 


#{ эндд } $ (2) — $ (и) 
нев ми] О РФР А (28) 


74 (т) — 9 (1) т—ш ф (1) —Ф (1) 
х—ш 


Учитывая использованные при доказательстве леммы 2 неравенство 
(15) и неравенство 


14' (|< М 
9(°) = $ —9(2) 


т Ш 


и полагая 
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м 
получим для интеграла /з оценку: 


1751 Ан в — в |\ 
Я 


2—2 | | 


(29) 


Из зождества 


УО-Уе а Гоа 
9(®) — 9 (и = ие 


т—ш и — № 


легко получается неравенство для < Е Г: 
19 (9) —9(%1) |< Аз (|“— |), 


где с(й) обозначает, как и в $1, модуль непрерывности функции ф' (<) 
на окружности |*| =р. В силу условия леммы относительно области Ор 
и в силу теоремы 2, будем иметь: 

пр 

бал, о, (30) 


2 №, | 


где А,» не зависит от ши и; для Г, получается оценка: 
Г дб 96 
—п — —2 ©) ($ с ($ 
17:1< Аз 8—8 | \ и: (31) 


2 | 2— | 
Полагая в последних двух интегралах 


$ = 2 | у о О | 2, 
по 


22—12, | в... 
В. (32) 
по 
22—10 и к ри 
О. 


й 1 
1 


Замечая, что 
© (2 № — и: |1 < (22+ 1)%([#— и |), 
при помощи (32) получим: 
|731 < Аь® (№ — |). 
Для Г. получается оценка такого же вида. Это можно установить 
при помощи неравенства: 
1 $ (©) с (1—1!) 


л—шм 9(-—ф() [1% | ° 
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ЕЕ ЕЕ ЕЯ 
которое получается в ходе доказательства леммы 2. Интеграл Гз оцени- 


вается также при помощи леммы 2. 
Таким образом, будем иметь неравенство: 


|< Аве ([ш — |), 
которое вместе с оценками для Т, и у завершает доказательство 


леммы 3. 
Для дальнейшего нам потребуется также одно известное простое 


предложение: 
ЛЕММА 4. Если } (2) — аналитическая функция в круге |2|<р, не- 


прерывная в |2| р, и ее ряд Тейлора будет Уран, то ряд Фурье 
к-0 


"- Че (с с0з #3 + 4х з1щ 9) 


К—1 


функции } (ре) = $($) совпадает с рядом Тейлора функции }(2) в точках 
окружности |2| =р. 

Действительно, ряд Фурье функции $(3) может быть представлен в 
виде 


=. + [ (ск — ый) ем |+ 5 (ск + 4) #8]; 


в силу соотношения 


* р 1 Е 
ка =щ \ /(^=@=0  (&=1,2,...), 


[2|-=Ф 
[> 
он представляет собой ряд Тейлора р ак2^ функции ] (2) в точках окруж- 
к=о 


ности |2| =р с коэффициентами 


1 \ (2) 


4 : 
ЕЕ К яр 


к = 


[2552 


$3 
Пусть ] (2) — аналитическая функция в |2|< р, непрерывная в за- 


мкнутом круге | | <р, и ее ряд Тейлора будет ьо ак. Мы будем рассма- 


К—0 
тривать суммы вида 


и 
2 арок, 
К=0 


образованные с помощью так называемых множителей сходимости 
В АО дык по 
В теории рядов Фурье подобные суммы 


% 
9-Х (сксоз $ - 4х зщ #9) рб, 


К=1 
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где ск и 4х — коэффициенты Фурье функции $ ($3), при выборе 
Е 
рее = 


дают средние арифметические частных сумм Фурье для $(9). Выбор 


р") = с0з т 
дает суммы Бернштейна — Рогозинского [см. (5)], выбор 
= 
(п— К)! (в ®)! 
соответствует так называемому интегралу Валле-Пуссена, представляю- 
щему собой один из известных аппаратов приближения 2*-периодической 
функции вещественной переменной. 

При каждом из указанных типов множителей сходимости, согласно 
известным теоремам, получается определенная оценка приближения не- 
прерывной 2к-периодической функции вещественной переменной соответ- 
ствующими тригонометрическими полиномами. Если применить эти тео- 
ремы к функции $(3) = / (ре?) и принять во внимание лемму 4, то мы 
сразу получаем аналогичные теоремы о приближении функции }(2) 
в круге |2| <р суммами вида 


т 
Хы. 
= 


Если /(2) — аналитическая функция в О, непрерывная в Э, то будем 
рассматривать в качестве аппарата приближения суммы 


> а,6ЭФ, (2), 


составленные для ряда по полиномам Фабера этой функции, соответствую- 
щим области О, где коэффициенты ах определяются формулой (10). 
ТЕОРЕМА 3. Если область О) удовлетворяет условию ] и } (2) — ана- 
литическая функция в О, непрерывная в О и удовлетворяющая в Б усло- 
вию Липшица с показателем «, 0-1, то средние арифметические 
частных сумм ряда по полиномам Фабера дают оценку для всех О 


пп 1: 


ъ 


1) — У ве, @) |< 47; (33) 
К=0 с 
здесь р =1— > О И А), 


Как уже было отмечено, при условиях для границы области О ф' (№) 
непрерывна и не обращается в нуль на окружности || =р. 

Функция 4(1) удовлетворяет, следовательно, условию Липшица 
с показателем 1 на окружности |#|==р, а функция Ф(2) удовлетворяет 
условию Липшица с тем же показателем на границе Г области РО. 
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Функции $, (1) и $2 (№), определенные интегралом типа Коши 


1 [Ч (<)] 
а \ рем ах, 
|552 


аналитические, соответственно, в областях |ш|< ри |№Ш|`>р, имеют гра- 
ничные значения на окружности |ш|=р, которые удовлетворяют, со- 
гласно лемме 3, условию Липшица с показателем х. Для этих гранич- 
ных значений справедливо соотношение 


11$ (2) = $1 (8) — (1) (ш| =). (34) 


Положим $, [Ф (2)] = ^(2), 9,1Ф(2)] =в(2), 2=4(%). Эти функции 
также удовлетворяют условию Липшица с показателем х на кривой Г. 
При помощи леммы 4 и оценки С.Н. Бернштейна [см. (5)] для 
приближения 2-периодической функции вещественной переменной, удо- 
влетворяющей условию Липшица с показателем «, 0<%«<\1, суммами 
Фейера ее ряда Фурье получим для степенного разложения ф; (№): 


п 


91 (и) = т 


К—=0 


Ан, (|0 =р). (35) 


’ 
п® 


к 
рам 


Это неравенство остается в силе и при & =1 *. 
Мы воспользуемся дальше известным соотношением для полиномов 
Фабера [см. (1)]: 


к 
ФН} Гас, (36) 
Г: 
где Г, — образ окружности |ш|=г>р при отображении ш =Ф() и 
точка 2 лежит вне Г,. Так как граница Г области О спрямляема, то инте- 
грал может быть взят по Г, и 2 будет произвольной точкой вне Г. 
Для точек 2, расположенных вне Г, мы будем иметь: 


УФ, (2) = У РФ (ФГ + 2 ) - хе ©Г. (7) 
о ко Г о 


Рассмотрим выражение: 


нех 
В, (2) = в) — ие: У ФР. (38) 
Г к—=о 

Легко видеть, что й» (2) — аналитическая функция в области, внешней 


к Г, непрерывная в замыкании этой области. Интеграл в (38) преобра- 
зуем к виду: 


* При а =1 функпия ф, (ш) имеет ‘ограниченную производную в круге | | р 
[см. (°)] и следует воспользоваться теоремой Алексича [см., например, 1?)]. 
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ее ФО Не (Ур О —9} + 


К 


нло 


Замечая, что для точки 2, лежащей вне Г, 


1(@) (9 
2 = (— 2 & =0, 2 Е а В Е (39) 
Г 


получим для №, (2) выражение: 


р бы © Ущимю ©". (40) 


к=о 
Для предельных значений Й, (2) будем иметь: 


ео У О оо юм, 
в = 295 кВ 2 У 4 
р К=0 К=0 
(41) 
где особый интеграл можно рассматривать в обобщенном смысле глав- 
ного значения так, чтобы после замены переменной & = ф (<) получился 


9собый интеграл по окружности |“т|=р в обычном смысле главного 
значения 
Учитывая также соотношение: 


п 
фа (т) — Ура Е. 
1 й =0 1 ы =К 
еж О (№) — Харе | 


где интеграл рассматривается в обычном смысле главного значения, по- 
лучим: 
п 


я 4 ф' (т) 1 п 
бе А одансае | НИЗ | 9ыт ИЯ 


Согласно лемме 2, последний интеграл абсолютно сходится; далее, 
при помощи (35) найдем: 


|, (212. 


Это неравенство вместе с (34), (35) и (37) окончательно дает: 


п 


‚ИО - Уре, © |< 


К =ы6 


т 


<^@-— У ФР |-+ |1, 01 < = 


К=0 
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>. — ыыы 
Оценка, полученная для 26 Г, справедлива для всех точек 26) и для 
‚> 

ТЕОРЕМА 4. Если область О) удовлетворяет условию } и 7 (2) — ана- 
литическая функция в О), непрерывная в Р, то справедливо неравенство 


в» (|, 2) < Аьь (+), уг 48) 


где « (8) — модуль непрерывности } (2) в р, а А› — константа, не зави- 
сящая от п и [ (2), но зависящая от области ШО. 

Согласно лемме 3, для функции $; (12), определенной в круге || < р 
интегралом (17), справедливо неравенство в, (5) < Ав (д). 

Очевидно, для модуля непрерывности в (5) периодической функции 
вещественной переменной 3, 

9 (9) = 1 (рез) = ч, (и), 

будем иметь: 


© (8) < Аль (8) < Ав (6). 
Как известно [см. (5)], существует тригонометрический полином О» (3) 
порядка 2п—2, для которого |4 (3) — И» (3)|< 65(,). Этот полином 


0. (5) можно получить в виде частной суммы ряда Фурье функции 4 (3) 
с коэффициентами суммирования Джексона р”). При помощи леммы 4 
отсюда получим: 

2. ()— У арм 


К=0 


<6 5 (5) с (44) 


Заметим, что функция й„(2) в доказательстве теоремы 3 будет и при 
настоящих предположениях, в силу леммы 3, непрерывной в замкнутой 
внешности Г. Также будет выполняться и соотношение (41) для пре- 
дельных значений Й„ (2). 


Действительно, для предельных значений 2 4 будем попреж- 
Г 


нему иметь: 


№ — 
ыы с =&— р (=), 
Г 
хотя теперь ^ (0) и не обязательно удовлетворяет на Г условию Липши- 
ца. Это следует из (39) при использовании приведенного в доказатель- 
стве леммы 3 следствия из основной леммы И. И. Привалова. 
Таким образом, мы снова приходим к формуле (42). 
Используя неравенство (44) вместо (35), получим: 


21—83 
1) — У а, (9) 


К=0 


<) 


откуда уже легко получается (43). 


Е ие случая, когда Г — аналитическая кривая, этот результат был _ известен ра- 
нее [см. (1)]. 
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ВЕСЕ рае фиат ов ©: р ИИИ ИЕН 
При помощи известного приема рассуждений в случае, когда 7 (2) — 
аналитическая функция в О, имеющая в Р непрерывную производную 
р-го порядка, получаем: 


в», 2) <не, (+), (45) 


п 


где р (8) — модуль непрерывности /®) (2) в Р. 
В частности, если /?) (2) удовлетворяет в Р условию Липшица с по- 
казателем х, О «<, то 


Ав 
„(/, <=. (46) 


Заметим, что в этом вопросе была известна менее точная оценка: 


р» В) = се 


вытекающая из одной работы А. И. Маркушевича (10), в случае обла- 
сти Ш) с границей, для которой угол наклона $ (5) касательной к веще- 
ственной оси удовлетворяет условию Липшица с каким-нибудь показа- 
телем р>0, и функции /(2), аналитической в ) и удовлетворяющей 
в О условию Липшица с показателем «. Здесь е>0 — сколь угодно 
малое число и константа С (=) не зависит от п. 

С. Н. Мергеляном (?) для функции }](2) с теми же свойствами была 
установлена граница наилучшего приближения: 


(и, РС (8). 


Эта граница, более высокая по сравнению с той, что получается из 
(46) при р=0, выведена при условии для области Д: 


(ии) 


0 


несколько более широком по сравнению с (13) (условие 1). 
Рассуждения, подобные изложенным, позволяют при помощи соответ- 
ствующих результатов теории приближения тригонометрическими сум- 
мами [см. (5)] установить следующие две теоремы. 
ТЕОРЕМА 5. Если область О удовлетворяет условию }, а }(2) — ана- 
литическая функция в ПО, непрерывная в 1), то Эля сумм, аналогичных 
суммам Бернштейна — Рогозинского в теории рядов Фурье, с множителем 


О а) 


кп 
ет 


справедлива оценка: 


9— У чит, |< 4ть (1), т) 


К—0 


где (5) — модуль непрерывности } (2) в РизЕБ. 
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ори ЗОНЕ ле ее. 


ТЕОРЕМА 6. Если область О) удовлетворяет условию }, то при тет 
же условиях для }(2) и при множителях 


ТТ (п!) 
= НЕНИ! 


справедлива оценка для 262: 


1) — У ви, (®) 


К=0 


< Азво (==) я (48) 


Рассмотрим вопрос о приближении }(2) частными суммами ряда по 
полиномам Фабера. Здесь для изучаемого класса областей можно полу- 
чить более низкую границу приближения по сравнению с ранее уста- 
новленной границей [см. (3)] для всего класса областей с гладкими 
контурами. 

ТЕОРЕМА 7. Если область О удовлетворяет условию } и ] (2) — ана- 
литическая функция в О, непрерывная в О), то Эля всех 36) ип>1 
справедливо неравенство: 


—- У а,Ф, (2) 
&—о 


где А», >0 не зависит от п. 
Для доказательства заметим, что в силу леммы 1 справедливо не- 
равенство (12). Из формулы (36) имеем для 2 вне Г: 


< Аз, (1, Б) 18 п, (49) 


Уи (д = х ак (Ф (2) +5 Е Уж (50) 


К—0 К—о 


Интеграл в этой формуле является непрерывной функцией от 5 в замкну- 
той внешности Г. Предельные значения этой функции на Г равны: 


4 и » п = 
ня ХФ УФ, 
т К =0 К=0 


где интеграл взят в смысле главного значения. При помощи соображе- 


ний, использованных в доказательстве теоремы 3, последнее выражение 
можно представить в виде: 


к 4 (<) 
2т Е 5] 6 __ 


[|= 


где и = Ф(2), 2ЕГ. Переходя в (50) к пределу при стремлении 2 извне 
Рада. получим, в силу (51), (12) и леммы 2, для всех 2ЕГ: 


| ХФ, @) | < Азь шах | (2) | вп. (52) 
К—о 2е6 
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т 


Положим 5, []/] = 5» (2) = > ак Фь (2) и обозначим через Т’ (2) полином 
К=о 
наилучшего приближения } (2) в О п-й степени. 


Очевидно, 5. [Т»] = Т» (2) и |] (2) — Т» (2)| <. (1, 0); замечая, что 


15» [1 — Ты] | = | 57] — Т» (2) | < Азов» (У, Б) вп, 


получим из последних двух неравенств искомую оценку (49), аналогич- 
ную известной теореме Лебега в действительной области [см. (5\]. 

Следствие 1. При условии теоремы 1 для функции и области 
справедливо неравенство для всех 36 БВ ип 1: 


|) — Ха | < 4ыь(Р)щ», (53) 
К—=0 


где ® (8) — модуль непрерывности 1 (2) в О. 

Действительно, эта оценка получается из (49) при помощи неравен- 
ства (43). 

Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 1 и соотношение 
а © (5) 28 =0, то 1(2) разлагается в ряд 
8—0 


1 = УФ, (о, 
К— 


равномерно сходящийся в замкнутой области 0. 
Рассмотрим треугольную матрицу вещественных чисел 


р) 
0), р? 
р), 0(2); р 


ар пам ча 9; 2 


(54) 


а ета, 5 3 


и будем называть ее матрицей типа (А), если выполнены такие два 
условия: 

Итр0 =1, 

И—>со 


= ре--2 УР воз #1 | 410, 
К=1 


где О — константа, не зависящая от п. Имеет место 
ТЕОРЕМА 8. Пусть область О удовлетворяет условию ] и } (2) — 
аналитическая функция в О), непрерывная в О; тогда если матрица (54) 


будет типа (А), то полиномы 


О» (=) = — а, РФ, (2) 
К=0 


равномерно сходятся к } (2) в р. 
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Для доказательства заметим, что в силу леммы 3 функпия $, (1), 
определенная интегралом типа Коши (17), непрерывна в замкнутом круге 
| #| <р. Используя известную теорему о равномерной сходимости [см. ()] 
к произвольной непрерывной функции с периодом 2т тригонометрических 
полиномов, образованных суммированием ряда Фурье этой функции при 
помощи множителей матрицы типа (А), и применяя лемму 4, получим 
неравенство: 


$1 (#2) — >: а ий | < (55) 


=0 


для всех п> М (ег) и 102 | =. 

Повторяя рассуждения доказательства теоремы 3 и учитывая с0об- 
ражения доказательства теоремы 4, связанные с тем, что функция } (2), 
непрерывная в 1), не обязательно удовлетворяет условию Липшица, мы 
снова приходим к формуле (42), которая при помощи (55) дает оценку 
| 2 (2)|< Азе, где А., не зависит отеи й. Это неравенство вместе с 
(34), (37) и (55) завершает доказательство теоремы 8. 


К 
Известно [см. (5)], что множители р”) =1 — — образуют матрицу 


А): 4) = он" 
типа (А); это относится также к множителям р = 6081 
п!)? 
Е Применяя теорему (8) к первому из указанных типов 
(в—^) п-+ К)! 
множителей, получаем, в частности, такой результат: 
Следствие. Если область О удовлетворяет условию } и |()— 


аналитическая функция в О, непрерывная в 0), то средние арифмети- 
п 


и 60 = 


ческие частных сумм У 4 Ф, (2) ряда по полиномам Фабера равномерно 
К=0 
сходятся к ] (2) в замкнутой области ПО. 

Заметим, что метод, примененный в доказательстве теоремы 3 и еле- 
дующих теорем, позволяет получить новое, более элементарное доказа- 
тельство следующей теоремы С. Н. Мергеляна (?): 

Если область О) имеет гладкую границу с непрерывно вращающейся 
кисательной и }(2) — аналитическая функция в О, непрерывная в 0) и 
удовлетворяющая в 1) условию Липшица с показателем «, 0х1, то 


(5) < = (56) 


при любом в>0, где Азз не зависит от п. 

Мы опять будем следовать рассуждениям доказательства теоремы 3, 
производя необходимые изменения. 

В случае области с гладкой границей отображающая функция и = Ф (2) 
удовлетворяет на Г условию Липшица с показателем 1 —е, где е>0— 
произвольно малое число, и константой, зависящей от е [см. (?)]. Такое 


же утверждение справедливо для обратной функции 2 = $ (1) на окруж- 
ности |ш|=р. 
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Функции ф, (12) и $ (1), определяемые интегралом (17), удовлетворяют 
на |ш|=р условию Липшица с показателем х—е. Это следует из из- 


вестной теоремы И. И. Привалова (3) о предельных значениях интеграла 
типа Коши. 


Функции ^ (2) и р(2) также удовлетворяют условию Липшица с по- 
казателем х— на Г. Используя ан при помощи средних 


арифметических, т. е. полагая р") =1 ——, будем иметь вместо неравен- 


ства (35) неравенство 


< 


т 

| (6) — Хари | ом (57) 
К=0 ь 

где |ш|=ри Аз не зависит от п. 

Функция Й„ (2) остается попрежнему непрерывной в замкнутой внеш- 
ности Г и выражается интегралом по формуле (40). 

Если дана какая-нибудь непрерывная 2^-периодическая функция ве- 
щественной переменной, удовлетворяющая условию Липшица с показа- 
телем В`>>0, то средние арифметические частных сумм Фурье этой функ- 
ции удовлетворяют условию Липшица с тем же показателем В и кон- 
стантой, не зависящей от п. Это обстоятельство легко усмотреть из 
интегрального представления сумм Фейера [см. (5)]. Применяя лемму 4 
и переходя на плоскость 2, заключаем, что разность в фигурных скобках 
формулы (40) удовлетворяет условию Липшица с показателем х— и 
коэффициентом, не зависящим от п. Поэтому, используя снова теорему 
И. И. Привалова, получим, что й,„ (2) удовлетворяет на Г условию Лип- 
шица с показателем х—е; это же заключение верно и в замкнутой 
внешности Г *. 

Мы будем иметь тогда: 


| В» (2) — №» (2') | < Азь |8 — 2’ * < Ав [№ — и [| 


для #6 Г и 2'ЕГь, где Гк — образ окружности || = В при отображе- 
нии ш = Ф (2), Ави Аз не зависят от п, 2, 2 и В. 
Выбирая при фиксированном 26 Г точку 2’ ев так, чтобы агв и = 


= агош’, где ш’ = Ф(2'), и полагая В = в (1 + >) получим: 


|, (2) — №» (2') [< Аз =. (58) 


Используя легко получаемую оценку к ел 
ОС 


справедливую для гладкой кривой Г и произвольной точки 7 о где 
Азв не зависит от _В,. мы из (40) и (57) получим при В о -ы =) 


еж, Та. 


* См., например, (1). 
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т ЫЫ—к—кк—к—к—к—к 


Эта оценка вместе с (58) дает для 2ЕГ: 


1% (2) |<. 
п 


Последнее неравенство при помощи (57) дает, подобно тому как это 
сделано в конце доказательства теоремы 3, оценку: 


|7) — Укр” ©, (2) |< ^9.. 


К=0 


Это неравенство доказывает теорему, причем здесь установлено не только 
существование полинома, дающего нужный порядок приближения функ- 
ции, но установлен вид приближающих полиномов. Эти полиномы по- 
лучаются как средние арифметические частных сумм ряда по полиномам 
Фабера для ] (2). 
Поступило 
7. УТ. 1954 
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А. И. СКОПИН 


РАРАСШИРЕНИЯ ЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ, СОДЕРЖАЩЕГО КОРНИ 
СТЕПЕНИ рм ИЗ ЕДИНИЦЫ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе изучаются расширения локального поля с р=2, имеющие 

в качестве группы Галуа р-группу. В случае, когда основное поле 

содержит первообразный корень степени р” из единицы, определяется 

_ группа Галуа максимального расширения, получающегося т элементар- 
` ными абелевыми шагами. 


$ 1. Введение 


В работе изучаются р-расширения (т. е. расширения, относительная 
группа которых имеет порядком степень р == 2) локального поля Ку, со- 
держащего корень р-й степени из единицы. Случай расширений ло- 
кального поля, не содержащего корня р-й степени из единицы, разо- 
бран И. Р. Шафаревичем в работе (!). Рассмотрим некоторые основные 
положения, общие для обоих случаев. 

Будем употреблять следующие обозначения: если № — поле, то 
К° — его мультипликативная группа; если С — группа, то С? — под- 
группа С, порожденная р-ми степенями всех элементов (С; если Н — под- 
группа С, то [С, Н] — подгруппа С, порожденная всеми коммутаторами 
вида 

(8, #) = вй8 "й", 
где ЕЕС, РЕН; если С — группа, то Ст = (6%))р[6%, Ст], 
т =0,1,..., и 40 =; если 4 =1, но ато -Е 1, то С будет назы- 
ваться т-ступенной группой. Расширение К локального поля # назы- 
вается т-ступенным, если группа К над № является т-ступенной груп- 
ной. 

Построим последовательность расширений Ко: 

п Ас. (*) 


следующим образом: для т = 1,2,... поле Ат является композитом 
всех циклических расширений р-й степени поля №„_1. Обозначим 
группу №» над № через С». Нетрудно убедиться в справедливости сле- 
дующих трех утверждений: 

`1. Группа @т имеет конечное число образующих. Подсчитаем это число. 
Пусть по — абсолютная степень №, Обозначим через р” индекс №: (т. 
Из локальной теории полей классов известно, что у = т +1, если в № 
нет корня р-й степени из единицы, и у= т -- 2, если такой корень в 
№ содержится, и что группа # над № изоморфна фактор-группе 
К: [(®Р, т. е. является элементарной абелевой группой с у образующими 
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Щи —дд—д—д—ад_дАо——а—оаоыо 
[см. (7)]. Поле №, является, по своему определению, максимальным эле- 
ментарным а подполем №т над №, т. е. принадлежит группе 
Фраттини С группы С». Следовательно, число образующих группы 
С„ равно числу образующих Су, т.е. равно у. 

2. Поле кт является т-ступенным расширением №. Допустим, что 
для т —1 утверждение справедливо. Тогда, если рассматривать после- 
довательность (*), начиная с #1, то 


Ет = (1)т—1. 


1 Е 
А так как подполе А, принадлежит в Ат подгруппе С, то группой Ёт 
над №, является С®, которая, по индукционному предположению, 
(т — 1)-ступенна. тои 


(с? Ы = Ге) #43 


3. Поле Ёт является максимальным т-ступенным расширением Ко. 
Допустим, что доказываемое утверждение справедливо для т—1 и 
К имеет над №, группу С, для которой справедливо равенство 


2 = 4. 


Тогда подполе & поля К, принадлежащее подгруппе С", (т —1)-сту- 
пенно, так как его группа С | В би — 1)-ступенна. По предположе- 
нию; КС Ат_1. Но над Ё поле К одноступенно, так как 


(<) =1, 


т. е. является композитом циклических расширений р-й степени. От- 
сюда непосредственно следует, что К < Ат 

Возьмем свободную группу 6 с у образующими и составим для нее 
убывающий ряд нормальных делителей: 


5% > 50 25 -...55®9- 


На основании вышеизложенного, группа С„ поля К„ может быть пред- 
ставлена в виде фактор-группы 


= ЕВ 


причем Н > 5", ибо 6® = 4. 
Если № не содержит корня р-й степени из единицы, то, как дока- 
зал И. Р. Шафаревич, Н = 5", что проверяется подсчетом индексов 


(5:Н) и (5: 5”). В случае, когда К содержит корень р-й степени из 
единицы, подсчет индексов показывает, что 


М. 


Это вызывает необходимость искать в Си соотношения, отличные от три- 
виальных 5" = 1. 

В настоящей работе разобран нк когда А содержит первообраз- 
ный корень из единицы степени рМ. В этом предположении находятся 
группы С» при т < М, причем вместо свободной группы берется фун- 
даментальная группа, рассматриваемая в топологии поверхностей. Если 
фундаментальную группу с у образующими. обозначить через Ё, то 
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АЕ 


окончательный результат (см. теорему 13) записывается в виде равен- 
ства: 


ат = РЕ. 


Вопрос о реализации любой р-группы в виде группы некоторого 
расширения поля А, решается после нахождения группы Си, как и 
прежде, тривиально. Действительно, для всякой р-группы С имеется 
номер т, для которого @”) =1. Если С есть группа К над Ко, то К. 
есть т-ступенное расширение №у, т. е. КС». Таким образом, если 
т < М, то С тогда и только тогда является группой расширения поля 
Ко, когда С имеет у образующих и представима в виде фактор-группы 
группы Р. 

Для нахождения С„ оказалось удобным предварительно сделать вто- 
рой центральный шаг ($ 6), т. е. от №, перейти не к #,, а к композиту 
®, только центральных расширений р-й степени над ,. Группа & на- 
ходится и для случая М =1. 

В $2, 4, 5 доказываются общие групповые теоремы, используемые в 
дальнейшем. В $ 3 приводятся теоремы, которые во всей общности 
не необходимы для данной работы, но в которых предлагается 
способ удобного, в некоторых случаях, рассмотрения элементов 
р-групп. 

Приношу глубокую благодарность Д. К. Фаддееву, под руководством 
которого написана настоящая работа. 


$ 2. Связь свободной группы с фактор-системами 


Пусть имеется конечная р-группа С:, минимальное число образую- 
щих которой равно у. Представим ее как фактор-группу свободной группы 
5 с у образующими: 

с1=5/Н,. 


Введем в рассмотрение нормальный делитель Н», группы 5, опреде- 
ленный равенством 


Не На. Нло], 


Группа С», = 9 / Н» является расширением своего центрального нормаль- 
ного делителя А = Н, / Н»› посредством фактор-группы С, и некоторой фактор- 
системы @з,,з, (51, 9, — элементы С). Группа А является элементарной 
абелевой. 

Рассмотрим группу характеров Х группы А, и пусть х — произ- 
вольный характер из Х с ядром Ах. Группа 2, = А/ Ах есть цикличе- 
ская группа порядка р. Составим группу Сх = С» / А». Она является цен- 
тральным расширением своего нормального делителя 6, при Ффактор- 
группе С, и некоторой фактор-системе 2% „.. 

Будем обозначать через Е группу корней р-й степени из единицы. 
По определению характера, если х-=1, то существует изоморфизм 
9(х) группы Е на группу » такой, что для любого аАх 6 2, (464) 


имеет место равенство: 


аА» = (х (а). 
5* 
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а ое и 


Элементы группы С», имеют вид са, где аВА, ‹ — набор предста- 
вителей из классов смежности по А. Закон умножения определяется ра- 
венством 


— 


6162 — 6192 @в,, в, . 


В группе С, элементы имеют вид: 
за А, = в (Х (а) 


и перемножаются по закону: 


91 = 9155(х (а, в,) 9, 
т. ©, 


о 5 = (х (а, в, 69. 
Обозначая 


х (ах, в,) = Е Е, 


5 <, 


мы, таким образом, устанавливаем соответствие 
х 
хе, с, (1) 


относящее каждому характеру х некоторую фактор-систему ей „, группы 


С: в Е. Эта фактор-система определена с точностью до ассоциированных 
в Е, т. е. характеру соответствует целый класс ассоциированных фак- 
тор-систем. Группу классов ассоциированных в Е фактор-систем будем 
обозначать через В. 

ТЕОРЕМА 1. Группа Х изоморфна В. 


1. Докажем, что соответствие (1) устанавливает гомоморфизм Х 
в В. 


Пусть х = Х:Х2; тогда, как было показано, 


8. нех (@о,, с,) = Ха (@о,, в,) - Хз (с, в,) = бя =» 


‚› в с, в. ° 
2. Ядро гомоморфизма состоит из ух = 1. 


Пусть х =Е 1, и допустим, что °Х ‹, ассоциирована с единичной фак- 
тор-системой, Но тогда и 2х „ ассоциирована с единичной, и так как 
2х == 1, то С» является прямым расширением и имеет по крайней мере 
У-- 1 образующих, что противоречит определению С, = @.| А». Таким 
образом, соответствие (1) является изоморфизмом Х в В. 

3. Докажем, что соответствие (1) есть изоморфизм Х на В, 


т. ©. В 
каждом классе найдется Ех а 
1, 


Единичный класс соответствует единич- 
ному характеру. Пусть ео,., принадлежит произвольному неединичному 
классу. Построим расширение Ё посредством фактор-группы С; при фак- 
тор-системе со, о,. Обозначим его через С. и покажем, что минимальное 
число образующих С: равно у. Пусть с1,...0, —система образующих 
в Су ис,,..., в, — произвольные представители соответствующих эле- 
ментов в С.. Рассмотрим множество соотношений 10 (3:) = 1 в С. и соста- 
вим соответствующие им слова 1(5:) в С.. Очевидно, что 


10 (3+) == в, 
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где в — примитивный корень из Е. Утверждается, что найдется слово 
№, для которого не делится на р. Действительно, в противном слу- 
чае С. содержало бы подгруппу, порожденную 1,...,в., которая долж- 
на быть изоморфной С, (других соотношений быть не может), и С. 
было бы изоморфно прямому произведению С, на Е, Т. ©. ез,, с, ассоции- 
рована с единичной. 

Таким образом, С.—=5/Н., где Н. — нормальный делитель &, поро- 
жденный левыми частями соотношений # (5:) =1 в С.. Ввиду того что в 
качестве образующих в; группы С. берутся представители образующих 
°; группы С1, имеет место включение Н,> Н.. Так как Е лежит в центре 
С. и так как Е? =1, то Н. ЭН, и (Н,:Н.) =(Е:1) =р. Таким обра- 
зом, существует характер у с ядром Н./Н. = А, и, следовательно, 


б.=0./А», 


х 


===. 8} й 
Ва, о, с) с, 


Теорема доказана. — ы 

Пусть № — подгруппа А, С:=6.|Ми А=А]М, Будем называть 
расширение С, вложимым в (:,, если имеется такая подгруппа В группы 
А; что С»/ В является расширением группы порядка р посредством Су, 
эквивалентным расширению С,. Посмотрим, какие характеры ху дают 
расширения С», вложимые в (,. Обозначим через Хм подгруппу группы 
Х, состоящую из всех характеров, равных единице на М. Е 

ТЕОРЕМА 2. С, тогда и только тогда вложимо в С», когда 
ХЕХн. г 

С. является центральным расширением А при фактор-группе С, и 
факторах 


ст, с: —= с, “М. 


Группой характеров А можно считать Хм, полагая значение характера 
на классе смежности А/М равным значению характера на любом эле- 
менте этого класса смежности. Если В — любая подгруппа индекса р 
группы А, то факторами расширения С.[В. являются (с точностью до 
изоморфизма) Х (а, ,), где х — характер А с ядром В. Факторами же 
расширения С» являются ХУ (4, ‹,). Совпадение Х (аз, о,) и Х (@,, с,) равно- 
сильно эквивалентности расширений. 


$ 3. Центрально-севободные группы 


Образуем следующий центральный ряд свободной группы с у обра- 
зующими: 
а 


где 


о 0. 5], бы бы 5]. 
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Фактор-группу 5/5: = ® будем называть 1-й центрально-свобод- 
ной группой. В этом параграфе приводится канонический вид элементов 
из <). 

Центром @®; является % = 5; 1/5: — элементарная абелева группа. 

Представим группу 5 изоморфно в кольце формальных степенных ря- 


дов от у независимых переменных 2;,..., 2, Положив для образующих 
а,,..., а, соответственно: 
а, = А-Я. а = 1 — жена но мрт» 


Каждый элемент из 5 представлен тенерь рядом, в котором при изуче- 
нии ©}; особый интерес представляют члены степеней г < 1. Имеют место 
следующие два факта: 

1) каждый элемент из 6: с точностью до слагаемых из 5: сравним 
с одним и только одним рядом вида: 


‹ 
1+ р "1,.(#)+-.., (2) 
т-1 
где Г,(х) — однородный полином Ли степени г; 

2) при перемножении элементов из 5;— полиномы [. (7) складываются 
по модулю р [см. (?)]. Это позволяет выбрать канонический базис 
в 9[.. 

Фиксируем некоторый базис в кольце полиномов Ли степеней 
г<Е. Пусть это будут одночлены 4[,:(1), 1<тг<ь 1<3<М! 
[см. (?)]. 

ТЕОРЕМА 3. Образующие Ук можно поставить во взаимно однозначное 
соответствие с 1, (т). 


Дадим один ИЗ способов такого взаимно однозначного соответствия: 


составим для [,,:(5) элемент [,,:(а) 65, заменив переменные х обра- 
зующими а и операцию Ли 


Хоу = ху — ух 
— операцией коммутирования в $ 


асфб = аба-16-1. 
Тогда 


1, „(а = АА, ,(2)-+.--, 


что легко доказывается индукцией по г, если учесть формулу: 
а°б = афа`161 = (1 -- 2) (1 + у) (1 + х)-1 (1 + у)* =1+тхоу... 


Элементы @®;,., которые при естественном гомоморфизме 5 на @® 
соответствуют элементам 


ое = 1 = РТ, а (1) -|- ее. 


обозначим соответственно через [1 ‚зв. В силу 1) и 2), эти элементы 
составляют базис %{1. Теорема доказана. 


1—1 
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Так как в дальнейшем будет рассматриваться только группа @®;, то 
будем считать а1,..., а, ее образующими. 

Замечание. Рассмотрим несколько подробнее введенные базисные 
элементы [,,,;. Из взаимной однозначности соответствия элементов %; 
рядам (2) следует, что в качестве Ц, `,з МОЖНО, в случае надобности, 
брать результат &—1 раз произведенных над образующими а,....а, 
двух действий: коммутаций и возведений в р-ю степень, из которых 
коммутаций г —1, а возведений в р-ю степень { —г. При этом действия 
можно производить, чередуя их в произвольном порядке. В качестве 
примера приведем базис, который будет использован в дальнейшем ($ 5). 
Образующие %; разбиваются на два типа: 

1) при г=4 

1. 1, 8 55 а" 

2) при г>1 последней операцией в А, ,‚.: берется обязательно ком- 
мутация образующей а на элемент 8, в котором произведено { — 2 операции. 

Если {> 3, то условие того, что элемент % выражается только через 
образующие второго типа ({;, ‚, 3 =а° 8), равносильно тому, что этот элемент 
принадлежит образу [5,5] при отображении $ на @©;. Действительно, 
названные элементы 2 принадлежат образу 5. Ссо,, т. е. все аов и их 
произведения принадлежат образу [5, 5,]. Обратно, любое произведение 
из Э[, не равное единице, составленное из одних образующих первого 
типа ат, не принадлежит образу .[5, $ |: 

Например, при #=1 базис %; составляют образующие [,, 1, = аз; прий = * 
в базис войдут 

151,1 = ат, 15,2, 1 = @1 ° аз; 
при &=3 
5, 1,1 = ай", 1, 2,1 = (а. аз)’, 13,3, 1 = (@1° аз) ° аз, 
причем, ввиду сделанного замечания, 


(а1о аз)” = @1оа, = 4, °@%. 


Таким образом, каждый элемент из р однозначно представим в виде 
6 
П И т) 8 (3) 


где О, ‚< р—1. 
Введем элементы 1,6 @®; при #<.1{. Пусть образующие @, суть 
али а — базис У, данный в теореме 3. Если 


ко 


Ч ее Ф (а) 


(в) 
есть некоторое фиксированное выражение 10, ‚ через образующие а’, то 


определяем /.‚:=$(а) через образующие а группы ©. В частности, 
1,1, =а.. Назовем [;, ‚,з квазиобразующими ©}. 

Замечание. По мере надобности будем различать квазиобразующие 
первого типа 


#— 
р 
Гору ат 
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и квазиобразующие второго типа 
|, =аов при г>1, 


происшедшие из соответствующих образующих %. Попрежнему при 
1> 3 квазиобразующие второго типа принадлежат образу [5, 51]. 
ТЕОРЕМА 4. Элементы из @®, однозначно представимы в виде: 


2". Поет, 05, <р-14. (4). 
т, 8 т, 


Доказательство. Будем рассматривать ©; как расширение У; по- 
средством фактор-группы 6. Тогда элементы ©, однозначно представимы 
в виде са, где а6%, а < — фиксированный набор представителей из 
классов смежности в разложении ©, по Уй. Займемся выбором таких 
представителей. 


Допустим, что доказываемое утверждение справедливо для @—, т. е 
каждый элемент из @,_, представам в виде: 


| О ем (5) 


т, 8 


где [,;, з — квазиобразующие ©, 1. Так как нормальный делитель 
ЭВ = 5 


1/5: содержится в 5, /5:-группе Фраттини группы @©%, то за 
образующие ©; можно взять любой набор представителей из классов 


смежности ©; | К = ©, :, являющихся образующими ©;_.. Пусть такими 
представителями будут 
11, = @ ЕЦ, з. 


За представителя класса смежности (1, ,,: = (а) возьмем 


Г, в — © (а), 


где $ (а) — выражение (1, ‚,, через образующие а, и а Фх(а) — такое 
же выражение от образующих а,. Подобранные таким [образом элементы 
|, г, з являются квазиобразующими в смысле данного для них определения, 
ибо если отобразить естественным образом ©; на @©,, то образующие аз 


перейдут в некоторые образующие а® 
в $Ф(а0) 6%. 


В качестве представителя элемента общего вида (5) возьмем 


П песо сан, (6) 


4—1, г, з 
у. в 


и, следовательно, [1,;: перейдут 


Таким образом, в силу (6) и (3), каждый элемент са имеет однозначное 
представление в виде (4). Теорема доказана. 
Общее правило для перемножения элементов из @®, в канонической 


форме довольно сложно. Вопрос сводится к приведению к каноническому 
виду произведения 


1 А А“ А! 

96*== В га 11... ] 4 т, 

ПЕ 57,8 Па," Па О 
тг, 8 28 т, 8 т, 8 
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Ограничимся краткими замечаниями: 

1) Если В+ЬРЬ 10 1, и 4, ‚,, в, коммутируют. 

2) Если Ы - ь < 0. то м Та, 8, © 1, ТА, За —— 1 Е (по@ ба [5%). 

Чтобы 5 6°' в кан‘ нический вид, нужно «передвинуть» квази- 
образующие с’ на соответствующие им места с. При таком передвижении 
возникают коммутаторы, которые, согласно 2), имеют первый индекс 
ббльший, чем у того элеме”--а, который «передвигался». Возникшие квази- 
образующие передвигаем на соответствующие места с. Такой процесе 
заканчивается после конечного числа операций, так как, ввиду возрастания 
первых индексов у возникающих злементов, они, наконец, по 1), начинают 
коммутировать с остальными, 

Пусть Х — группа характеров % и ХЕХ; индекс ядра Ах в % равен р. 
По теореме 1, группа ®, = ©,/ А» является центральным расширением 
нормального делителя %|А,—Е при фактор-группе @;-, и факторах 
65а, = Х (@з,,в,), ГДЕ 016; = 9103, в, в ©. Определим базис в Х следую- 
ими равенствами: 


7 в, (1, тив) ==) г, 85 (1, г, г) =— 1, если г 2 Го ИЛИ $ с 50: 


Элементы ©, / А, имеют вид: 
Те, 3% 
1, г, 8, М, 8 1, Те, 8 
П р ре Е т, 8 1 ый 3’ 
т, 8 т, 8 


так как все образующие Эй, кроме {+ „,.,, принадлежат Ах, я 
Обозначим через р расширение Ё посредством т при факто- 


рах вт, в. Элементами 6. ‚ Являются произведения вида: 
1 о, > 


А ^ Е №, 

тво 4—1, г, 8. $, т, 8 р Е С те; 8 

Г, т, 8 П в т, 3 Хо в, (п 1+, т, 8 г ПА р. ий и, т, а ° 
т, 


Допустим, что образующие а,,..., @., не входят в выражение |, ,,, ‹,. 
Обозначим нормальный делитель @©,1, порожденный образующими 
а, ... уз, Через ®,,, „. Имеет место 

—= д. == а, Хто, Зо = аХТь, 3 . 
р ТЕОРЕМА 5. Если в, ==, и 9,==0,(то4%, ,), то и ое 


7 й , } ] : 
` Пусть 9; = 171, 93 = в3М., где ал, 1. 6 %,,,в,. Обозначим: 


А 
— тв. 4—1, г, э 
а = $ (4%), «= Пан Це 
А А "т, т,в... 21, т, 8, 
"-Пь: Зарю У <, = ПВ 8 : и т, 8 
т, 8 


Тогда в ©; имеет место равенство 


т, 8, 
ом сь в, 55 ПА 


РИ 9 ая - В т Г ) У: 
где Пр’ * г, — элемент, образовавшийся за счет приведения к канони 
У. 
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ческому виду произведения 


Ре == ^ Пе” М1... [1 А-ьт, 8 — 
= а 
91:98 = [[И1,”, 1, 1, т, 8 к т, 8 
т, 3 т, 8 


т, 8 т, 8 
5% И ЕН И П Иьт, в | ВЧ, г, а. 
2 17,5 1—1, т, 8 фут, в 
т, 8 т, $ г Я 


Как было определено ранее, 
ры ==. №4, т, 8) — в^ 4, ть, 8 
К Хх, в (п 1 т, з ) 1. м 


Аналогично перемножаем 
— —_ 75’ 


А т: = 4 3 


т. е. в ©; выполняется равенство 
х РЕ Х4—1, т, в = 
Пат"... . ке фл (а... ‚@з,) ‚ПА, ое Па» $2(@в,, --.›@во) 


г, в т, з 
2. "т г. П Е, ‘| "т $ 
т Пат &у = ЕН р. т, 3 
т, 8 т, 8 


Ю 


. т 
Можно утверждать, что 4, ‚,, „, = №,т,,,, Так как в $; и в фз не входят 
образующие, из которых составлено (Ц, ‚,, а, 


Но 


т; 
Хто, а =^ 1, ть, 2% 
3, , с, 


ате, 8 — еХть, 8, 
0, 5, * в. 
1 Ю 


и теорема доказана. 


8 4. Подгруппа фундаментальной группы 


В дальнейшем будут использованы некоторые факты из теории по- 
верхностей. 

Рассмотрим связную ориентируемую замкнутую поверхность Р; фикси- 
руем на ней симплициальное разбиение [см. (*)]. Пусть числа о, а, в, 
суть соответственно число вершин треугольников, число ребер и число 
граней (самих треугольников). Число 


М =а, — а, { а, 


постоянно для Р и называется эйлеровой характеристикой поверхности 
(см. (*)]. Число 
2— № 


2 


называется родом поверхности Р. Поверхность рода й гомеоморфна сфере 
с Й «ручками». 


Непрерывный образ в Р направленного отрезка прямой называется 
путем на Р. Два пути называются гомотопными, если их концы совнадают, 
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и они переводятся друг в друга непрерывной деформацией на поверхно- 
сти Р. Отношение гомотопности разбивает пути на классы гомотопных. 

Если конец одного пути является началом второго, то произведением 
этих путей называется путь, являющийся образом от. эзка, составленного 
из прообразов исходных путей так, ч’`о конец первого совпадает с началом 
второго. Если перемножаемые пути заменить гомотопными, то произведение 
окажется гомотопным исходному произведению. 

Фиксируем на Р точку О. Классы гомотопных путей, начало и конец 
которых находятся в точке О, о.разуют фундаментальную группу РЁ 
поверхности Р. Группа Ё имеет 2й образующих, связанных единственным 
соотношением: 


—17— 1) —1 
а1б1а Ь х- Ай аъбьаь 5» =— Ч 


Связная поверхность Р называется # раз накрывающей поверхностью 
для Р, если существует непрерывное отображение С поверхности Р на Р, 
удовлетворяющее следующим условиям: 

1. В каждую точку А поверхности Р отображаются { точек ДУ Анчаа 
поверхности Р. Гсворят, что А,, А.,...,А; лежат над А. 


2. Для точек А, #5 и, ИСИ существуют окрестности. 
0 (А), 0(4,), 0 (4,),,... 0) 


такие, что 0 (А,), 0 (А,), ..., 0 (44) посредством С топологически отобра- 
жаются на 0 (А). 

Возьмем произвольную подгруппу Н индекса { группы РЁ. Имеет место 
следующая теорема: ы 

Существует 1 раз ‘накрывающая Р поверхность Р такая, что ее 
фундаментальная группа изоморфна Н. 

Эта теорема в более общем виде доказана, например, в книге (4), 
стр. 217—221. Из хода доказательства можно сделать представляющий 
здесь интерес вывод о том, что эйлерова характеристика построенной 
поверхности Р равна &\. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим основные 


пункты доказательства. 
Пусть А — произвольная вершина симплициального разбиения поверхно- 


сти Р. Совокупность путей, идущих из фиксированной точки О в А, 
разбиваем на Н-классы А: в ..., Ар относя в один Н-класс пути 0 
и всякий раз, когда замкнутый путь ОПУ принадлежит Н. Число 
Н-классов, принадлежащих одной вершине А, равно индексу { подгруппы Я 
в Р, ибо если 0 — произвольный путь из О в А, а 


Р= Нр + Нь +... НА 
— разложение Р по Н, то за Н-классы можно принять 
А, = НАО, А. =НЬО,..., 4 = НАИ 


Пусть А и В принадлежат соответственно А и В. Н-классы Аи В 
называются «соседними», если А и В являются концами одного ребра с 
рассматриваемого симплициального разбиения Р и путь Ис/ № привад- 
лежит Н, как только 0 ВА, УЕВ. 
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иикркрирпдцдААеАиииииии_и_— 


Для каждого Н-класса `А, принадлежащего вершине А, существует 
точно один принадлежащий вершине В соседний Н-класс В. Действительно, 
пусть И — фиксированный путь из А. Н-класс состоит из пути Ис и всех 
остальных путей И, для которых путь ИсУ`* принадлежит подгруппе Н. 
Таким образом каждому ребру АВ соответствует точно # пар А, В. 

_Пусть АВС — произвольный треугольник симплициального разбиения Р 
и А— фиксированный Н-класс, принадлежащий вершине А. Тогда суще- 
ствует точно по одному Н-классу Ви С, принадлежащему соответственно 
вершинам В и С, таким, что Н-классу А, В и С — попарно соседние. 
Действительно, В и С определяются однозначно и являются соседними 
между собой, что проверяется непосредственно. 

Пусть 

АВ=е, АС=Ь, СВ=а, ИВА, ПЬЕС, ОсЕВ. 
Тогда 
(6-а- (Пс) 1 = Офас 0 1. 


Но путь Офас--1 гомотопен нулю (так как Бас1 представляет собой 
обход треугольника и, следовательно, стягивается в точку) и, значит, 
принадлежит подгруппе Н. Так как Н-класс А можно было фиксировать 
т способами, то отсюда следует, что треугольнику АВС соответствует точно 
т троек В.Г. 

После этого оказываются выполненными достаточные условия [см. (*)] 


для того, чтобы Н-классы образовали схему некоторого симплициального 


комплекса Р. Именно, Н-классу А ставится во взаимно однозначное 


соответствие вершива А комплекса Р, паре соседних Н-классов А, В — ребро 


АВ и тройке понарно соседних Н-классов А, В, С — треугольник АВС 
комплекса Р. 


— 


Остается доказать, что Р — связный комплекс, являющийся накры- 
вающим для’Р, и что фундаментальная группа Р изоморфна Н. Эти 
доказательства здесь опускаются [см. (*)]. 

Ввиду того что каждой вершине А, ребру АВ и треугольнику АВС 
на поверхности Р’ соответствует точно # вершин А, ребер АВ и треуголь- 
ников АВС на Р, эйлерова характеристика Р равна &М. 

Группу с четным числом 2 образующих а, 6,,. 


., ав, вк, связанных 
единственным соотношением 


—11—1 —т— 
ао: ат 6: жа ивбьак р —= Че 
будем называть фундаментальной группой. 
Очевидна следующая теорема. 


ТЕОРЕМА 6. Подгруппа индекса { фундаментальной группы с 21 
образующими является фундаментальной группой с 2 образующими, где 


2 =1(28— 2) 2. 


Действительно, по приведенному сейчас доказательству, подгруппа 
является фундаментальной группой поверхности с эйлеровой характери- 
стикой И\. Следовательно, 2; = 2 — &\, чо М=2— 28, откуда 

2 =2—1(2 — 21) =1(21 —2) 2, 


что и требовалось доказать. 


Р-РАСШИРЕНИЯ ЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ 457 


$ 5. Об одном классе р-групп 


Пусть %$ — конечная р-группа с четным числом. ‚образующих 
на 
Образуем убывающий ряд нормальных делителей %: 


рн АХ ел (7) 
где 


В — ЖЗ, а == ры В+, $1. 


Группа %, = 3? [%, 3%] является группой Фраттини группы %; обо- 
значим ее через Ф. Пусть, кроме того, Ф, = [Ф, %] 


ТЕОРЕМА 7. Если в 3 выполняется соотношение: 


(а, °а›)... (@э ° аз») =рЕФ,, 


’ 


то найдутся другие образующие а,..., а,, группы В, в которых выпол- 
няется соотношение: 


(а са,)... (а, 1оа,,) =1, 


2 


т. е. ФЗ есть гомоморфный образ фундаментальной группы. 
Для доказательства покажем, что если 


(а1° аз). . ‚ (@-ло ал») =ре%№ 10 Ф,, &>2, 
то найпцутся образующие, в которых 
(атоа,)... (а °а,,) =р' 6%, ПФ. 


Отсюда теорема следует непосредственно, так как для #=2 
$, ПФ, =Ф,, и ряд (7) для р-группы % заканчивается единицей. 

Все дальнейшие выкладки ведутся с точностью до множителей из 
1+, и вместо равенств пишутся сравнения по модулю %:-1. Ввиду того 
что %/%.:, есть гомоморфный образ Е--1-й свободно-центральной 
группы, справедливы следующие утверждения, вытекающие из замечаний 
на стр. 451 и 453: 

1) Элементы %; коммутируют с элементами % по модулю 41. 


А 
2) Ги) =: П (а), о 8.) (под №42), ба {< бе. 
&—1 
так как образующие вида ар отсутствуют из-за того, что ре Ф.. Таким 


образом, имеем сравнение: 
А 


в а Чо = [| (а; ° В) (по Фа). (8) 


&—1 
Покажем, что все коммутаторы в правой части можно «уничтожить» 
за счет выбора новых образующих, 
Умножим обе части (8) на (2, °а;); тогда, ввиду 1), получим: 
А 
(а1°а,)... (61° аз) (аи ° ал)... (аъ ® а») ==] (у, ° 6«) (шо ++) 


а—2 
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или 
А 


(а1° аз)... (В1°а;,) (аз ° а +1). - - (@2—1 ° аз») =Е П (а; °В«) (то4 Ва), 


—=2 


в зависимости от четности /1. Далее, очевидно, что 


—1 —1 В 
(21 °а;) (а; —1°а;,) = 1а81 а; а, ааа; = 


—1 — — 1—1 
=а;_1 (ва: а) аа глад” = (а, 181) ал (а, 181) ‘а, (шо 1) 


—1 Я -1 _ 
(81 °а,,) (ал °а; 41) = 814,81 ааа; ада = 
—1 —1 —1 — —1 —1/,.-—1. \— ь 
= 8, (4,81 аа), а; 4181) 81 ==а; (21 а41) а; (81 @;+1) (шо4 +1). 
Если заменить орааКР а, на а, = =а;_18, В случае четного 
д иа, 4. на а; 41 = = а таза в случае нечетного ]:, что допустимо для 


системы образующих, так как 8: 6: с %, =Ф, то сравнения примут 
вид: 


(аа). . . (анал)... (@на > аз) ==  ] (а;, ° 6) (шо 441), 
«—2 
или 
А 
(а1°а)... (ан 1за;)... (а»1° аз») == |] (а; ° Ва) (шо Фи). 


а&=2 


При этом в правой части оставшиеся а;, заменяются таким же обра- 
зом. Вид сомножителей при этом не изменится, так как если в а°е 
положить а =а'$, то получим: 


(а°5) = @'81881 'а'`18 1 ==а’8а’ 181 =а’›8 (шо@ 4+1), 
ибо 
—1 _ м 
81881 ==8 (104 44,), 
в силу замечания к теореме 4. 

Таким образом, получено сравнение, подобное (8), но число сомножи- 
телей в его правой части на один меньше, чем в (8). Повторяя нужное 
число раз произведенную операцию, придем к сравнению: 

, О , ' 
(а1оаз) . . . (41° аз») ==1 (шой 441). 


Так как умножение обеих частей равенства производилось на эле- 
менты а°ор, принадлежащие Ф, то отсюда следует, что 


р’ = (2 °а,).. (ао а,) 6%, ПХ,. 


Теорема доказана. 


$ 6. Второй центральный шаг 


Рассмотрим локальное поле №,, степень которого над Вр равна пт. 
Пусть оно содержит первообразный корень = степени р из ециницы. 
Ясно, что п, четно, так как 


(В»(®): В) = р—1. 
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Первообразный корень р”-й степени с наибольшим т, принадлежа- 
щий Ао, будем обозначать через е. 

Построим композит №, всех циклических расширений степени р. 
Обозначим через С, группу # над №. С, — элементарная абелева 
су= т -- 2 образующими. Над й, построим композит #, всех централь- 
ных циклических расширений А, степени р. В настоящем параграфе 
определяется С, — группа поля А, над К. 

Выберем базис в фактор-группе № / (№0)? и пусть 9, “.,..., 9, — 
числа, принадлежащие базисным классам. Считаем для определенности, 
что ©, =е. Образующие автоморфизмы С, обозначим соответственно через 
а1, а.,..., а, так, чтобы 


о ы ОЕ РЕ Ирл. 
(ИУч)ч = Уз, (Уз)ч а Ух при 7 = р 1=1,...,5. 


Обозначим продолжающий а: автоморфизм поля №, через а:. Пусть 
$ — свободная группа с у образующими, 


4. =5/Н:, Н» = НР (Ну, 5], 4, =5/Н». 
Тогда С. — С. /М, ибо в С, выполняются соотношения: 
а?" = (а1оа;Р = (°а,)°а,=1. 


М№ лежит в центре С». Задача заключается в нахождении М, т. е. соот- 
ношений в центре А =Н,/Нь группы С». 
Поле Ё› составлено из центральных циклических расширений поля К, 


Е 
степени р. Каждое такое расширение А, (И=) имеет над № группу С», 
являющуюся центральным расширением циклической группы #„ порядка 


р посредством С, при некоторой фактор-системе 2х „. Пусть 267,. Группа 


р 
2. поля Ё, (Ух) над № при помощи равенств 


(У=): = Уз 


отображается изоморфно 2 -- е на группу Е. При этом изоморфизме фак- 
Зе й = х . 
тор-системы 2 „ переходят в некоторые фактор-системы вх; классы 


ассоциированных с этими фактор-системами заполняют некоторое подмно- 
жество В. группы В. Следующие теоремы позволяют установить, из 


каких фактор-систем состоит В». 
ТЕОРЕМА 8. Пусть К является нормальным расширением поля К, 


р 
содержащего в. Расширение К(У =) тогда и только тогда является цент- 
ральным, когда существуют числа У.ЕК, для которых 1°1==ур, где 


< — любой автоморфизм К над К. При этом УзУ, = У, „Е где 
ес, ‹, — фактор-система в группе Е. ь й 
Действительно, пусть с — автоморфизм К над №, с-— продолжающий 


, 
01, 62 


р р 
его автоморфизм К(У=) над №, 2 — автоморфизм К (У =) над К. 0бо- 
значим 


(2: = (Уз) 
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д д—————_ 
и пусть 
р. р 
(у 2) = Уз ’ 
где в правой части стоят фиксированные для каждого с значения корня. 
Если 02 = 26, ТО 


(Ув, ую, 


р 
ит. 
откуда, разделив обе части равенства на (И=) ‚ получим 


ро 
У= | _У= 
р _, 
Уз $ 
т.е 
р — 
23 20 
где у. ЕК. 


Обратно, если 2° = уРх, то при надлежащем выборе продолжения с 
будем иметь 


ре ВЕ п. 
(у 2) ° = уз Уз 
и 
р ле о. 
(У =)°: — 22 Уз == (У =) . 
Наконец, 
ее. — (1—1), хо,—1 — 1610:—0,{9,—1 — 4610,—1 — р 
ПОСТ 


{о — 
Ус: Ус, 2 Усс, о, с,’ 
ДЕ со, «, © Е. ТО, что зо, о, образуют фактор-систему, следует из равенетва 


С: 
2 __ Уз, Уа, 
За 0 == у 
615: 


Полагая в исследуемом случае № = и К, = К, получим следующий 
результат. 


ТЕОРЕМА 9. Фактор-система з.,,., из предыдущей теоремы совпадает 
с фактор-системой е5, с, 
Проверяем: 


т мы вр 1 р ра 
(У =) = (уУзн=уУт=у в. УИз=в, „(У)“, 


Ре г 
(У =) ©1, 6: — Во, ие р 


В силу определения =х 


с, с,’ 
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м=—бШ——ЩщЩщ——————_—_—_————— и - 


Если обозначить совокупность классов фактор-систем ез, о, из В, 


состоящих из ассоциированных с единичной в поле \й, т. е. представи- 
мых в виде 


и! 


Зал, а, — ‚ УЕ, (9) 


Ус, с, 
через Вьк, то результатом последних двух теорем является включение 
783 Е Вк. 


Установим обратное включение. Пусть ез,, о, — фактор-система в ТЕ, 
представимая в виде (9). Тогда числа у. удовлетворяют соотношению 


(урну =, 
откуда следует, что существует х, для которого 
19—11 = ур, 


причем х определен с точностью до множителя из 'К., т. е. поле #, (5) 
однозначно определено, и существует фактор-система вх 
доказанному, равна ео, з,. 


Если ео.,‹, представлена в виде (9) двумя способами при помощи Уз 
и Ус, то 


которая, по 


в.” 


9 —- Ч 


где числа у удовлетворяют соотношению 


1 


т.е. %=” 1. Тогда из 1” * = у5 получаем: 


т. е. 


откуда = хх? с точностью до множителя из 5, и, следовательно, 2х и 
х порождают одно поле 


урн. 


Таким образом, Вк = ВУ». 

Возьмем поле Ё над № с группой С и фактор-систему во,з, в Е. 
Скрещенное произведение поля # с его группой С при факторах ес, с, 
будем обозначать через (®, ео, ‹,). Ввиду того что индекс этой алгебры 
равен р (так как #2 „= 1), ее инвариант имеет вид - [см. (5)]. Мы 
будем употреблять мультипликативную запись инварианта, т. е. инва- 


риантом будем называть =”, где е — фиксированный первообразный 
корень р-й степени из единицы, и записывать: 


(К, о, в.) 57 


@ известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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В дальнейшем будут производиться вычисления с фактор-системами. 
Иногда, для удобства, при задании скрещенного произведения вместо 
фактор-системы во,., будут записываться равенства в алгебре, полностью 


характеризующие эту фактор-систему. 
Чтобы фактор-системаех „, принадлежащая какому-либо классу из В, 


принадлежала Вьк, необходимо и достаточно, чтобы 
х 
(Кл, от, в, Е 9: 


Выберем базис в группе характеров Х группы А, как это делалось 
на стр. 453. Здесь базисные характеры удобнее обозначать через Хх; и 
Х, в. Для них, по определению, имеют место равенства: 


Х, (ат) = Хх, (а, ‹а,) =1, 
если Г Ь зи { — любые, у, (а?) =е, и 
Хх (4?) =Х,. к (а, оа,) =1 


при любом г и при 7-Е $ или ЕЁ их, ‚ (а, .а,) =е. 
Чтобы подсчитать инвариант (К;, ед. ‹,), разложим эту алгебру в пря- 
мое произведение и подсчитаем инвариант каждого сомножителя. Пусть 


5 Е 
Хх Их П ле 
7, 

тогда 

Ж у . 

5.) = Пе 4 09 ПФ «дубы, 
+ у, К 

так как, по теореме 1, 


% = ХУ, К\Е. 
ео, с, =. К у в,) П (ео, в.) р. 
1, К 


#4 Хх; 
Подсчитаем инварианты (Ё,, во, з,) и (Ка, во2.,). 


9 ‚И 
1) Алгебра (Ё, ез..‹,) подобна циклической (№ (}/а), ®). 
Обозначим через С; тот нормальный делитель С;, которому принадле- 


р 
жит подполе № (У). Этот нормальный делитель порожден всеми обра- 
зующими (1, кроме а4. По теореме 5, можно утверждать, что 


й ! 
— ТОЛЬКО 9: ==0: И ©, == 0» (то С:). Таким образом, фактор-система 
@ос,, «, Может рассматриваться заданной на фактор-группе (а, /С+, т. е. на 


р — 
группе поля № (И а:) над А. Если 


’ 
— № == А; 
А. 4 
бр =... @4 -.., Че =... 4 ..., 
то 
4 


Зале = (а‹., в, 
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ГД@ ас, «, — элемент центра (С.,, который получается в результате приве- 


дения к каноническому виду произведения с, 0. (см. стр. 453). Так как 
Хх, отлично от единицы только на одной образующей центра — на аР, то 


1, если мене в 
Х: (а, ‹,)= 
ы =, если ЖЕм > р. 


ВЕЬ 
Ввиду того что (Ё;; ®4 „) подобна (#5 (У), в” м м) [м. (°)], мы 
а, ›94 


получаем равенство инвариантов, которое в обозначениях, принятых для 
циклических алгебр, имеет вид 


Ра 
(= =” = (о (И«,), =). 


>. 


р р 
> в - 
1, к а 
2) Покажем, что (Ё,, е./, К) подобна (У, У*,), аР=ар=1, а, оа,=е). 
Действительно, и С; ‚к — нормальный делитель (С:, которому при- 


надлежит поле № и уе Он порождается всеми образующими, кроме 
а; и ак. По теореме 5, утверждаем, что 


г, К -— =, К 
с, в я 
9, 6 


’ 7’ 
ДЛЯ 91 ==41 и 0, == 02 (то@ Су, к), т. е. фактор-система может рассматриваться 
р 


на группе поля №(Ихр У».). Следовательно, (Ё, в.) подобна 
пел ы й рывиих 
(® (Иа, У*,,), =. ^), где в, и в, — автоморфизмы поля 4 (Иа, Ух,), 
’ 2 ’ 
индуцированные автоморфизмами в; и з» [см. (*)]. Но 
ва. ‚= = ХЕ к (@в,, в,)› 


где а“ имеет такое же происхождение, как и в 1). По выбору харак- 
тера Х;, к, имеем: 


Ху, к (7) = Х;, к (ак) =1, Ху, к(аз ак) = в, 


что полностью характеризует фактор-систему, и 


р р 
Хх: у = =— ый 3 в 

(^,, во 92 (о (И«„ У) ат — а =— т а а, = =). 
Нетрудно видеть, что последняя алгебра подобна циклической 


р ария: 
(Ко (Ик), ир = а), 


фо Ра 
где и'Ужи==У к. Действительно, рассмотрим подалгебру 


р. 
9 — (№ (Уз), =1) 
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зы в: 
алгебры 9% = (№ (Уя;, Иж), а? =ах = 1, а>ак =е). Она является матрич- 
ной. Найдем коммутаторную с 9% подалгебру алгебры У и обозначим 


р 
ее через 9%. Очевидно, что Ум Е 9ГИ. Далее, ввиду равенств 
= 
аака; = ак, 
р ы - ры. 
азУ ща =е "Уз, 
получаем, что 


аи 
и=а У а, ЕЯ. 
Но 


ит Уи == И ах 


р —_- 
2 = (ав У а; = а, 


в -— 
т. 6. Ш есть циклическая алгебра (№ (Ух), <). 
Так как 9% =%х 9 [см. (5)], то доказано, что 


(^,, е.”^) = (Е, (У>), & }. 
Инвариант алгебры КА. (2, и) с таблицей умножения 
ФР =, и’=В поуже 


обозначим символом (х, В). Имеют место следующие свойства символа 
(=, В): 


15. (х, В) =1 тогда и только тогда, когда В есть норма элемента из 
Юте 

№ (У) [ем. (5)]. 
20. (а, В) = (3, «)*. Действительно, алгебра (У а), В) Образно изо- 


морфна алгебре (, и ), ибо соответствия ИЯ ве дают 
обратный изоморфизм в силу равенств: 


р р 
И/ки=еи ИХ, 
р _ 9 
Уво=е УВ; 


инварианты же обратно изоморфных алгебр взаимно обратны [см. (5)]. 
3°. (х, В'В") = (х, В’) (ж, В"). Это равенство очевидно, так как фактор- 
система разбивается в произведение, алгебра — в прямое произведение, 
а инвариант мультипликативен. 
49. Для любого «Ей, не являющегося р-й степенью элемента из №, 
найдется ВЕ А, такое, что (х, В) = 1 (невырожденность символа). Действи- 


тельно, для такого х существует прямое дополнение в А” с точностью 
до р-х степеней: 


№ == {0} ХА (шой (№)Р). 
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Поле классов группы норм Н = {2} х А имеет степень р над №, так 
* р ко 
как (№:Н)=р [см. (7)]. Следовательно; это поле есть № (УВ), причем 
(х, В) = 1, ибо «ЕН. 
5°. Для х, фигурирующего в 49°, найдется В, для которого (ч, В) =. 


Это свойство очевидно, так как если 
(<, В ) == 57 Е т, 


то в качестве В можно взять В%, где 44, ==1 (то4 р). Элементы а, ВЕК, 
удовлетворяющие условию («, 8) =1, называются ортогональными. 
Результатом подсчета инвариантов является, таким образом, равенство: 


(ва) = ] (&, “Па, а," (10) 
4 7, К 
для характера 
х= жж”. (11) 


Приступаем к нахождению нормального делителя М < (С, такого, что 
2 — а. / М. 


Так как С, есть группа поля й,, являющегося композитом всех цикли- 
ческих центральных расширений №, степени р, то всякое расширение С» 
груипы Е посредством С; и & «, тогда и только тогда является груп- 
пой центрального циклического расширения степени р поля №, когда С» 
есть фактор-группа С». По теореме 2, это имеет место для тех и только 
тех характеров у, которые равны единице на М. 

Возьмем произвольный элемент из М 


Па)“ П(азъ а)» ^. 
ь Тк 


Тогда если Хх, взятое в форме (11), принадлежит Хм, то 


мат Ул кБ к 
г С 


х (ПР) (азс а») *) =в" =1, 
р р 

т.е 

Ум & + У № к, к ЕЕ 0 (шой р), (12) 

И к 
и, обратно, из (12) следует, что ХЕХм. 

Пусть 
(о, =) ==“, (а о;) =е РК. (13) 
У 


Тогда из (10) и (13) получаем: 


Е Ху КЕ, К 
еее. . о 
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дунле+ ебет (14) 


К 


для тех и только тех ех с, для которых С, является группой централь- 
ного циклического расширения №, степени р. Равенства (12) и (14) вы- 
полняются для одних и тех же &4, б; к, т. е. 


4 == т, Ак = 1; к (Шо4 Р), 0<2 <р —1. 


Таким образом, № является циклической группой с образующими 
Р\ в; 
Пе)“ Пезеак) 
4 1, К 
т. е. в С. выполняется соотношение 


Па?" аа) = 1. (15) 
В },К 


Замечание. Если К, содержит корень р”-й степени из единицы, 
где т>1, то е является р-й степенью в А и поэтому (04, =) =1, т. е. 
соотношение (15) превращается в равенство 


< о ак)» Ре (15') 
к 
Соотношение (15) можно привести к более удобному виду, выбрав спе- 


* юз 
циальным образом базис в №. Докажем, что в № можно выбрать базис 


* 
а, В1,..., з, Ву? По модулю (№), удовлетворяющий соотношениям 
ортогональности: 


(и, В!) =, (о, &;) = (9, 8) = (В, 7). =1 при =. 


= <” * 
В качестве а, можно взять любой базисный элемент №. Для конкрет- 
ности будем в дальнейшем считать х, =е. 


В силу 5°, в № найдется такое число В, что (аа, В.) =е. Выделим 
в № прямое дополнение к {©} Х {8,} по модулю (№ )Р: 


Ко = {01} Х {81} Х {11} Х --- Х 3} (вод (5?) 


Покажем, что все 1 можно считать ортогональными ко и В.. Дей- 
ствительно, если 


(ит, 11) = 


(81, 8) = “4 5 


—. 8 со 
то вместо ‘( можно взять 1:81 ‘о. ‘и тогда, на основании свойств 2° и 3°, 
получим: 


(*,, в ча) ых (®, 1+) (<, В, Е (“, а.) 9“ — _ 2" =1, 
(В, А. 8) = (В, 1:) (В, 8, )у—“ (В, 7 .) а. ОТ 
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В качестве о, можно взять любое число из ортогонального к {=} Хх {В} 
дополнения и подобрать к нему В, так, чтобы (а,, В,) =е. Про- 
должая таким образом, мы исчерпаем весь базис К по модулю (№)Р. 
Если обозначить через а; и & автоморфизмы поля й,, соответствующие 

в прежнем смысле числам в и В, то соотношения (15) упростятся бла- 
годаря тому, что равенства (13) превратятся теперь в следующие равенства: 


№2 == (91, 81) =1, м = 0 


при #2, если в; =, 


если т>1, 


Вал, = 1 °/. (4, В) =е`/., шв =0 


при ё + 21 —1 или $ + 21. 

Тогда получим теоремы: 

ТЕОРЕМА 10. Если № содержит корень р-й степени из единицы и 
не содержит корня р?-й степени из единицы, то группа С. поля К, 
имеет образующие а1,6:,..., ам, бу, в которых выполняется единствен- 
ное нетривиальное соотношение: 


2 (а: ° В.) (а, ° В)... (@.в° В) =1. (16) 


ТЕОРЕМА 10’. Если № содержит корень р?-й степени из единицы, 
то в С, имеются образующие а1,6:,..., ау», Ву», в которых выполняется 
единственное нетривиальное соотношение: 


(а, °6,) (а2° 6»)... (2 ® биз) = 1, (16') 


т. е. С, оказывается гомоморфным образом фундаментальной группы. 


м 
р — 
$ 7. Группа поля №» в случае УЕ 


Замечание. Если САС с К — нормальные расширения о 
с р-группами, то в качестве образующих автоморфизмов К можно брать 
любые продолжения в К образующих автоморфизмов №. Действительно, 
в этом случае К принадлежит нормальному делителю, содержащемуся 
в группе К над №, т. е. в группе Фраттини группы К над №, так как 
А, является максимальным элементарным абелевым подполем К. 

Пусть № содержит корень рМ-й степени из единицы. Возьмем т< М 


и рассмотрим последовательность полей 
Ко С № С Ёп С Ам, 


где 
рт 


хе Е 2 жа а СВ 
Ат = Ка (Уз, УВ, ...) Уз», УВ,»), 
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р ор 


т — максимальное т-ступенное расширение №, определенное в $ 1. 
Группу А» обозначим через С», группу №» — через С. = $. Пусть 
Ф, = [Ф, 3], 


где Ф = $? [$, $] — группа Фраттини 3%. 
За образующие Ст поля Аш можно взять такие автоморфизмы 


ат, В, С › @у |2, и», (17) 


я й 
которые продолжают образующие поля А», связанные соотношением (16'). 
ТЕОРЕМА 11. В группе Ст можно выбрать образующие, в которых 
выполняется соотношение (16’). 
В силу замечания, можно считать, что 


р. ` а р ы р и ее 
(Ум) =еУм, (Ух‘=Уа, (Уч=УЫ, 


ры [2 — =, ме кз и га и 
(Ум) =Уж, (У ч=еУ&, (УВ) =Уь, Е— любое, Т-Ь 


где е— корень р”-й степени из единицы. 


Теперь очевидно, что (@1°6,)...(а»/,›6,/,) не изменяет как элементов 
рт рт 


поля Ё„, таки Ум, Ук. ‚5 =1,...,*/з, т. е. не изменяет элементов из Ат. 


ТЕОРЕМА 12. Подполе т поля Ет принадлежит Фу. 


К, является максимальным центральным двуступенным подполем #Ёт. 


Следовательно, К, принадлежит Ф” [%, Ф]. Значит, автоморфизмы из Ф, 
не изменяют элементов из #.. 

рт фт 
не изменяет также и р У», так как сумма показателей, с которыми 
фиксированная образующая входит в элемент из Ф,, равна нулю. Таким 
образом, Ф, не изменяет всех элементов Ат, 

Обратно, возьмем произвольный автоморфизм с из %. Ввиду того 
что $, как всякая конечная р-группа, 'является гомоморфным образом 
М№-й свободно-центральной группы @®у (при достаточно большом М), 
взятый автоморфизм можно выразить (не обязательно единственным обра- 
зом) через квазиобразующие {[,,;„., составленные из образующих (17): 


= 2"... ПРМ. (18) 


Кроме того, каждый ‘автоморфизм из Ф, 


Если автоморфизм (18) не изменяет элементов из Ё,, то он принадле- 
р 
жит Ф’ [$, Ф] и, значит, квазиобразующие с #=1, 2 отсутствуют, т. е 


в = Пам!... Пл 


т, 3 (19) 
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рт рт 
Если автоморфизм (19) не изменяет Иж и У®, Е=1,..., “5. ТО 
квазиобразующие с г=1 отсутствуют, т. е. в (19) входят лишь квази- 
образующие второго типа в смысле замечания к теореме 3. Действитель- 
но, квазиобразующие второго типа имеют вид а°в, где а — образующая 
рт рт 
из (17), а &ЕФ, так как {> 3, т. е. не изменяют Уж и У&, а квави- 


ВЯ 
уе) 
образующая 1; = 4$ (не умаляя общности, считаем, что а. соответ- 
ре ра я мы 
—1 Го 
ствует Иа.) изменяет Ия, на еР "Иа... Отсюда следует, что с, действуя 


рт 


на Уа., переводит его в 


ыы т, 
х та Ч — 
е=3 У»*,, 


о 
т. е. для того, чтобы У^. не изменялся под действием о, необходимо 
чтобы для {=3,...,т было \, 1: =0. Для остальных {=т-+1,..., № 


равенство }:1,: = 0 следует из соотношений в %. Но это равенство озна- 
чает, что с состоит из сомножителей вида а°о8, каждый из которых при- 
надлежит Ф,. Теорема’ доказана. 

Таким образом, теоремы 11 и 12 дают право утверждать, что в груп- 
пе $ выполняется соотношение: 


(и. °б,)... (а, 61, = ЕФ.. 


Применяя теорему 7, получаем, что № является гомоморфным образом 
фундаментальной группы Г с у образующими. Запишем это в виде ра- 
венства 


#=Р/Н. 


Ввиду того что % является группой т-ступенного поля, для него 


выполняется соотношение %” = 1. 


Составим для Г убывающий ряд нормальных делителей: 
И 


где 
рт) Е и Е в 


Вследствие равенства д” = 1, получаем: 
НЕ. 


ТЕОРЕМА 13. % = Р/Е”.. 
Достаточно доказать равенство индексов: 


(Е: Н) = (Е: Е), 


и: м) (Е: Е). 


7 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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О единения 
Допустим, что доказываемое утверждение справедливо для ТВ — $, т, ©. 
(Киа: №) = (Е: "о. 

Тогда 
(Ет : Ета) = р" ты; К, 


так как абсолютная степень А„_: равна по (Аш : Ао). Далее, число обра- 
зующих Е", по теореме 6, равно 


(Е: Е") (у— 2) +2 = (Е: Е") т + 2. 
Таким образом, справедливы равенства: 


по (Кт—1 : Ко)-+2 


(Е: Н) = т: №) = (т ыы: №) =рР (Ат: №), 


(Е: Е) — (р: В) (рт, рт) — (р; БО) ИР" К) а, 


Правые части этих равенств совпадают, в силу индукционного предпо- 
ложения, и теорема доказана. 


Поступияо 
28. УГ. 1954 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
19 (1955), 471—492 


Л. А. СКОРНЯКОВ 


МЕТРИЗАЦИЯ ПРОЕКТИВНОЙ ПЛОСКОСТИ В СВЯЗИ С ДАННОЙ 
СИСТЕМОЙ КРИВЫХ 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе доказывается, что проективную плоскость можно метри- 
зовать так, чтобы кривые данной системы оказались геодезическими. 


В книге (5) (теорема 2, стр. 19) было показано, что в метрическом 
пространстве %, в котором замыкание каждого ограниченного множества 
компактно, любые две точки можно соединить геодезической (локально 
кратчайшей), если это пространство удовлетворяет условию выпуклости 
(см. 24) и условию ПО: для каждой точки О 6 существует такое число 
6>0, что для любых двух точек А, В, удовлетворяющих условию 
4(А,О), а(В,О0)<ь, и любого е>0 существует число 5, 05-е, для 
которого найдется единственная точка Вз, удовлетворяющая равенствам 


4 (А, В) + а(В, В) =а(А, Во), 
4(В, Вз) =5 (4(4, В) — расстояние в Э). 


Если две точки из %\ соединяются не более чем одной геодезической 
и УХ двумерно (в смысле Урысона), то Х гомеоморфно евклидовой плос- 
кости или проективной плоскости. В первом случае геодезические го- 
меоморфны интервалу (0,1), во втором — окружности (теорема 1, стр. 79). 
Для первого случая в книге (5) доказывается обратная теорема (теоре- 
ма 1, стр. 89). В настоящей работе такая теорема доказывается для 
второго случая. Основной результат содержит следущая 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Х — система подмножеств проективной плоско- 
сти П, называемых кривыми; каждая кривая из » гомеоморфна окруж- 
ности; точки из П и кривые из Х при естественном определении инци- 
дентности образуют абстрактную проективную плоскость [см., напри- 
мер, (3) стр. 115]. Тогда в П можно ввести метрику а(А, В), обладающую 
следующими свойствами: 

01. Метрика 4 индуцирует в П естественную топологию. 

02. Если А, ВЕП, то А(А, В) <1. 

03. Если а(А, В) + а(В,С) =а(4А,С), то точки А, В, С располага- 
ются на одной кривой из У. 

24. Если А и С — различные точки из Ц, то существует такая точ- 


ка ВЕП, что 
4(А, В) + а(В,С) =а(4А, С). 


7* 
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05. Если точки А, ВЕП, а(А,В)<1 и в — произвольное число, то 
существует число 6, 0%0<в, для которого найдется единственная 
точка В, удовлетворяющая равенствам: 


4(А, В) + а(В, Вз) =а(А, В) и а(В, Вз) =. 


Так как свойство 04 совпадает с условием выпуклости в книге (5) 
(стр. 11), а свойство 05 влечет выполнение условия Р той же книги 
(стр. 12), то сформулированная теорема решает обратную задачу для 
проективной плоскости [см. (5), стр. 89]. 

Чтобы доказать теорему 1, рассмотрим круг 5, лежащий в евкли- 
‚довой плоскости Е. Обозначим через О, В, Ги К, соответственно, центр, 
радиус, окружность и замыкание круга 5. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть в круге 5 задана система = подмножеств, на- 
зываемых кривыми, удовлетворяющая следующим требованиям: 

=0. Каждая кривая гомеоморфна интервалу (0,1). 

=1. Если 1 — кривая из =, то ее замыкание в 5 совпадает с 1, а за- 
мыкание 1*в К является простой дугой. Точки из Г [] 1 назовем концами 
кривой [. 

=2. Точки из 9 и кривые из Е при естественном определении инци- 
дентности образуют абстрактную евклидову плоскость [см. (3), стр. 117]. 

=3. Кривые Ё и [ параллельны тогда и только тогда, если ит концы 
совпадают. 

Гогда в 5 можно ввести метрику 5(А;, В), удовлетворяющую следу- 
ющим условиям: 

41. Метрика 8 индуцирует в 5 естественную топологию. 

А2. Для всех точек А, ВЕУ 


(А, В) 2В. 


1 Ё 
ДЗ. Если последовательности {А’}, Е=1,2, точек из 5 сходятся к 
точкам Х'ЕГ в смысле топологии плоскости Е и Х' служат концами 
одной и той же кривой из Е, то 
ес №2 
1 2 
28, если Х\ + Х?*. 


44. Если АЕ, В, 65, ПВ, =Х 6Г,** то 0 < Итё (А, В) < 28. 
Д5. Точки А, В, С лежат в указанном порядке на кривой из Е тогда и 
‚только тогда, если 


Пи (2%, 42 -| 


(А, В) З(В, С) =5(А, С). 


Доказательству теоремы 2 предпошлем несколько лемм. 

ЛЕММА 1. В евклидовой плоскости, образованной точками из би 
жривыми из =, справедливы аксиомы порядка. 

Действительно, если 9 гомеоморфно отобразить на Е с сохранением 
порядка, то кривые из я будут удовлетворять условиям теоремы 1 


: е 
книги (5), стр. 89, в ходе доказательства которой устанавливается спра- 
ведливость нашей леммы. 


Е Ч 
— Если М — некоторое множество, то через М обозначается его замыкание. 
Если {В} — последовательность точек, то йт В, обозначает ее предел в смыс- 
ле топологии плоскости Е или П в зависимости от контекста. 
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Определение. Если точки из 5 (кривые из =) А, В, С’ лежат 
на одной кривой из = (параллельны), причем В располагается между А 
и С *, то будем писать (АВС). 

Пусть 1 — некоторая кривая из Я, проходящая через О. Обозначим 
через О и 2т ее концы, а через $— одну из дуг (0, =) окружности Г. 
После отождествления 0 и 2= дуга 5$ превращается в окружность с. Из 
=1 —=3 вытекает, что между точками из с и пучками параллельных 
кривых из Я существует взаимно однозначное соответствие. Если ао, 
о 6 с (х можно считать числом полуинтервала [0 2^)), то обозначим че- 
рез а». кривую, проходящую через А и принадлежащую пучку о. 

ЛЕММА 2. Если А, А, Сб, о, ибо, Пт А, =А, Итол =о, то то- 
пологический предел [см. (4), стр. 166] последовательности кривых (а), 
совпадает с а». 

Доказательство. Возьмем лежащую в 5 окружность 1 с цент- 
ром в точке А. Из точек С» = (а) „, П 7 выберем сходящуюся последо- 
вательность {(С”}. Пусть ИшС’ =С. Из теорем 1 и 4 книги (5) вытекает, 
что И[А,„С,| ** совпадает с замыканием некоторой кривой ЙЕН. 
Из 1—3 и соотношения Пто„ = х легко получить, что й =а.. Так 
как проведенное рассуждение сохраняет силу для всякой сходящейся 
подпоследовательности последовательности {С}, то 

и (а»)„„ ЕЕ 

ЛЕММА 3. Если «65, Пт А, = ХЕГ и точка Х служит несобствен- 
ной точкой пучка В, причем Во и ч-Е В, то И (аи), СГ. 

Допустим, что существуют такие точки В» 6 (а„) , что 


д’ 


Нм В, = ВЕБ. 
Тогда, ввиду леммы 2, 
П (@»), == Вх. 


Поэтому Х оказывается концом кривой пучка «, что несовместимо с 
условием «= В. | | 
ЛЕММА 4. Если №6 1,2, АА=П р ‚= и, ВЧ, то 
Ни А, существует и равен А = М Г №. 
Действительно, для всякой сходящейся подпоследовательности {А} 
последовательности {А} имеем: 
И А, = АСК. 


Так как Ар е№, то А Е. Отсюда, ввиду =3, следует, что 
АП 2 = АП #2. 
Теперь отождествим кривую [Г с интервалом (0,1). Если АЕ, «Ес, 


«0, то положим 
1 = а. 1. 


я Не исключаются случаи А = В, В=С или А=В=С. 

*#: Если А, ВЕ (П), то [АВ] обозначает кривую из 8 (>), проходящую через 
точки А и В. Если {М„| — последовательность множеств, то через ИМ „, обозначается 
ее тонологический предел. 
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При этом & можно считать числом из (0,1). Определим неотрицательную 
функцию / (А, В, ®), где А, ВЕБ, «ба, «0, равенством 
(А, а) В, =[#— 4]. 

ЛЕММА 5. Функция }(А, В, ®) обладает следующими свойствами: 

М. Г(А, В, а) =0 тогда и только тогда, когда ал = ба. 

12. (А, В, а) = КВ, А, а). 

13. 1 (А, В, в) + (В, С, ®) > [(А, С, 9. 

14. /(А, В, ®) + Г(В, С, а) = 1 (А, С, «) тогда и только тогда, когда 
(абса). 

15. Г(А, В, «) является непрерывной функцией &.. 

Свойства }/1—]4 становятся очевидными, если принять во внимание 
=1—Я3 и лемму 1. Свойство ]5 легко вывести из лемм 2 и 4. 

Свойство ]5 позволяет определить неотрицательную функцию 


ал 
(А, В) = =\/ (А, В, <) ам. 
0 
Из /1—/3 вытекает, что 6 обладает следующими свойствами: 
$1. 5(А, В) =0 тогда и только тогда, когда А = В; 
52. 8(А, В) =8(В, А); 
83. (А, В) +5 (В, С) >5(А, С), 
т. е. задает в © метрику. Покажем, что эта метрика обладает свой- 
<твами 41—АД5. 
Во-первых, заметим, что справедливость ДА2 сразу следует из }5 и 
соотношения /(А, В, «) < 1. 
Для доказательства ДЗ заметим, что, согласно лемме 3, для всех «, 
кроме одного (обозначим его через ж), 


Я ей 
Следовательно, Ит/ (Ак, Ай, «) равен 0 или 1. Из =1—=3 и леммы 1 
нетрудно вывести, что 0 получается при Х! = Х?, а 1— при Х!- Х?. 


Допустим, что 

Пт 8 (41, А) = 0<#Е<28. 
Выберем число з так, чтобы 

т ТОВ м 

ео ‚ ЭВ! 
Если о, отлично от 0 и 2, то потребуем дополнительно, чтобы е было 
меньше шт {%, 2^— 9%}. Если  =0, то положим =’ =0, =” =; если 
% = 2т, то положим ==, в" =0; в остальных случаях положим 
=’ =" =е. Ввиду теоремы Дини [см., например, (?), стр. 29], на 
отрезках [0, х„—='] и [%-{е", 2ж] функции /(Аз, Аз, ®) равномерно 
сходятся к 0 или 1. Поэтому 
“.—е’' 
5 С уз 
Ре о 7 (Ан, В, а) Ча = 0 или & (щ—е'), 


п 
0 
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Но тогда в первом случае 


“о-+=” 
< ишт \ У (4, В», в) Ча < 


0—5’ 


В В 
в) < 225 


а во втором — 


И то и другое противоречиво. 

Чтобы проверить свойство Д4, допустим, что точка Х служит невоб- 
ственной точкой пучка В. Из лемм 1 и Звытекает, что для достаточно 
больших п и «-Е 0, В, 2т имеет место: 


а В», а) < ш = шах { #8, Е. 


Переходя к пределу, получим: 
2" 


Ниш (А, В) = шее УСА, Ви, <) 4х <2Ви < 28. 
0 
Если Ит6 (А, В») =0, то обозначим через У второй конец кривой [АХ] 
и рассмотрим последовательность точек С\,...,Си,... из, сходящуюся 
к У. Ввиду 83, 
5(А,С„) > 5 (В», С,) —5(А, В,). 


Переходя к пределу и учитывая АЗ, будем иметь: 
Пт 5 (А, С,) >28, 
вопреки полученному выше. Таким образом, 
0< И б (А, В,)< 28. 
В случае (АВС), ввиду ]4А, для всех х будем иметь: 
7(А, В, а) Е (В, С, а) = (А, С, <), 


откуда следует первая часть Д5. Для доказательства второй частм за- 
метим, что, благодаря ]}3 и 63, соотношение 


5(А, В) +8 (В, С) = (А, С) 
влечет за собой соотношение 
Х(А, В, ®) + КВ, С, а) = (А, С, а) (*) 


для всех значений «. Допустим, что А, Ви С не лежат на одной кри- 
вой из Я Из леммы 1 вытекает существование отличных от А, В, С 
точек Д и Е, для которых справедливо (РАС) и (АЕВ). Ввиду аксиомы 
Паша (она имеет место в силу леммы 1), кривая 4 = [РЕ] пересекает 
стороны АВ и ВС треугольника АВС. Отсюда следует (ав св 6в) или 
(св ав6в), что вызывает противоречие между (*) и [А. Точно так же воз- 
никает противоречие, если имеет место (АСВ) и В-С или (САВ) и 


А-В. Свойство Д5 доказано. 
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Проверим, наконец, А. Из лемм 2 и 4 вытекает, что равенство 
Пт А, = А 


влечет равенство 
Вт (А, А») = 0. 


Пусть теперь Ид (А, А„) = 0 и В — предельная точка последователь- 
ности АД,,..., Аи,.... Пусть подпоследовательность А\, И р р 
сходится к В. Ввиду Д4, ВЕБ5. Поэтому 83 дает: 


(А, В) <5(А, А) +8 (А», В). 


Переходя к пределу, получим 5 (А, В) = 0, откуда, согласно 81, АВ. 
Таким образом, 
Па А == д, 


Свойство А1, ас ним и вся теорема 2 доказаны. 

Переходим к доказательству теоремы 1. Рассмотрим несколько вспо- 
могательных лемм. 

ЛЕММА 6. Никакая кривая из У не разбивает П. 

Допустим, что кривая ЕП разбивает П. Если точки А и В распо- 
лагаются в различных компонентах множества П\ А * то каждая из 
дуг кривой [АВ], соединяющих А с В, должна пересечь А. Но этот ре- 
зультат противоречит свойствам системы У. 

ЛЕММА 7. Множество ПК, где ЁЕХ, гомеоморфно кругу. 

Это утверждение вытекает из леммы 6 и предложений [6:41] (стр. 133), 
[6:14] (стр. 130) и [7: 211] (стр. 139) книги (1). 

Пусть кривая АЕУ. Ввиду леммы 7, можно считать, что П\\ Ё го- 
меоморфно кругу 5 радиуса 1. Части кривых из Х, лежащие в П^ А, 
образуют систему кривых Я, удовлетворяющую условиям теоремы 1. 
Отождествив 5 и П\ А, можно ввести в 5 метрику, удовлетворяющую 
условиям 41—АД5. 

Продолжим эту метрику на замыкание К круга 5. Если А, ВЕК, 
то положим 


°(А, В) = шт 8 (Ав, В»), 


где последовательности {А} и {В„} состоят из точек, лежащих в би 
сходящихся, соответственно, к точкам А и В в смысле топологии мно- 
жества К. Из А1 и ДЗ вытекает, что о(А, В) не зависит от выбора по- 


следовательностей {А} и {В„} ипри А, ВЕ5, совпадает с 5(А, В). Оче- 
видно также, что 


о (А, В) -- в(В, С) > р (А, С). 


ЛЕММА 8. Если А, ВЕБ; Х и У— различные концы кривой [АВ] из 


=, точки Х, А, В, У расположены в р порядке (возможно, 
что А= В), то 


* Через М М обозначается дополнение множества № в множестве М. 
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Для доказательства выберем на кривой [АВ] такие точки Хр, Ур, что. 


НА =. ИТ =. 

Ввиду Д5, р(Х», А) + р(А, В)  р(В, У») =р(Х», У»). Отсюда, в силу ДЗ, 
вытекает требуемое равенство. 

ЛЕММА 9. Если АЕ5, ВЕГ (Г, как и раньше, обозначает окруж- 
ность круга 5), то р(А, В) отлично от 0 и 2. 

Лемма 9 является непосредственным следствием свойства ДА. 

ЛЕММА 10. Если А и В—концы кривых, принадлежащих пучкам хи в. 
соответственно, то, считая и и В числами полуинтервала [0,2т) 
(см. стр. 473), будем иметь: 

Зы если пара А, В не разделяет пары 0,2%, 


Е В ШВ 


= в противном случае. 


Для определенности допустим, что «<В. Пусть А,, ВьЕб, 
Ию А, =4, ПтВ, =В. Если А, В не разделяет 0,2т, то из лемм 1 
и 3 вытекает: 
ар ей если «<< В, 

т 0, если Ох или В Ё 2. 


Па | & 


Чт 


По той же причине, если А, В разделяет 0,2*, будем иметь: 


1, если Ох Ех или << т, 
0, если «< ЕЁ В. 


Лемму 10 легко вывести из полученных соотношений, если принять. 
во внимание теорему Дини [см., например, (2), стр. 29]. 

ЛЕММА 11. Пусть среди точек А, В, С тоть одна лежит в о. 
Тогда для того чтобы эти точки лежали в указанном порядке на замы- 
кании некоторой кривой из #, необтодима и достаточна справедливость 


Бы, — 6.1 = | 


равенства: 


2(А, В) + р(В, С) =ь(А, С). 


Необходимость легко выводится из леммы 8 и свойств АЗ и Д5. 
Приведем рассуждение для случая АЕГ, В, СеБ. Пусть Х — конец 
кривой [ВС], отличный от А. Если 


о(А, В) (В, С) > ь(А, С), 
то лемма 8 дает противоречивое соотношение: 
2=р(А, В) + о(В, С) + ь (С, Х) (А, С- (С, Х) =2. 


Для доказательства достаточности допустим, что указанное в форму- 
лировке равенство справедливо. Если А, В, СЕ5, то утверждение лем- 
мы вытекает из А5. Кроме того, возможны следующие существенно раз- 


личные случаи: 
ею Ве ДЕД, В. СЕГ, 
6) А,ВЕб, СЕГ, г) АСЕГ, ВЕБ. 


-478 Л. А. СКОРНЯКОВ 
АА АЕ 

В случае а) найдется точка р, лежащая между В и С, но не ме- 
жду А и С. Учитывая первую часть нашей леммы, получим: 


(А, С) =р(А, В) + в(В, В) +в(р, С) (А, Б) р (В, С), 


что противоречит Д5. 

Если в случае 5) (АВС) не имеет места, то возьмем точку О, рас- 
положенную между В и С, но не удовлетворяющую (АВР). Из А5 
вытекает, что | 
р(А, 2) < р(А, В) + в(В, РБ). , 
’Поэтому 

р(А, р) + р(Р, С) < ь(А, С), 


‘что противоречит неравенству треугольника. 
В случае в), взяв между А и В точку О, будем иметь: 


(А, С) =р(А, 2) + р(р, В) +р(В, С) (А, В) + ь(Б, С) жь(А, С). 


Ввиду 6), отсюда вытекает (АДС), т. е. В =С. 
В случае г) надо показать, что А и С служат различными концами 


‘некоторой кривой из =. Обозначим через С’ конец кривой [АВ], отлич- 
ный от А. Из леммы 10 следует, что 


о (А, С) =2—ь(С, С’), 
.а из леммы 8 — 
(А, В) =2— в (В, С'). 


Поэтому данное по условию равенство принимает вид: 


2 —р(В, С’) (В, С) =2— (С, С’), 
откуда 
6 (В, С) яы о (С, С’) [= о (В, С’), 
что, в силу в), дает: 
С —=С.. 

Лемма 14 доказана. 

Отождествив концы кривых системы Я, мы превратим К в П. Поеле 
этого становится возможным приступить к построению метрики 4 (А, В), 


удовлетворяющей условиям теоремы 1. 
Пусть А, ВЕП. Положим 


а (А, В) = пип {0 (А, В), 2—6 (А, В}}. 


Из Д2, Д4 и леммы 10 вытекает, что а(А, В)>0. Из свойства А1 
и лемм 9 и 10 следует, что 4(А, В) =0 тогда и только тогда, если 
А = В. Соотношение 4(А, В) =а(В, А) очевидно. Чтобы установить, 
что 4 — метрика, остается показать справедливость неравенства тре- 
угольника. 

Заметим, что 


4(А, В) «Ь(А, В) | (+) 


4(А, В) < 1. (**) 
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„Допустим, что 


а(А, В) + а(В, С) < (А, С). (===) 
Если 


а(А, В) =р(А, В) и а(В, С) =ь(А, С), 
то мы, ввиду (*), сразу приходим к противоречию с (***). Если 
а(А, В) =р(А, В), аа(В, С) = 2—р(В, С), 
то (жж*), (*) и (+=) дают противоречивое неравенство 
2<а(А, С) + (В, С) (А, В) <а(А, С) + ь(А, С) <2. 
«братимся к случаю 
4(А, В) =2— (А, В), а(В, С) =2—р(В, С). 
Если А, ВЕК, то можно считать, что А, ВЕГ и 4(А, В) =р(А, В). 
Поэтому в рассматриваемом случае можно допустить, что кривая [АВ] 
отлична от Ё. Те же соображения позволяют считать, что [ВС] + Ё. 


Обозначим через Х* и Х? концы кривой [АВ] ЕЕ, а через У! и У?— 
концы кривой [ВС] Е =. Ввиду лемм 8 и 11, 


4(А, В) =р(А, Х') + р(В, Х°), а(В, С) =ь(В, У) 5 (С, У). 
Отсюда, поскольку, в`силу леммы 10, о(Х?, У*) =ь(Х', У*), получаем: 


4(А, В) + а(В, С) =ь(А, Х) +ь(Х*, В) + (В, У) (т, С) > 
2р(А, Х1) + р(Х*, У) р (7, С) (А, С) >а(А, С). 
Оетается показать, что метрика 4 обладает свойствами 01—15. 
ЛЕММА 12. Если А, А ЕП и 1 А, =А, то Ита(А, А») = 0. 
Допустим, что Иша (А, А,) =4-=20. Тогда последовательность {Ап} 


можно разбить на подпоследовательности {Ал} и {4%}, для которых 
Пир (А, 4%) =а=0 и Ишьо(4, №) =2—а-2. 


Найдем такое число =`>0, чтобы отрезки ИП: [0, 3], И: [@— ев, а- :] 
и И: [2—е, 2] попарно не пересекались. Тогда найдется число №0 


такое, что при п>М№ (А, Ак) ЕТ. Так как 
р(А, Ан) = Шар(Ам, Ап), 


ь Ей 1 1 = 
то для каждого п найдется такой номер т», что р(Аш,, Ап) ЕТ. При 
этом числа т, можно выбрать так, что т„->оо. Однако, в силу 41 
и ДЗ, для достаточно больших п должно иметь место: 
1 1 
(Аи, але. 
1 
Мы пришли к противоречию, следовательно, {Ак} пусто. Аналогично 


устанавливается пустота {4%}. Таким образом, {Ат} пусто. 
ЛЕММА 13. Если А, Ар ЕП и Нша(А, А») =0, то ие» — А. 
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Для доказательства выберем из последовательности {А„} сходящую- 
/ ы / 
ся подпоследовательность {А„} и положим ИтА»„ = А’. Ввиду лем- 
мы 12, Пт (А', А») =0. Так как 


4(А, А’) <а(А, А„) +а(А', А»), 


то а(А, А’) =0 и, следовательно, А = А". 
Из лемм 12 и 13 следует справедливость свойства 01. Выполнение 
свойства 02 очевидно. 
Пусть теперь 
а(А, В) + а(В, с) =а(А, С). (*) 


Очевидно, можно, допустить, что хотя бы одна из точек А, В, С пе- 
жит в П\ А, т. е. в. Так что следует рассмотреть такие случаи: 


Г. р (Л, В), (В, С), (А, С) < 1, 

П. р(А, В), р(В, С) <1, р(А, С) 21, 
Ш. р(А, В) < 1, р(В, С), р(А, С) > 1, 
ГУ. р(А, В), (А, С) < 1, в(В, С)>1, 


У. в(А, В), (В, С) 1. 
В случаях Ги Ш соотношение (*) можно переписать, соответственно, 
в виде 
р(А, В)  в(В, С) =р(А, С) и о(А, В) ь(А, С) =в(В, С). 


Поэтому коллинеарность точек А, В, С (т.е. принадлежность их одной 
кривой из У) есть следствие леммы 11. В случае П, допустив некол- 
линеарность точек А, В, С, ввиду леммы 11, будем иметь: 


р(А, В) + р(В, С) > ь(А, С). 
Так как соотношение (*) в этом случае превращается в равенство 
р(А, В) + о(В, С) - ь(А, С) =2, 
то мы приходим к противоречивому неравенству: 
2 > 26 (А, С)>2. 


В случае ТУ аналогичные рассуждения приводят к противоречивому 
неравенству 


2<45(А, С) < 2. 


В случае У, так же как и при доказательстве неравенства треуголь- 
ника для 4, можно допустить, что [АВ] и [ВС] отличны от А. Поло- 
жим 


Х = [АВ] ПА, У= [ВС] ПЕ. 


При этом будем считать, что точка Х возникла при отождествлении 
1 2 
точек Х*, Х?ЕГ, а точка У — при отождествлении точек У*, У?ЕГ. 
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Тогда леммы 10 и 11 и предположение о неколлинеарности точек 
АВ, С Дают: 


4(А, В) -- а(В, С) ==р(А, Х')  р(Х, В)  о(В, У1) + (Уз, С) > 
>2(4, Х') -о(Х, У) --р(У», С) = (А, Х*) - р(Ха, Уз) (уз, С) > 
>р(4, ©) > а(а, С), 

что противоречит соотношению (*). Свойство 03 доказано. 
Перейдем к свойству 04. Если А,‚СЕЁ, то его справедливость вы- 


текает из леммы 10. Если АЕБ ир(А, С) < 1, то возьмем в 5 точку 
В, лежащую между А и С. Лемма 11 дает: 


| о(А, В) + о(В, С) =р(А, С) =а(А, С). 
Так как о(А, В), р(В, С) <1, то получаем: 
Ч(А, В) Е 4(В, С) =а(А, С). 


Если А 65 ир(А, С)>1, то обозначим через Х: и Х? концы кривой 
[АС] из =. В качестве В возьмем такую точку, чтобы А располагалась 
между В и С, а р(А, В) не превышало 1. Тогда, ввиду лемм 8 и 11, 


4(А, С)=Ь(А, В) --р(В, Х") + р(Х?, С) =а(А, В) + а(В, С). 


Переходя к свойству 05, заметим, что в случае А, ВЕК, точку Вь 
легко найти при помощи леммы 10, так что можно считать, что 
[АВ] =. Положим Х = [АВ] ПЕ. Если ВЕК, то возьмем 


6 < шт {, а(А, В), [1 —р(А, В) |}. 
Точка В, нодчиненная условию р(В, В;) =0 и лежащая на более 
длинной (в смысле метрики р) из% дуг кривой [АВ], соединяющих А 
с В, будет удовлетворять Р5. В случае ВЕ дополнительно потребу- 
ем, чтобы 0 не превышало 4 (В, Х). Если 
п В) = В, 

то точку В; подчиняем требованию р(В, В;)=0. Если, кроме того, АХ, 
то точку В выбираем так, чтобы пара А, В не отделяла Ву от Х, а 
пара В, Х отделяла В; от А. В случае А=Х Вь выбираем на более 
длинной (в смысле метрики 6) из дуг кривой [АВ], соединяющих А с В. 
Тогда, ввиду леммы 11, 


(А, Вз) =в(А, В)  р(В, Во). 


Отеюда имеем: 
р(А, Вз) < 1 


и, поскольку 8 < 1, 
4(А, В.) =а(А, В) - а(В, В.). 


Если же 
4(А, В) =2— (А, В), 


то в качестве Вз возьмем точку, лежащую на [А, В], отделенную от 
Х парой А, В и удовлетворяющую условию р(В, В) =5. Ввиду лем- 
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мы 11, 
р(А, Вз) Е р(В, Вз) =р(А, В), 
откуда ©(А, В) >1, и, следовательно, 
—4(А, В) + а(В, Вз) = —а(А, В). 


Остается доказать единственность точки В. В силу леммы 10, 


можно ограничиться случаем [АВ] =. Допустим, что Вз — вторая 
точка, удовлетворяющая 05. В силу 03 и выбора 8, точка В; 65. Если 


имеет место (ВВзВь) или (ВВзВз), то из леммы 11 вытекает, что 
о(Вз, Вз) =0, т. е. В; = Вз. Если же справедливо (ВзВВз), то, учи- 
тывая выбор В, при помощи лемм 8 и 11 нетрудно получить: 


4(А, В.) + а(Вь, В) =а(А, В), 


что противоречит свойствам Ву. 


Поступиле 
16. УТ. 1954 
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